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1.—INTRODUCCION
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LA INVESTIGACION ESTADISTICA EN EL MARCO DE LA
INVESTIGACION SOCIAL

Definicion de la Investigacién Social

La investigacién social es un proceso, mediante el cual el investigador
trata de encontrar:

1°—determinantes (“causas” o “precipitantes”)
2
2°—concurrentes (“con causas”)
los elementos 3*—influyentes
| y s ¥y
| 4°—presentes

que intervienen en:

a—un problema, o
b.—una situaciéon social,

con el objeto de:

a.—resolver el problema, o
b.—mejorar la situacién,

de acuerdo con:

I.—valoraciones, y
2.—finalidades claramente definidas.

Etapas de la Investigacion Social

La investigacién social, en cuanto proceso, esta constituida por una serie
ordenada de etapas entre las que, como principales, pueden distinguirse las
siguientes:

I.—Planeacién de la Investigacion,
I].—Realizacién de la Investigacion,
111.—Sugestién de soluciones y medios de mejoramiento.

La planeacién de la pesquisa o investigacién implica problemas metodo-
légicos y tecnolégicos. ‘
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12 . OSCAR URIBE VILLEGAS

La realizacién de la investigacion implica problemas practicos de destreza
y experiencia en el manejo de ciertas técnicas.

La sugestién de soluciones y medios de mejoramiento implica problemas
politicos o politico-sociales de eleccién de fines y de medios relacionados con
tales fines y, en dltima instancia, problemas de ideologia.

Concepto de la Planeacion

El concepto de la planeacién de una investigacién comprende, por lo
menos, los tres elementos siguientes:

I1°—un elemento de anticipacién o previsi6n,
2°—un elemento volitivo y de decisién,
3*—un elemento representativo de captacion.

Elemento anticipatori oy de prevision, en cuanto la planeacién trata de
prever las situaciones a las que tendra que enfrentarse para poder controlarlas.

Elemento volitivo y de decisién por cuanto la planeacién trata de decidir
qué sera lo mejor para evitar la dificultadés y obtener el mayor éxito.

Elementos anticipatorio y de previsién, en cuanto la planeacion trata de
fijar sus previsiones y decisiones en forma coordinada, en un plan de accién
consignado en forma escrita, diagramatica o de otro tipo, para recordar cual
es el proceso que se ha decidido seguir, y para . poder valorar el plan en su
totalidad, o criticarlo. s .

Conforme a lo anterior, podemos decir que: planear una investigacién
equivale a anticipar situaciones y tomar decisiones que, consignadas por es-
crito o en diagramas, permitan recordar los pasos del proceso, valorarlo en
su totalidad y controlar las situaciones a las ‘que enfrente la investigacién;

Una investigacién esti planeada metodolégicamente, en cuanto:

A.—se le ha estudiado y valorado de antemano en su totalidad y en sus
detalles, y ,

B.—se puede juzgar del procedimiento empleado en la obtencién de cier-
tos resultados.

:Primacia de la Planeacién en la Pesquisa

En cuanto tratamos de la primacia de la planeacién en la pesquisa o
investigacion social, en realidad lo que hacemos es plantearnos las preguntas
de si ;debe préceder la observacién a la planeacion? o jdebe preceder la
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TECNICAS ESTADISTICAS 13

planeacién a la observacién? El problema se resuelve en cuanto se consi-
deran los pasos siguientes:

I°>—La observacién mas o menos burda hace presentir al investigador
que hay un problema.

2°—La planeacién permite que el investigador oriente su observacién,
determine si el problema realmente existe, y cuéles son los términos
en que se plantea.

3°—La ohservacién orientada y afinada (incluso complementada de la
experimentacién) da al investigador el conocimiento del problema.

La Planeacién como Orientadora de la Observacién

La observacién, cientificamente controlada, no puede existir sino a par-
tir del momento en que decidimos: : '

qué, )

cuando, |

donde, } vamos a observar algo.

céomo y |

por qué |

La determinacién de qué es lo que habra necesidad de estudiar, en cuan-
to se trata de un problema social, deber hacerla la sociologia, la cual debera:

1.—Sefialar la forma en que pueda aislarse en forma natural, y no arbi-
trariamente, el problema social o la unidad social particular de que
se trate, del complejo social del que forma parte.
2.—Indicar cuales son los aspectos, elementales y relacionales que debe-
ran estudiarse.

El cuindo y el dénde, o sean las determinaciones de lugar y tiempo, de
delimitacién espacial y temporal dependeréan tanto de lo anterior como de:

I1.—Los propésitos de la investigacion,
2.—La precisién que se busque en los resultados,
3.—Los medios econémicos y el tiempo de que se disponga.

Cémo hacer el estudio de un problema o situacién sociales ya delimita-
dos espacial y temporalmente es, sobre todo, €l problema metédico de eleccién
de métodos de:

A.—Induccién-deduccioén,
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14 OSCAR URIBE VILLEGAS

B.—Observacién-experimentacion,
C.—Tipificacion.

Asimismo, se trata de determinar la utilidad que en el caso concreto pue-
dan brindar los métodos:

a.—histérico,
b.—geografico,
c.—antropolégico,
d.—etnografico,
e.—econdmico,
f—psicolégico,
g—estadistico,
h.—literario, etc.

como auxiliares de la metodologia sociolégica estricta.
Por otra parte, importa determinar cuéles de entre las siguientes (que se
listan a modo de ejemplo) habran de ser las técnicas empleadas:

Cuestionario
( Directa,
Encuesta Por Radio.
i Por Correo,
( Libre,
Entrevista { Controlada,
| Grupal

[ de medicion de opiniones,

Escalar sociométrica .
\ de medicién de actitudes.

Sociogramatica,
Del Observador Participante, etc.

Del por.qué vamos a observar dependera a su vez el valor que demos a
ciertos aspectos y no a otras facetas del problema en relacién con los propé-
sitos de mejoramiento o solucién de situaciones. La aclaracién de los por qués
es el Ginico medio al través del cual un observador o un investigador distinto
del que realizé la pesquisa puede juzgar de sus resultados y determinar si los
mismos pueden colocarse en un plano de comparacién con los propios o con
los datos obtenidos por otro investigador; en cualquier otro caso queda la
duda de si, por ejemplo, el cambio que parece poder afirmarse con respecto
a una comunidad mediante la comparacién de los resultados obtenidos por
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TECNICAS ESTADISTICAS 15

dos investigadores distintos deberd imputarse a una verdadera modificacion
de las condiciones sociales de la comunidad observada, o a que la misma co-
munidad ha sido estudiada por dos investigadores distintos que han hecho una
seleccién distinta o han ponderado diversamente la probabilidad selectiva de
ciertos aspectos de la realidad’ estudiada.

Dos Ventajas de la Planeacién

La planeacién permite, por una parte, determinar el grado de precision
que se requiere en la investigacién, evitando con ello tanto una falta como
un exceso (indtil y en ocasiones absurdo) de precisién; por otra parte, la
planeacién permite determinar el grado de adecuacién de las diferentes téc-
nicas de que dispone el investigador con respecto al objeto de estudio.

La Investigacion
En toda investigacién social es conveniente distinguir:

I—Los elementos personales de la investigacion,
I1.—Las operaciones de la investigacion, y
II1.—Las fases de la investigacién.

Elementos Personales de la Investigacién

El investigador social necesita recordar siempre que no sélo es social la
investigacién que realiza por tener caracter social el objeto observado, sino
que la investigacién social misma es, de por si, un problema social, un con-
junto de situaciones en las cuales intervienen diferentes elementos persona-
les, ligados entre si por relaciones interhumanas; olvidarlo conduce a fraca-
sos lamentables para la investigacién social.

Los elementos personales de la investigacion social son:

1.—Fl consumidor de la investigacién social,

2.—El cientifico social que la planea,

3.—FEl observador (encuestador, censador, etc.) que la realiza, y

4.—Fl observado o la persona observada (si se toma “persona” en su
sentido mas lato de persona fisica o de persona moral) que debera

beneficiarse de ella.
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16 OSCAR URIBE VILLEGAS

Operaciones de la Investigacion

Desde el punto de vista sociolégico, puede establecerse una cierta equi-
valencia entre el rubro “operaciones de la investigacion” y el de relaciones
inter-humanas dentro de la investigacion social. :

Desde el punto de vista practico, puede ponerse en funcién del rubro
operaciones de la investigacién y de la distincién clara de las mismas, el éxito o
fracaso de la pesquisa ya que, del adecuado analisis de los diversos pasos de
una ‘investigacién dependera el que, en determinados casos, se encuentre o no
el punto en el que se erré y la operacién que hizo fracasara la pesquisa en su
conjunto, con lo cual, y en caso de ser posible, en vez de invalidarse la investi-
gacién en su totalidad precisara rehacer sélo una parte de la misma.

Las .operaciones principales de una investigacién social son:

I°*—Transmisién del problema que el consumidor hace al cientifico social,

2°—FEntrenamiento y vigilancia- de los encuestadores, que realiza el cien-
tifico social, v .

3°—Fstimulo de lo observado, que realizan los observadores (o experi-
mentadores), ‘ -

4°—Respuesta de lo observado al estimulo del observador,

5°—Registro y transmisién de respuestas, del- observador. al cientifico
social,

6°—Informe acerca del problema y sugestiones para resolverlo que el
cientifico social brinda al consumidor.

Tras el informe, sera el consumidor quien, conocido el problema en sus
términos precisos, y las soluciones alternativas propuestas por el cientifico
social, habra de seleccionar un curso de accién hacia una solucién de mejora-
miento. Aun cuando constituye tema que no nos corresponde abordar en este
punto, podemos sefialar que, a partir de este momento, y gracias al desarrollo de
una moderna rama estadistica, el consumidor para aplicar la politica més con-
veniente de mejoramiento se ve precisado a recurrir nuevamente al cientifico
social que mediante la hechura estadistica de decisiones puede indicarle cual
de los propuestos es. el mejor curso de accién. '

Fases de la Investigacion
Como fases de la investigacion pueden listarse:

I.—Reconocimiento de que el problema existe y de que no se trata de
un problema ficticio o de una construccién artificial.
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TECNICAS ESTADISTICAS 17

II.—Formulacién del problema,
I11.—Planeacién Metédica para la investigacién:
t.—Planeacién ideal de la investigacién o sea, instrumentaciéon de
la misma, determinaciéon de la exactitud deseable, de la exten-
sién, etc., que la misma deberia tener de no enfrentarse a obs-
ticulos praicticos en la realidad.
it.—Planeacién realista o practica de la investigacién, mediante la
cual se hagan ajustes al plan ideal conforme lo requiera la rea-
lidad, pero sin hacer que ésta prive en mas de lo indispensable
sobre el plan ideal; de ahi la necesidad.de distinguir en este
punto entre: obsticulos dificiles de salvar, y dificultades insal-
vables o verdaderas imposibilidades (la frontera fluctuante
entre una y otras dependerad en buena parte, del entrenamiento
y experiencia previos del investigador, y en otra muy buena
proporcién de su brio y tenacidad —que no deben confundirse
con ceguera y obstinacion— para llevar adelante un proyecto).
iii.—Disefio Estadistico, o sea la especificacién del grupo de objetos
o personas por estudiar,
del niimero de los que se seleccionaran,
del criterio con que se elegiran,
de los rasgos que se han de estudiar
(numérica o cualitativamente).
iv.—Plan de Observacién, mediante el cual
a—se determinard en qué condiciones se haran las observa-
ciones, y '
b.—qué precauciones deberdn tenerse al hacerlas.
v.—Plan de Operaciones, al cual corresponde la instrumentalizacion
y tecnificacién de la pesquisa misma.

Conforme hemos dicho, todo disefio estadistico debe iniciarse con la es-
pecificacién del grupo de objetos o personas que han de ser estudiados, de los
rasgos de esos objetos que van a fijarse numéricamente o mediante designacion
cualitativa, y con la delimitacién espacial y temporal de la investigacion; asi, por
ejemplo, si se trata de una investigacién sobre accidentes de trabajo en la
industria del cemento, sera necesario:

I°*—Especificar qué grupo va a incluirse, determinando:
a.—si ha de comprender a todos los accidentados o sélo a los que
rebasen determinada edad, |
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18 OSCAR URIBE VILLEGAS

b.—si comprendera todos los grados de incapacidad o sélo los que
sean superiores o determinado porciento,

c.—si se incluirdn todas las categorias de trabajadores o sélo algu-
nas de ellas. ..

2°—Determinar el rasgo por estudiar o sea, en este caso, definir qué se

entiende por accidente de trabajo, respondiendo a preguntas como

las siguientes:

a—;para el computo debera considerarse como unidad el hecho
accidental perjuicioso, o el nimero de individuos afectados?

' b.—;se considerara como tal el accidente ocurrido durante la reali-
zacién del trabajo, o el ocurrido como consecuencia de esa
misma realizacién, o el ocurrido cuando el accidentado se dispo-
nia a realizarlo, o todos ellos?

3*—Delimitar espacial y temporalmente la investigacion, resolviendo si:

a.—;se van a incluir todas las fabricas de cemento de la Republica?

b.—¢se incluiran sélo las de las zonas industriales aledafias a la
ciudad de México?

c—¢se extendera la investigacién a un periodo mis o menos am-

plio, o se reducird a uno corto?

Como es facil comprender, estas especificaciones y delimitaciones depen-
den de muchos factores; en el dltimo apartado, sobre todo, de limitaciones
de orden econémico, de premura de tiempo para realizar la investigacién, de
carencia de datos para épocas anteriores o de inadecuacién de los mismos para
los propésitos de la investigacién. Sin embargo, algunas de estas limitaciones
pueden salvarse; asi, por ejemplo, la falta de medios econémicos para realizar
una investigacién muy extensa puede salvarse eligiendo una porcién de la po-
blacién que sea suficientemente representativa de la misma y que podra ser
menor conforme la poblacién sea mas homogénea; dependiendo por otra
parte el tamafio de dicha “muestra” de la “poblacién” o “universo” en estudio
de las mismas limitaciones presupuestales asi como del grado de exactitud que se
busque en los resultados.
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OPERACIONES ELEMENTALES DE LA INVESTIGACION
ESTADISTICA

La amplitud, complejidad y desarrollo alcanzado por la metodologia es-
tadistica hace olvidar a menudo al investigador que esa complejidad a la que
se enfrenta es el resultado de la combinacion de un nimero relativamente cor-
to de operaciones elementales, cada una de las cuales responde a una necesidad
especifica de la investigacién ya sea social o de otro tipo. De otra parte, ese
olvido de la relacién existente entre los métodos, las operaciones elementales
que los constituyen y las necesidades que tratan de satisfacerse al través suyo,
impiden a quien se especializa en la metodologia estadistica orientada hacia
el terreno de la investigacién social el que, en cuanto se plantea una necesidad
nueva de ésta, pueda encontrar los medios estadisticos de satisfacerla, con lo
cual su actividad se estanca y vuelve infecunda o, en el mejor de los casos, se
desarrolla, pero dentro de ciertos cauces lidicos que pueden reportar beneficio
a la investigacién social, pero sélo a largo plazo y no en un futuro inmediato.

De ahi que sea importante, dentro de una labor analitica, sefialar cuéles
son las diferentes operaciones elementales de la investigacién estadistica y, en
cuanto es posible, indicar asimismo las necesidades que satisfacen asi como
sus limitaciones.

Algunas de esas operaciones, se han mencionado en un contexto mas

amplio en el apartado anterior, no obstante lo cual, precisa volver a consig-
narlas en este nivel mas especifico.

Dentro de las mismas operaciones elementales de la investigacién esta-
distica existe una jerarquizacién que precisa no olvidar, y aun cuando resulte
mas breve la mencién de algunas de dichas etapas (como puede ocurrir en el
caso de la “definicién”, o de la “recoleccion de los datos™) esto no significa
que tengan importancia menor que aquellas otras cuya mencién es obliga-
damente mas extensa (como ocurre con ‘“‘elaboracién estadistica” en sentido
estricto). En este sentido, el uso de los nimeros romanos para las operaciones
principales, de las maytsculas, las minisculas y los arabigos para las subordi-
nadas puede ser atil para llamar la atencién hacia el hecho de que tanto
monta una cuidadosa elaboracién estadistica como una precisa definicion o
una cuidadosa recoleccién, tanto mis si se tiene en cuenta que la idea central
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20 ' OSCAR URIBE VILLEGAS

de “proceso” como caracteristica de toda investigacién social se refleja en for-
ma importantisima en la investigacién estadistica encuadrada en ella, de tal
manera que una deficiente definicién de su objeto, en cuanto inicial, puede
hacer venir a tierra la investigacién en su totalidad no obstante el cui-
dado que se haya puesto en las siguientes etapas, pudiendo darse el caso de
investigaciones cuyos resultados, vilidos en apariencia, carezcan totalmente
de sentido por haber sido obtenidos de un conjunto de datos deficiente o des-
cuidadamente recogidos, o de un colectivo vagamente definido, heterogéneo, ete.

En este sentido, es tan importante la definicién, que incluso podria hablarse
de dos grandes etapas de la investigacién estadistica: la definitoria y la propia-
mente elaborativa.

Conforme a lo anterior, consideraremos constituida toda investigacién
estadistica por las siguientes etapas y operaciones elementales:

I.—Definicién :

A.—Del fin especifico de la investigacién social a cuyo servicio han
de ponerse los resultados de la investigacién estadistica.

B.—del “universo”, “poblacién” o “colectivo” por estudiar (o sea,
del grupo de personas u objetos que abarcard la investigacién
estadistica).

C.—de los rasgos por estudiar en dicho colectivo.

D.—del grado de homogeneidad deseable o de heterogeneidad per-
misible en las unidades del universo por lo que respecta a todos
aquellos rasgos que sean distintos del o de los rasgos que se
deseen estudiar (de los que una de las cosas que precisamente
importa estudiar es su heterogeneidad o variabilidad).

E.—de las unidades a emplear en la medida.

11.—Decision de si conviene hacer:

A.—una investigacién exhaustiva, 0

B.—un muestreo;
en este dltimo caso, elegir:
a.—un marco de referencia:

preciso,
completo,
adecuado,
actual.
b.—un tipo de muestreo:
simple aleatorio,
estratificado,
por afijacién, etc.
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TECNICAS ESTADISTICAS 21

c—una forma de muestreo:
aislado,
repetitivo,
repetitivo periédico, etc.
d.—el tamafio de la muestra,
en vista de requerimientos de:
representatividad y
precisién de los resultados.
II1.—Recoleccién de los datos:
A.—Directa, mediante
1.—cédulas y cuestionarios,
2.—escalas sociométricas.
B.—Indirecta:
1.—de fuentes primarias recolectoras de datos (ejemplo: de
la Direccion General de Estadistica y de sus Anuarios),
2.—de fuentes secundarias.
IV —Elaboracién estadistica.
A.—Operaciones predominantemente criticas
1.—Completamiento de los datos faltantes cuando la misma
sea posible en vista de los datos disponibles.
2.—Determinacién de las inconsistencias entre los datos de una
misma célula o cuestionario y correccién de las mismas
de ser posible.
3.—Rechazo de los datos cuya inconsistencia no pueda salvarse.
4.—Rechazo de las cédulas o cuestionarios en los que abun-
den las inconsistencias.
B.—Operaciones predominantemente mecanicas
1.—Conjuntacién de los materiales,
2—Ordenacién (constitucién de arreglos o series).
3.—C(lasificacion:
a.—dicotémica,
b.—miuliiple.
4.—Consignacion:
a.—textual,
b.—tabular,
 c.—grafica.
C.—Operaciones predominantemente matematicas.

1.—Condensacién
a.—mediante recuento del nimero de veces que aparece un
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dato (i. e. mediante determinacién de su frecuencia),
b.—mediante la constitucién de casilleros en los que colo-
car los datos (i. e. mediante-la constitucién de clases
definidas por valores que les sirven de limites “infe-
riores” y “superiores” y entre los que existe un in-
tervalo).
2.—Relievamiento de caracteristicas por descripcién estadistica,
al través de:
a—calculo de promedios centrales y laterales,
b.—medidas de variabilidad,
c.—medidas de asimetria,
d—medidas de curtosis, aplanamiento o picudez,
e.—ajuste de curvas.
3—Reduccién a términos comparables, mediante:
a.—obtencién de relativos,
b.—obtenciénde tantos porciento,
c.—expresion de resultados en términos de cuantilas (cuar-
tilas, sextilas, etc.),
d.—expresién de datos o resultados en unidades de des-
viaciones promedio.
e—reduccién de medidas n-dimensionales a medidas uni-
dimensionales por divisién entre las potencias corres-
pondientes de las desviaciones promedio.
4.—Ponderacién o reconocimiento matematico de la impor-
tancia relativa que cada dato juega dentro del conjunto
mediante: :
a.—multiplicacién por un “factor de ponderacién” ' (segin
ocurre en el calculo de medias ponderadas, y en el
célculo de nameros-indice).
b.—elevacién a una potencia igual al factor de ponderacién
(caso que se reduce al anterior al usar logaritmos).
5.—Anélisis, o descomposicién de un movimiento en varios
movimientos componentes, especialmente en el caso de:
series temporales, dinamicas o cronologicas, mediante res-
tas y divisiones sucesivas de:
A.—Movimientos permanentes:
Tendencia secular

?

rectilinea,
parabélica de 2° grado,
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parabdélica de 3er. grado,

hiperbélica,

logaritmica,

exponencial, etc.
B.—Movimientos oscilatorios:

a.—periodicos
variaciones estacionales,
variaciones ciclicas de alta o de baja frecuencia.

f.—no periddicos
variaciones accidentales, fluctuaciones.

6.—Sintesis
o recomposicién del fendmeno previamente analizado para
comprobar lo adecuado de dicho anilisis, mediante su-
mas y productos de los elementos componentes:
Calculo de los valores teéricos de una serie.
Determinacién de errores probables y de zonas de estimacién.
7.—Inferencia estadistica.
a.—mediante la determinacion de la probabilidad de que
un hecho ocurra (relacionado con la adaptacién de
curvas, binomiales, de Poisson, hipergeométricas, norma
les, de Gram-Charlier, de Pearson, etc.).
b.—mediante “extrapolaciéon” en series temporales, o sea,
mediante el calculo de lo que ocurrira en el futuro de
mantenerse cierto ritmo de crecimiento o decrecimien-
to, y repetirse como en el pasado ciertas variaciones
periddicas.
c.—mediante asociacion de series y determinacién de:
a.—intensidad de la asociacién,

B.—sentido de la asociaciéon (;al crecer una serie cre-
ce la otra y al decrecer decrece, o al crecer de-
crece la otra y al decrecer crece?),

y.—ecuaciones de regresién que permitan calcular el
valor de una serie en un momento determinado si
se conoce el valor de la otra o de las otras series
asociadas con ella,

d.—determinacién del retraso con el que una serie cro-
nolégica se asocia a otra.

d.—mediante extensiéon de los resultados de la “muestra”
al “universo”, al través de:
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a.—pruebas o docimasias de hipétesis de que los va-
lores de ciertas constantes encontradas para la
muesira (estimadores) correspondan a los valores
de las constantes correspondientes de la poblacién
dentro de ciertos limites de confianza previamente
fijados. -


compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo


RECOLECCION DE DATOS

Entre las diversas técnicas de recoleccion de datos, se cuentan:

A.—FEl cuadro y el cuestionario,
B.—Las técnicas de opcién sociométrica,
C.—Las escalas sociométricas,

D.—La entrevista.

El Cuadro

El cuadro constituye una herramienta de la que se valen las ciencias so-
ciales con el objeto de hacer comparables las observaciones de diferentes in-
vestigadores individuales, o de un mismo investigador que lo aplica en dife-
rentes ocasiones; o sea, que el cuadro garantiza:

1.—1La recoleccién de los mismos datos o rasgos en todos los casos.
2.—FEl descargo de la memoria del investigador al consignar todos los
datos por escrito (evita el “;No se me habra olvidado algo?”).
3.—Una cierta comparabilidad de las observaciones de diferentes inves-
tigadores por:
a.—separacién analitica de diversos aspectos de la realidad estudiada,
considerados como elementales,
b.—especificacién previa de las unidades que se han de emplear.
Lundberg distingue tres clases de cuadros:
I°—cuadro para el registro de hechos objetivos,
2°—cuadro para determinacién de opiniones o actitudes,
3°—cuadro para determinar el funcionamiento de las organizaciones.

Estos cuadros pueden usarse separadamente o combinarse.

En la construccién de un cuadro hay que tener presente el objeto para el
cual se construye y los elementos necesarios e indispensables para el conoci-
miento de ese objeto, a fin de eliminar del cuadro lo que sea superfluo para
tal conocimiento. A fin de construirlo adecuadamente, se debe hacer previa-
mente un cuadro “imaginario” o “fantasma” que el investigador debe tratar
de llenar; en cuanto se presenta alguna dificultad al tratar de llenar uno de
sus puntos, es necesario modificar o suprimir ese punto. Cuando es posi-
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ble, conviene, tras esto, hacer una experiencia de prueba utilizando el
cuadro con una porciéon pequefia de la poblacién por estudiar para apre-
cias dificultades y reacciones. Ademéis, es necesario cuidar la claridad y
precisién de los términos empleados en el cuadro, los cuales deben ser, ade-
més, adecuados al nivel cultural medio del grupo que se investiga, debiendo
recordarse, en ocasiones, que no se esta redactando una pieza literaria, sino que
se estd elaborando un instrumental que debe ser iuncionalmente itil a la inves-
tigacién y, por lo mismo, incluso adecuarse a los modos expresivos de los
investigados. Asimismo, es necesario cuidar la presentacién fisica, tamafio
y forma de los cuadros, ya que en muchas ocasiones todo ello influye en los
resultados.
Las fases por las que atraviesa la construccién de un cuadro son:

19—Formacién de una lista de preguntas.

2¢—Constitucién de una serie de cuadros fantasmas.

3%—Ordenacién de las preguntas conforme a:

a.—una secuencia légica,

b.—una sucesién que evite el dafio de una pregunta o su inutiliza-
cién por alguna pregunta previa,

c—una presentacién fisica adecuada.

4%—Realizacién de algunas experiencias de prueba.

5%—Elaboraci6n del cuadro definitivo y

6%—Instrucciones dadas a los recolectores.

Entre las precauciones que hay que tomar al llenar el cuadro, debe te-
nerse la de lograr respuestas inteligibles y asentarlas en forma legible, evitar
las abreviaturas (a menos que se haya previsto la posibilidad de su utilizacién
y se haya codificado su significado), y llenar con una linea aquellas pre-
guntas a las que no se dio respuesta (para evitar que llegue a pensarse que no
se llen6 el espacio por descuido del observador o recopilador).

En la utilizacién de los cuadros, pueden presentarse dos alternativas:

a—Investigacién personal,
b.—Investigacién por correo.

La investigacion personal permite el que las preguntas sean mas com-
plejas y los resultados mas apreciables, ya que da al investigador la posibi-
lidad de aclarar el sentido de la pregunta, ampliarla o complementarla, en tanto
que la investigacion por correo no tiene esas ventajas, permitiendo en cambio
resultados més amplios y la. utilizacién de un niimero menor de recopiladores.

El cuestionario, a su vez, puede considerarse como un tipo especial de
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cuadro, sujeto en gran parte a las regulaciones de éste, debiendo tenerse en
cuenta, ademas, que, en el caso del cuestionario:

Se ha de considerar que la persona a quien se dirige tiene escasa capa-
cidad mental o dispone de poco tiempo para responder, de ahi que deba
buscarse:

a—que haya pocas preguntas,

b.—que sean sencillas,

c.—que puedan contestarse por un SI, por un NO o por un namero,

d.—que cubran estrictamente la informacién requerida sin exceso ni de-
fecto.

e—que se pueda responder a ellas sin prejuicios (de ahi que deban evi-
tarse las palabras cargadas emocionalmente, y buscarse la recoleccién
de datos objetivos).

Escalas Soctométricas

La cédula y el cuestionario, a pesar de todas las precauciones que se
tomen para aplicarlos, tienen el inconveniente de que muy a menudo resultan
dafiados de subjetivismo; de ahi que se haya tratado de evitar sus inconve-
nientes y de complementar los buenos resultados que mediante los mismos
pueden obtenerse, por medio de técnicas de mensuramiento social como son las
“escalas sociométricas”. De ahi que pueda decirse que:

Una escala sociométrica es un instrumento usado en el mensuramiento
social para categorizar o jerarquizar:

1.—Aspectos del medio social o cultural—‘“escalas ecométricas”.
2—Conductas sociales individuales, actitudes y opiniones.—“psicomé-
tricas”.

O sea, que las escalas sociométricas sirven principalmente para dar nor-
mas que hagan comparables dos o mis comunidades o instituciones o bien para
mostrar la separacién de la conducta de una persona en relacién con las nor-
‘mas grupales. .

Para la construccién de una escala sociométrica, hay que tener en cuenta:

a—la determinacién de lo que se va a medir,

b.—la seleccién de los criterios y de los elementos que van a servir de
base al mensuramiento,

c.—la hechura de una escala sencilla,

d.—la valoracién y cuantificacién de cada elemento.
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Una escala sociométrica debe ser de aplicabilidad general dentro del cam-
po elegido y conservar dentro del mismo, en todas sus aplicaciones su segu-
ridad y validez, de tal modo que si la escala elegida no es generalmente apli-
cable por ser muy heterogéneo el grupo considerado debe preferirse la divi-
sién del grupo en dos o mas porciones homogéneas, y la elaboracién de dos
o mis escalas (una para cada porcién), y no la elaboraciéon de una escala
muy complicada y sélo parcialmente véilida para todo el grupo.

Deben tomarse en cuenta criterios y elementos que por su objetividad y
general repeticién hagan comparables las instituciones, comunidades o per-
sonas medidos. ‘

La escala sociométrica debe excluir factores que no sean utilizables,
lo cual se logra en gran parte trabajando con grupos homogéneos (debe pen-
sarse en el caso de una escala sociométrica que se quisiera aplicable lo mismo
a los mexicanos que a los hindiies o a los bosquimanos, en cuanto a condi-
ciones de habitacién, por ejemplo, escala que contendria muchos renglones
indtiles que entorpecerian su uso, y en mucho, la invalidarian). Sin embar-
go, la sencillez de la escala no debe estar reiiida con la inclusion de todos los
factores importantes para la medida o la comparacién,

Por otra parte, para que se trate de una verdadera escala de medida, a
cada factor se le debe asignar un valor numérico, el cual habri de determinarse
ponderalmente en relacién con la importancia de cada elemento o renglén
de la escala con respecto al conjunto de los que la forman.

Una escala sociométrica comporta, por lo menos, dos problemas fun-
damentales:

¢Coémo seleccionar los aspectos, factores o renglones de una unidad por
medir? :
¢ Cémo determinar la medida o valor relativo que se ha de asignar a cada

factor incluido? ’
¢Cémo seleccionar los renglones o factores a considerar dentro de la es-
cala? Dejando la seleccion en manos de personas que conozcan el terreno de
medicién, a quienes se llama “jueces” y que pueden ser “generales” o “espe-
ciales”, particularmente cuando se trata de problemas complejos, como el estu-
dio integral de una comunidad; en este caso, los “jueces generales™ especifican
si se han de considerar los factores sanitarios, arquitectonicos, juridicos, etc.,
en tanto que los jueces especiales son médicos, arquitectos, jurisconsultos que
determinan en cada uno de esos aspectos lo que es necesario incluir en la
escala.
El segundo problema es el relativo a la medida de los factores, o sea, que
+ si al estudiar una institucién se encuentra el rasgo 4 precisa responder a las
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preguntas: jcémo debe calificarse a esa institucién en ese aspecto? ;qué cali-
ficacién (cuantitativa) debe otorgarsele: 10, 8, 5, 0?, ya que, de la suma de
las calificaciones dadas a todos y cada uno de los factores resultara la medida
sociométrica de la institucién que la estadistica se encargaré de elaborar.

La solucién del problema de la calificacién de los factores se ha logrado
por uno de los siguientes medios:

1.—Calificacién de existencia-carencia.

2.—Calificacién de niveles de existencia.

3.—Calificacién por diferencias.

4.—Calificacién por puntuacién sigmatica.

La calificacién de existencia-carencia es la mas sencilla y consiste en

asignar un cero al renglén cuando el rasgo considerado no existe, y 1 cuan-
do existe.

La calificacién de niveles de existencia asigna valores convencionales
que van desde 0 cuando el rasgo no existe hasta un niimero n cuando existe en
determinadas condiciones, o repetido cierto niimero de veces, etc.

La calificacién por diferencia toma en cuenta los llamados “promedios
laterales” (cuartilas principalmente que permiten calificar a un rasgo como
“deficiente”, “normal” o “excedente”).

La calificacién por la puntuacién sigma tiene en cuenta la reduccién a
términos comparables lograda mediante la expresion de una serie de valores
en términos de la desviacién media cuadratica que, como las cuartillas, se
estudiard posteriormente.

Supongamos que se trata de determinar ;qué tan revolucionaria o qué
tan conservadora es la gente del pueblo 4, de la ciudad B, del pais C?. El
mejor procedimiento consiste en emplear una escala sociométrica referida al
atributo “revolucionario” o al atributo “conservador” que se trata de estudiar.

A fin de construir la escala correspondiente, es necesario empezar por
definir qué es lo que entendemos por “revolucionario” o por “conservador”;
es decir, debemos dar una definicién o concepto del atributo que queremos
estudiar. Al final de la investigacién, los resultados deberan ponerse en rela-
cién con —y debera otorgarseles validez en relacién y sélo en relacién con—
la definicién de la que se ha partido; de ahi que la aplicacién constituya un
procedimiento, o sea algo que se integra por la sucesiéon de los diversos pasos
y que sélo gracias a dicha sucesion ordenada tiene razon de ser.

Definido- o conceptuado el atributo por estudiar, siguiendo un criterio
conductista paré descubrir las actitudes de los individuos, es necesario plan-
tearse la pregunta de ;qué actos o hechos de los individuos pueden tomarse
como manifestaciones de la actitud estudiada o por estudiar? jqué actos de un
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individuo pueden juzgarse como demostrativos de que es un revolucionario
(o de que es un reaccionario) ? ;Acepta la organizacién politica del Estado, o
piensa que seria mas conveniente otra forma de gobierno; participa o no en
movimientos sindicales, huelguisticos, etc.: acepta o rechaza las moras ma-
trimoniales y sexuales de la sociedad en que vive, etc.? todo ello estudiado al
través de hechos de su conducta.

Los actos de la conducta de un individuo considerados como manifesta-
cién del atributo o de la actitud que se estudia, reciben el nombre de “indica-
dores”; con ellos, debe formarse una lista objetiva y controlada por los limites
de la definicién que se haya dado en primer término (a menos que alguno de
ellos muestre la conveniencia de ampliarla).

Como paso siguiente, debe someterse la lista a un conjunto de jueces cui-
dadosamente seleccionados:

l.—en razén de su capacidad cientifica, y
2.—habida cuenta de su objetividad de juicio,

a fin de que dichos jueces establezcan una jerarquia entre los diversos indica-
dores, sefialando cules, segiin su parecer son los que apuntan a la existencia
de una mayor intensidad del atributo estudiado.

El hecho de ser varios los jueces que jerarquizan independientemente los
indicadores permite alcanzar un cierto grado de objetividad; en efecto, como
paso siguiente, es necesario contrastar las diferentes jerarquizaciones para
poner de manifiesto la igualdad, semejanza o diferencia entre la jerarquia dada
a los diversos indicadores, a fin de que:

’ l.—cuando un indicador tiene una misma categoria en las jerarquiza-
ciones hechas por los diversos jueces, dicha categoria se conserve en
la escala.

2.—cuando un indicador tenga categorias proximas en las ordenaciones
hechas por los diversos jueces se le dé como categoria el promedio
de las mismas. ,

3.—cuando un indicador tenga categorias muy remotas en la clasificacién
de los distintos jueces, se le rechace por considerarsele como indica-
dor poco confiable.

Una vez asignados los valores promedio a cada indicador puede redu-
cirseles a tantos porciento para hacer la escala mas facilmente manejable.

Preparada la escala, se puede aplicar a los diversos casos individuales,
anotando la existencia o la ausencia del indicador. Sumando los valores de la
escala correspondiente a los indicadores de cada caso individual, se tiene una
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cifra que indica un grado dentro de la escala: grado en que el individuo ma-
nifiesta con sus actos y opiniones, una opinién o actitud determinada.

Del estudio inicial y de la ejemplificacion anterior resulta, en sintesis,
que, para la aplicacion de una escala sociométrica de este tipo son necesarios
los pasos siguientes:

1°—Definicién o conceptualizacién del atributo por investigar.

2°—Lista de actos u hechos que se consideren como indicadores de la
existencia del atributo.

3°—Definicién objetiva de los indicadores.

4°—Sometimiento de la lista a un cierto nimero de jueces con fines de
jerarquizacién independiente de los indicadores por cada uno de ellos.

5°—Confrontacién de las ordenaciones hechas por los jueces.

6°—Asignacién de la puntuacién dada por los jueces a un indicador cuan-
do dicha puntuacién coincida en las diferentes listas.

7°—Asignacién del promedio de las puntuaciones cuando las puntuacio-
nes de los diversos jueces difieren poco entre si.

8°—Rechazo de los indicadores para los cuales difieren mucho las diver-
sas puntuaciones.

9°__Sometimiento de la escala asi construida a diferentes individuos cuya
actitud u opinién quiera estudiarse.
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ORDENACION DE DATOS ESTAD{STICOS

Con el objeto de analizar un conjunto de datos numéricos es iutil, e in-
cluso en la mayor parte de los casos indispensable, arreglar sisteméaticamente
los valores obtenidos, ordenandolos conforme a cierto criterio. Un conjunto
ordenado de valores es lo que se conoce generalmente en FEstadistica como
una “distribucién” o como una “serie”.

La ordenacién de los datos puede hacerse de acuerdo con diferentes cri-
terios: cuando el criterio seguido es el de localizar en un mapa el lugar en el
que se presenta determinada magnitud del fenémeno, el arreglo resultante se
conoce como “distribucién espacial” o “distribucién geografica”; cuando el
criterio seguido en el arreglo o en la ordenacion de los datos es el de sus mag-
nitudes (ya sea tomadas en forma creciente, decreciente o de otro tipo), se
habla de “distribuciones o series estiticas”; cuando el criterio para la orde-
nacién es el momento de aparicién de las magnitudes en el tiempo, se habla
de “series dinidmicas, series temporales o series cronolégicas”. Aqui nos ocu-
paremos casi exclusivamente de los dos altimos tipos de distribucién.

I1.—el arreglo o serie sencilla,
2.—la serie o distribucién de frecuencias,
3.—la serie de clases y frecuencias.

En el caso del arreglo, los valores se comsignan comenzando por el menor
(o por el mayor) tomando todos y cada uon de los que figuran en el conjunto
de datos por ordenar, conforme a un orden creciente (o decreciente) hasta
concluir con el mayor (el menor) de los datos del conjunto, y sin evitar las

repeticiones.
En una distribucién de frecuencias, también es necesario ordenar los

valores consignandolos de menor a mayor o de mayor a menor, pero, a dife-
rencia de lo que ocurre en el caso de formacién de un arreglo o serie sencilla,
en una distribucién de frecuencias se evitan las repeticiones escribiendo frente
a cada magnitud el niimero de veces qué aparece en el conjunto. A esta altima
cantidad “niimero de veces que se repite un dato” se le da el nombre de “fre-
cuencia”. De este modo, una serie de frecuencias esta constituida esencialmente
por dos columnas: una en la que se consignan las magnitudes de los datos, y
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otra en la que se contienen las frecuencias o niimero de veces que se presenta
cada magnitud.

En una distribucién de clases y frecuencias, ademas de buscarse el orden
como en el arreglo o serie sencilla, la condensacion conseguida por medio
de una distribucién de frecuencias se lleva mas adelante, mediante la constitu-
cién de grupos de valores definidos por un limite inferior y un limite supe-
rior; a cada uno de estos grupos se les da el nombre de “clases” y son a modo
de casilleros en los cuales colocar los datos; el recuento del niimero de casos
comprendidos entre los valores limites de cada clase (o sea el nimero de
casos que tienen un valor superior al limite inferior, e inferior al limite supe-
rior de la clase correspondiente) da un valor que se conoce como “frecuencia”
de clase. De este modo, una serie de clases y frecuencias esta constituida esen-
cialmente por tres columnas: una que contiene los limites inferiores de las
clases, otra que contiene los limites superiores de las mismas y, frente a ellos
una tercera conteniendo las correspondientes frecuencias de clase.

PROCEDIMIENTO DE FORMACION DE UN ARREGLO, UNA
DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS Y UNA DISTRIBU-
CION DE CLASES Y FRECUENCIAS

I°>—Cuéntese el nimero de casos que hay en el conjunto.

2°—FEncabécese una columna de la tabulacién que constituira el arreglo
con el rubro “ntimero progresivo”, anotando en dicha columna la
seric de los niimeros naturales comenzando con uno y terminando
con el nimero de casos del conjunto.

3%—Recérranse los datos del conjunto hasta encontrar aquel cuya mag-
nitud sea minima (o méxima si el arreglo ha de ser decreciente).

4°—Consignese dicho valor frente al 1 de la columna encabezada ntime-
ro progresivo y pongase una sefial (\/) delante del dato en el con-
junto sin ordenar. "

5°—Examinese de nuevo el conjunto de datos sin ordenar hasta descubrir
otro caso cuyo valor sea igual al minimo o que le siga inmediata-
mente; en uno o en otro caso, consignese en la segunda columna
del arreglo y péngase una sefial (/) frente al dato consignado, en el
conjunto que se ordena.

6°—Prosigase en la misma forma, sin evitar repetir en el arreglo los da-
tos que se repitan en el conjunto hasta que todos los datos del con-
junto aparezcan marcados con la sefial y se haya llenado el espacio
de la segunda columna correspondiente al ltimo “nimero progresivo”.
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progresivo”, ya que esto probara que no se ha dejado ningiin caso
fuera del arreglo.

El arreglo, como todas las demas ordenaciones de datos no cumple otra
funcion que la de dejar preparado el ulterior trabajo de elaboracién estadis-
tica; sin embargo, al través del arreglo es posible poner de relieve una de las
caracteristicas de la distribucién: su “amplitud u oscilacién”.

La amplitud u oscilacién de una distribucién se define como la diferen-
cia entre el valor maximo y el valor minimo de la distribucién. Cuando el
valor minimo es una cantidad negativa (esto ocurre cuando se recogen califi-
caciones de ciertas pruebas de sociabilidad, por ejemplo) es necesario' recor-
dar que esta diferencia entre el valor maximo y el valor minimo debe enten-
derse como diferencia o resta algebraica, y que para efectuarla es necesario
cambiar el signo del substraendo (o, puesto que el minimo es una cantidad
negativa que al cambiar de signo se convierte en positiva, sumar su valor al
miximo en caso de que éste sea positivo, a fin de obtener la amplitud u os-
cilacién).

Si representamos por Amp. la amplitud, por Mn. el minimo de la distri-
bucién, y por Mx el méximo de la misma, la formula para la amplitud seria:

Amp, — Mx. — Mn.
Los casos que se presentarian en el calculo serian:

1.—Maximo y minimo positivos (réstense aritméticamente).

2.—Maximo y minimo negativos (réstense algebraicamente cambiando
el signo del minimo, o sea, convirtiéndolo en positivo y restandolo
del méximo).

3.—Méximo positivo y minimo negativo (réstense algebraicamente cam-
biando el signo del minimo o sea convirtiéndolo en positivo y suméan-
‘dolo al maximo).

4.—Maximo negativo y minimo positivo (réstense algebraicamente).

Para formar una serie de frecuencias, conviene seguir la siguiente rutina:

I°—Fxaminese el conjunto de datos sin ordenar, a fin de localizar el
valor minimo (o el maximo si se trata de series decrecientes).
2°—Consignese dicho valor en el primer lugar de la primera columna de

la tabla que constituira la serie de frecuencias.
3%—FExaminese el conjunto de datos a fin de determinar la diferencia mi-
nima entre la magnitud de un dato y la del inmediato siguiente (si
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se trata de salarios jes de un peso la diferencia minima, o de S0
centavos, o de 257).

4°—Agréguese al valor minimo (o réstese del valor maximo en caso de
series decrecientes) el valor de la diferencia minima y anétese el va-
lor resultante en la misma columna, 2 veces dicho valor, 3 veces
dicho valor, etc., anotando siempre los resultados en esa columna
hasta llegar al valor maximo (minimo en el caso de series decrecien-
tes) de entre los que figuran en la distribucién.

5°—Examinese la serie original siguiendo sistematicamente sus datos del
primero al iltimo, marcando cada uno de ellos con una sefial (V)
y anotando en la serie de frecuencias en formacién una linea ver-
tical (| ) en cuanto el valor correspondiente haya aparecido por pri-
mera vez, una horizontal (L) que forme angulo con la anterior al
aparecer el mismo valor por segunda vez, otra vertical ([_j) al apa-
recer por tercera vez, otra horizontal ([]) que completara un pequefio
cuadrado, la cuarta vez en que el mismo valor aparezca, cruzando
con una diagonal el cuadrado al aparecer ese mismo valor por quinta
vez (X]); de aparecer una sexta, séptima, etc. veces, se comenzara
nuevamente el procedimiento cuidando de separar los cuadrados que
sirven para llevar la cuenta, a fin de que la cercania no haga que se
confundan dos unidades contiguas y se cuenten por una.

6°—Tras el examen sistemético del conjunto de datos sin ordenar y el
procedimiento de cuenta realizado en esta forma, todos los datos del
conjunto deberan aparecer marcados; la cuenta de los cuadrados cru-
zados por diagonales (iguales a 5), los cuadrados no cruzados (igua-
les a 4) y las barras sueltas (cada una igual a 1) debe dar un resultado
igual al nimero de datos del conjunto original.

7°—Determinar las frecuencias correspondientes a cada uno de los valo-
res de la distribucién equivale a contar el nimero de cuadrados cru-
zados y no cruzados y el de barras que figuran frente a cada valor.
En casos en que no haya cuadrados o barras frente a un valor, la
frecuencia es cero y dicho valor no tiene por qué figurar en la dis-
tribucién de frecuencias puesta en limpio.

8°—Hecha la cuenta, la distribucién de frecuencias se consignara en dos
columnas:
una conteniendo los valores (no repetidos) a los que corresponda

una frecuencia distinta de cero, o sea que aparezcan efectiva-
mente en el conjunto, y

otra conteniendo los nimeros (y no ya los cuadrados o barras
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TECNICAS ESTADISTICAS 37

del procedimiento de cuenta) correspondientes a la frecuencia
o niimero de veces que aparece cada dato.

La rutina que puede utilizarse para la formacién de una serie de clases
¢ frecuencias consiste en:

1°—Examinar el conjunto de datos sin ordenar para determinar los va-
lores minimo y maximo.
2°—Iniciar la serie de clases tomando como limite inferior de la primera
clase un valor que sea igual al minimo o inferior a él (;qué tan in-
ferior? es pregunta a la que responderadn otras consideraciones).
3°—Examinar el conjunto de datos a fin de determinar si hay cierto tipo
de valores que por su mayor abundancia deban tener una representa-
cién mas precisa (por ejemplo, ;se repiten mucho las cifras en 0,
los miltiplos de 5, los miltiplos de 3, etc.?).
4°—FElegir un intervalo de clases
a—Grande si la amplitud de la distribucién es grande, pequeiia si
la amplitud de la distribucién es pequefia,
b.—Mas pequefio conforme sea mayor la precision buscada (esto
hace que aumente el nimero de clases o grupos y con ello la di-
ficultad de las elaboraciones).
c—Mas grande conforme sea mayor la facilidad buscada (esto hace
que disminuya el niimero de clases o grupos y con ello la difi-
cultad de las elaboraciones).
d.—Constante para todas las clases (para facilitar los calculos).
e—Que permita, en combinacién con una buena eleccion del primer
limite inferior el que los puntos medios de cada clase (obtenidos
de sumar su limite inferior y su limite superior y dividir entre 2)
sean representativos de los valores que resultan mas frecuentes
en la distribucién, y de los que se habl6 en 3.
f—De ser posible, que permita obtener puntos medios que sean
numeros enteros.
5—Elegido el intervalo de clase conforme a todos estos criterios (o con-
forme a los que sea posible aplicar en el caso), es necesario, for-
mar las clases eligiendo el primer limite inferior de la primera
clase teniendo en cuenta las consideraciones hechas en 3 y en 4 ¢;
los limites inferiores siguientes se consignardn en la misma co-
lumna y se les obtendrad sumando al primero el valor del inter-
valo, 1, 2, 3, ... n veces hasta obtener un limite inferior igual


compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo
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o inferior al valor méiximo del conjunto; en seguida, sera ne-
cesario:
6°—Consignar en otra columna frente a la que contiene los limites infe-
riores, los limites superiores de las clases para lo cual:
a—si se trata de series discontinuas (o sea aquéllas en las que los
valores pasan de una unidad a otra por “saltos” o sin transicio-
nes, como ocurre con nimero de miembros de una familia),
tomando la unidad inmediatamente anterior a la que representa
el limite inferior del intervalo siguiente,
b.—si se trata de series continuas (o sea aquéllas en que el transito
de un valor a otro se hace por pequefios incrementos, como ocu-
rre con afios, meses, semanas, dias, horas, minutos y segundos
de edad de un individuo), tomando como limites superiores de
cada clase los mismos limites inferiores de la clase siguiente in-
dicdndose por un guién pospuesto el que dicho limite superior
limita a la clase, pero “no estd incluido en ella”, de modo que
- un valor igual a dicho limite superior correspondera a la clase
siguiente y no a ésa (hay otros procedimientos alternativos de
marcar tales limites superiores).
7*—Examinar el conjunto de datos sin ordenar, siguiendo sistematicamen-
te sus valores del primero al @ltimo, marcando cada uno de los
que se adscriban a una clase y marcando, por el procedimiento em-
pleado en el caso de las series de frecuencias ,frente a la clase corres-
pondiente, el que dicho dato corresponde a una clase dada cuando es
igual o superior al limite inferior de la misma e inferior (pero no
igual) a su limite superior (dentro del supuesto de nuestra notacién
de los limites). ,
8°—Contar, cuando todos los datos del conjunto hayan sido marcados y
adscritos a una clase, el total representado por los cuadrados cruza-
dos, no cruzados y por las barras a fin de comprobar si se han con-
signado todos los datos del conjunto, y
9°—Determinar las frecuencias correspondientes a cada clase contando
los cuadrados cruzados y no cruzados y las barras que figuran fren-
te a cada clase,
10°—Tabular en limpio la distribucién de clases y frecuencias consignan-
do en dos columnas los limites inferiores y superiores de las clases
y, frente a ellos las frecuencias correspondientes.
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FORMAS ALTERNATIVAS DE PRESENTACION DE LAS CLASES

Las clases se pueden representar en varias formas:

I.—Utilizando los limites inferiores y superiores para caracterizarlas, en
cuyo caso, los limites pueden indicarse de los siguientes modos:
a.—tomando como iguales el limite superior y el limite inferior de
dos clases contiguas (el limite superior de una clase igual al
inferior de la subsecuente), sin ninguna otra especificacién, en
cuyo caso la clase se lee “de L; a L,”, forma defectuosa que
impide una adscripcién univoca de ciertos datos del conjunto
a una clase determinada: cuando el valor coincide con el limite
superior de la 6% clase, por ejemplo, coincide también con el
limite inferior de la 7% y por lo mismo queda en duda si hay
que consignarlo como dato correspondiente a la sexta clase, o
contarlo entre los de la séptima (suele salvarse la dificultad divi-
diendo la frecuencia entre 2 y asignando media frecuencia a cada
una de las clases contiguas).

b.—tomando como iguales el limite superior de una clase y el infe-
rior al de aquélla en que estan dados los valores que se ordenan
los limites superiores; en este caso, las clases se leen “de L; a L,
pero no incluyendo L,”; de este modo, una valor que coincida
con el del limite superior de una clase corresponde a la clase
siguiente, con cuyo limite inferior también coincide. Es el uso
que adoptamos haciendo preceder L, de un guion.

c.—tomando como iguales el limite superior de una clase y el infe-
rior de la siguiente pero haciendo preceder a los limites superio-
res de la expresién “a menos de”. El procedimiento equivale al
anterior, con la desventaja de una mayor vaguedad en la ex-
presién y el inconveniente de ser menos préctico escribir toda
una expresién que un simple guion.

d.—tomar como limites superiores de las clases los limites inferiores
de las subsecuentes disminuidas en una unidad de orden infe-
rior al de aquella en que estin dados los valores que se ordenan
(asi, por ejemplo, si los valores estin dados en pesos, puede
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hacerse que un limite superior difiera del inferior de la clase
siguiente en un décimo; si los valores difieren de diez en diez
centavos, pueden hacerse diferir los limites inferior de una clase y
superior de la previa en un centavo, etc.). El procedimiento sigue
equivaliendo al anterior, es més preciso, pero en ocasiones pro-
duce cierta confusién en el momento de los calculos.

e.—tomar los limites inferiores como iguales a los limites superiores
de las clases precedentes pero considerandolos como no incluidos,
mediante los procedimientos correlativos de los anteriores de
hacerles preceder de un guién (De Li, no incluido, a L, incluido),
de la expresién “de méas de” (de mas de L; a L;) o de hacerlos
diferir en una unidad de orden inferior, de los limites superio-
res de las clases precedentes.

I1.—Mediante los puntos medios.

. El procedimiento evita las dificultades de los anteriores en ciertos
respectos, pero impide el uso de determinadas férmulas ya consa-
gradaspara el calculo, en las que se utilizan ya limites superiores
o ya limites inferiores (las cuales podrian modificarse pero con de-
trimento de la sencillez y brevedad) asi como porque dificulta la
adscripcién de los datos del conjunto original a las clases corres-
“pondientes.
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CONSIGNACION TABULAR DE DATOS ESTADISTICOS

En la formacién de tablas o cuadros estadisticos —especialmente en cuan-
to se destinan a la presentacién de dasto o resultados— aun cuando no huelga
tenerlo en cuenta en las mismas tablas o cuadros de trabajo— precisa consi-
derar los siguientes elementos:

1.—Un Nimero que le corresponde al cuadro en el conjunto de la inves-
tigacién, destinado a permitir el que se haga una referencia rapida
al mismo y se le pueda relacionar con otras formas de presentacién
textual o grafica.

2.—Un Titulo en el que se debe expresar:
a.—cuil es el fenémeno de que se trata,
b.—cual su circunscripcion espacial,
c.—cuél el espacio temporal o periodo que abarca, y, en ciertos ca-

sos, las unidades empleadas.

3.—Casillas-cabecera destinadas a contener la denominacién o encabeza-
do de las columnas y, en ciertos casos, las unidades correspondientes.

4.—Renglones, o sean las divisiones horizontales que corresponden a las
diversas categorias de un criterio clasificatorio.

5.—Espacios entre los renglones, que sirven para destacar ciertos agrupa-
mientos de datos, ya sea de acuerdo con criterios de clasificacién
légica de las especies en géneros, 0 ya sea seglin un criterio mera-
mente pragmatico de presentacién mas diafana o clara de los materia-
les (de donde, en este tltimo caso interlineado mecénico cada cierto
niimero de renglones).

6.—Columnas o divisiones verticales, que permiten disponer los datos
segiin un segundo criterio de clasificacién. En los cuadros o tablas
de trabajo, las columnas corresponden generalmente a etapas de cierto
proceso de calculo; sus encabezados generalmente indican, en este
caso, la forma en que se obtuvieron los valores consignados en la
columna.

7.—Lineas intercolumnares, generalmente sencillas, dobles cuando se quie-
re destacar el agrupamiento de ciertos datos (en estos casos, la linea
doble corresponde generalmente a casillas-cabecera sub-divididas).
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42 OSCAR URIBE VILLEGAS

8.—Fuente de la que se obtuvieron los datos.

9.—Notas de pie, cuando sea necesario hacer aclaraciones con respecto a
los datos consignados (por ejemplo, sefialar que un valor correspon-
de a una estimacién y no a algo verdaderamente observado, o que
otro dato es poco confiable; que en determinado caso se ha utilizado
un criterio de clasificacién distinto, no incluyéndose a determinado
grupo de edad, por ejemplo, que si ha sido incluido en el dato de
poblacién de una fecha distinta, etc.).
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PRINCIPALES FORMAS DE REPRESENTACION ESTADISTICA

Las formas de representacién grafica de los datos y resultados estadisti-
cos pueden agruparse como sigue:

1.—Lineales:
A.—con escala aritmética
a.—poligonos de frecuencia (absoluta o relativa).
b.—ojivas (con frecuencias acumulativas absolutas o relativas).
a.—“mas de”, .
B.—“menos de”.
c.—series cronolégicas.
B.—con escala semilogaritmica,
series cronolégicas.
C.—con escala logaritmica,
series cronolégicas.
D.—con rayado probabilistico,
distribuciones de frecuencias.
E.—flechas de grosor variable para expresar la importancia de un
movimiento (migraciones, trafico citadino, etc.).
2.—Superficiales:
A.—Graficas de barras
a.—simples, °
b.—subdivididas (en unidades absolutas o porcentualmente),
c.—agrupadas,
d.—pareadas (distribuciones por edad y sexo, etc.),
e.—de desviaciones o pérdidas y ganancias.
f.—deslizantes.
B.—Histogramas y Graficas de escalones.
C.—Diagramas circulares,
a—en pastel,
b.—en mariposa.
3.—Sélidos o de voliimenes.
4.—Diagramas de dispersion.
5.—Mapas estadisticos,
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sombreados,
punteados,
de alfileres, banderas, ete.

De entre las anteriores formas de presentacién grifica, una gran mayo-
ria se basa en el uso de un sistema de coordenadas cartesianas o rectangulares;
dicho sistema est4 constituido por dos rectas (una vertical y una horizontal)
que se cortan en angulo recto en un punto llamado “origen”. A la recta vertical
se le designa generalmente como eje de las yes y sus extremos se designan
en la grafica por Y, ¥’; a la recta horizontal se le llama eje de las equis y sus
extremos se designan por X, X’; al punto en que las rectas se cortan, o sea
al origen se le designa por 0.

Para localizar un punto P en el plano, basta con medir la distancia de
dicho punto a cada un ode los ejes trazando a cada uno de ellos, desde el punto-
dos perpendiculares que se conocen como las coordenadas de dicho punto. A
la perpendicular que mide la distancia del punto al eje horizontal o eje de las
equis se le conoce como “ordenada”; a la perpendicular que mide la distan-
cia del punto al eje vertical o eje de las yes se le conoce como “abscisa”.

Por convencién, se considera que:

1.—Las ordenadas que se miden hacia arriba del eje horizontal son po-
sitivas.

2.—Las ordenadas medidas hacia abajo del eje horizontal son negativas.

3.—Las abscisas medidas a la derecha del eje vertical son positivas.

4.—Las abscisas medidas a la izquierda del eje vertical son negativas.

O sea, que:

En el cuadrante superior de la derecha, un punto tiene abscisa positiva
y ordenada también positiva.

*  En el cuadrante superior de la izquierda, los puntos tienen abscisa ne-
gativa y ordenada positiva.

En el cuadrante inferior de la izquierda, los puntos tienen abscisa ne-
gativa y ordenada negativa.

En el cuadrante inferior de la derecha, los puntos tienen abcisa po-
sitiva y ordenada negativa.

En las representaciones estadisticas, de todos los cuadrantes, el mas uti-
lizado es el superior de la derecha, aun cuando ocasionalmente se presente el
caso de utilizacién de los restantes (del superior de la izquierda se hace uso
cuando se emplea el procedimiento de interpolacion de lineas de tendencia
valiéndose del afio mediano; de los dos inferiores se puede hacer uso en caso
de representacién de pérdidas y ganancias, de variaciones ciclicas, etc.).
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Con el objeto de faciliar la localizacién de los puntos en el plano, los
dos ejes se gradiian generalmente tomando sobre ellos espacios iguales repre-
sentativos de una unidad elegida; de este modo, para localizar un punto cuyas
unidades se conocen se toman dichas coordenadas sobre los dos ejes, se levan-
tan perpendiculares en los puntos correspondientes y en el cruce de ambas se
localiza el punto; asi, por ejemplo, si se trata de un punto de abscisa m y orde-
nada n,

1°—Se contardn m unidades a partir del origen sobre el eje horizontal,
y en ese punto se levantara una perpendicular, \

2°—Se contaran n unidades a partir del origen sobre el eje vertical, y en
ese punto se levantard una perpendicular (i. e. se trazard una paralela
al eje horizontal) hasta cortar a la perpendicular trazada en I. En
donde se corten, se encontrara el punto.

El sentido en el que hayan de contarse las unidades de la abscisa y de
la ordenada correspondientes dependera del signo que tengan; asi, si la absci-
sa es positiva, las unidades se contarin a la derecha y si, al mismo tiempo la
ordenada es positiva en ese punto se levantard (en sentido estricto) la perpen-
dicular correspondiente; en cambio, si la ordenada es negativa, desde ese
punto se bajard la perpendicular correspondiente, etc.

Para trazar un poligono de frecuencias mediante el uso de las coordena-
das rectangulares,

1.—Férmese con los datos una distribucién de frecuencias o una distri-
bucién de clases y frecuencias.

2.—En caso de tratarse de una distribucién de frecuencias témense como
abscisas (o sea, como distancias al origen medidas sobre el eje hori-
zontal), los valores de los datos; en caso de tratarse de una distri-
bucién de clases y frecuencias, témense como abscisas los puntos
medios o marcas de clase (véase adelante). En tales puntos, levan-
tense las Perpendiculares correspondientes.

3.—Ya sea que se trate de una simple distribucién de frecuencias o de
una serie de clases y frecuencias, tomense como ordenadas (o sea,
como distancias al origen medidas sobre el eje vertical) las frecuen-
cias correspondientes. Levéantense las perpendiculares al eje vertical, y

4.-—FEncuéntrese la interseccién de cada una de esas perpendiculares con
la levantada en el punto correspondiente al valor del dato cuya es la
frecuencia.

5.—Unanse los puntos asi encontrados por medio de lineas rectas a fin
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de obtener el trazo de una linea quebrada que representa la distribu-
cién de las frecuencias y se conoce como poligono de frecuencias.

Lectura de un poligono de frecuencias: Para poder hacer lecturas en
un poligono de frecuencias.

1.—Témese un punto del mismo.

2.—Midase sobre la perpendicular (bajada del punto al eje) su distancia
al eje horizontal y léase como primer elemento de la oracién “hay
tantos casos” (aqui la distancia medida) “para los cuales la mag-
nitud del fenémeno es de...”

3.—Léase sobre el eje horizontal la distancia entre el pie de la perpen-
dicular y el origen y complétese la oracién anterior “...tanto” (aqui
la distancia recién medida).

De esta forma, si se cuenta con un poligono de frecuencias como tnica
fuente de informacién y se desea saber cuantos casos de la distribucién tienen
una medida x dada: 4

1.—Se buscara el valor de x sobre el eje horizontal.

2.—En ese punto se levantard una perpem?icular, y

3.—Se medira la distancia entre el pie de la perpendicular y la intersec-
cién de la misma con el poligono de frecuencias; dicha medida dara
la frecuencia correspondiente, o sea, el nimero de casos que en el
conjunto estudiado corresponden a esa magnitud del fenémeno.

Como es facil comprender, el trazo de un poligono de frecuencias no es
s6lo itil para “retratar” la forma de la distribucién e incluso para tener una
idea de cual pudiera ser su distribucién teérica en caso de que se pudieran
eliminar errores accidentales, etc., sino que también permite tener una idea
de cual podra ser la frecuencia con la que se presentaran magnitudes inter-
medias del fenémeno que la agrupacién en una serie de clases y frecuencias
subsume bajo una misma denominacién de magnitud (la magnitud del pun-
to medio). :

Los poligonos de frecuencias sirven también para comparar dos o mas
distribuciones, especialmente, si se trata de poligonos para los cuales las fre-
cuencias sean frecuencias relativas. Una frecuencia relativa se obtiene divi-
diendo la frecuencia absoluta correspondiente entre la suma de todas las fre-
cuencias:

/
f"‘zﬁ
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La representacién de un poligono de frecuencias relativas sigue la misma
rutina que la representacién de un poligono de frecuencias absolutas. La lec-
tura de este tipo de grafica es analogo; se tratard de que “hay tantos casos”
(aqui la frecuencia relativa u ordenada) para los cuales la magnitud del fené-
meno es tal (aqui la abscisa) si se considera al conjunto de casos como unitario.

Cuando la frecuencia relativa se multiplica por 100 se obtiene una fre-
cuencia porcentual; el poligono de frecuencias que se represente tomando en
cuenta estas frecuencias porcentuales permitira una lectura del tipo siguiente:
“de cada cien casos hay tantos (aqui la frecuencia porcentual u ordenada) en
los cuales la magnitud del fenémeno es de tanto (aqui el valor de la abscisa)”.

En la representacién de poligonos de frecuencias relativas o porcentuales,
a mas de los ejes coordenados que siempre deben representarse con lineas mas
gruesas que las de la grafica misma, debera representarse asimismo con trazo
mas grueso la paralela al eje horizonal que corresponda a la unidad (en el
caso de los relativos) o al 100% (en el caso de los tantos por ciento).

Ojivas.—Las ojivas son representaciones esiformes, sigmoides o en for-
ma de s, correspondientes a distribuciones acumulativas. Para hacer este tipo
de distribuciones:

1.—Férmese una distribucién acumulativa:

a—sumando las frecuencias en forma progresiva a partir de la co-
rrespondiente a los valores inferiores de la variable (o a las cla-
ses inferiores) y continuando hacia la correspondiente a los va-
lores superiores de la variable (o a las clases superiores) si se
trata de la ojiva llamada “menos de”.

b.—sumando las frecuencias en esa misma forma progresiva pero en
sentido inverso: de los valores superiores (o clases superiores)
hacia los valores inferiores (o clases inferiores), si se trata de
la ojiva llamada “mas de”.

2.—Témense los valores de la variable mas o menos un medio (en series

de frecuencias), o los limites de clase (en series de clases y frecuen-

cias) sobre el eje horizontal:

a.—tomando los valores de la variable mds un medio (series de fre-
cuencias), o los limites superiores (series de clases y frecuencias)
en el caso de la ojiva menos de.

b.—tomando los valores de la variable menos un medio o los limites
inferiores (en los casos correspondientes) en el caso de la ojiva
mds de.

3.—Témense las frecuencias acumulativas correspondientes sobre el eje
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vertical, tricense perpendiculares y en el cruce obténganse los puntos
de interseccién.
4.—Unanse los puntos de interseccién para obtener la ojiva.

Lectura de las ojivas.—Si se trata de una ojiva “menos de”:

1.—Témese un punto sobre la ojiva.

2.—Midase sobre la perpendicular bajada al eje horizontal la distancia
del punto al eje, leyendo “hay tantos casos” (aqui la distancia medi-
da), para los cuales la magnitud del fenémeno es de menos de. . .”.

3.—Midase la distancia del pie de la perpendicular al origen sobre el eje
horizontal, y complétese la oracién: “...tanto” (aqui el valor de la
distancia medida).

En forma aniloga, si se trata de una ojiva “més de” se leera “hay tantos
casos, para los cuales la magnitud del fenémeno es mas de tanto”.

Como en el caso de los poligonos de frecuencias, en el caso de las ojivas
es también posible utilizar relativos o tantos por ciento como frecuencias; en
tales casos las lecturas seran como sigue:

“Hay tantos casos para los cuales la magnitud del fenémeno es menos de
(méas de) tanto, si se considera el conjunto de la distribucién como unitario.”

“De cada cien casos, hay tantos para los cuales la magnitud del fenéme-
no es menos de (mas de) tanto”.
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SIMBOLOGfA ESTADISTICA

La simbologia estadistica es, fundamentalmente, la misma simbologia
matematica, constituida por un conjunto de simbolos que pueden agruparse en
las siguientes categorias:

1.—Simbolos que carecen de valor como magnitudes:
A.—Signos de operacién:

+, —, X, =, exponente, \/

-} indica “cuéntense a partir de la Gltima unidad del primer su-
mando o término tantas unidades como lo indique el segundo”.

— indica “cuéntense a partir de la dltima unidad del minuendo
y en sentido inverso tantas unidades como indique el subs-
traendo”. De ahi la regla de que para restar es necesario
cambiarle signo al substraendo (equivale a “ir en reversa”).

X indica “témese el multiplicando tantas veces como sumando
como sefiale el multiplicador”.

-~ equivale a “determinese cudntas veces (cociente) es necesario
restar el divisor del dividendo para obtener cero como resi-
duo (en el caso de la divisién exacta) o para obtener un resi-
duo menor que el divisor (en caso de que la divisién no sea
exacta).

Exponente equivale a “Témese la cantidad afectada tantas
veces como factor como indica el exponente”.

\/ vale tanto como “Bisquese el nimero que tomado como fac-
tor tantas veces como indica el indice del radical produce la
cantidad colocada debajo del radical (cantidad sub-radical).

B.—Signos condensados o taquigrificos de operacién u operadores.
Generalmente se utilizan como operadores las letras griegas ma-
yisculas y, ocasionalmente, las griegas mindsculas o ciertas letras
latinas modificadas:

X Sigma (mayfiscula).—Equivale a la imperativa “siimese todo
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lo que sigue” o bien a la orden “stmense todos los términos
del tipo siguiente”.

II P; (Mayascula) —Equivale a la orden de “multiplicar entre
si todos los factores del tipo siguiente”.

A Delta (mayiscula.—Vale tanto como decir “auméntese o in-
creméntese el valor siguiente en una cierta cantidad”.

d Delta (miniiscula).—Se usa en ocasiones para indicar: “ob-
téngase la derivada de lo siguiente” o sea “tomese el limite
del incremento de lo que sigue, dividido entre el incremento
de su variable independiente cuando este Gltimo incremento
tiende hacia cero”.

J Ese latina alargada—Vale por la orden de integrar todo lo
que le sigue, o bien por “determinese cual es la funcién que
tiene por limite de la relacién entre su incremento y el incre-
mento de la variable independiente el siguiente, cuando el
incremento de la variable independiénte tiende hacia cero”.
Fundamentalmente, indica la necesidad de ejecutar una ope-
racién inversa de la derivacién y, en el fondo, equivale a un
proceso de suma en el que cada sumando es muy préximo al
que le subsigue. ,

2.—Simbolos de valor distintivo ordinal.
Estos simbolos generalmente estin representados por letras latinas

mindsculas o por niimeros romanos colocados como si fueran expo-
-nentes, pero sin serlo.

3.—Simbolos de valor tinico o constantes.
Generalmente estos simbolos se representan por:
A.—Las primeras letras del alfabeto latino.
B.—Las minisculas del alfabeto’ griego.

Las constantes pueden ser:

A.—Constantes absolutas (como & miniiscula, e mindascula) cuando

tienen un solo valor, sea cual fuere el contexto en el que se en-
cuentren, asi:

n (Pi minfiscula) vale siempre 3.1416. ..
e (e mindscula) vale siempre 2.7182...

B.—Constantes relativas, o sean aquéllas que tienen un solo valor
dentro de determinado contexto o en determinada ecuacion, pero
que alcanzan valores diferentes para diferentes contextos o ecua-
ciones. Asi, en la ecuacién de la recta: ¥ = a + bx, a valdra 3
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TECNICAS ESTADISTICAS 51

para la recta que corte al eje de las yes en el punto 3. Valdra

— 8 para la recta que corte a dicho eje 8 unidades por debajo

del origen y serd, por tanto, una constante relativa.

4.—Simbolos de valor miltiple o variables.

Para representar a las variables se utilizan, generalmente, las altimas
letras del alfabeto latino. El signo representativo de una variable esta
en lugar de todo un género o conjunto de datos sin que represente a
ninguno de ellos en particular; asi, si x representa la variable “edad”
para un conjunto de tres nifios de 14, 11 y 10 afios, x representara
a todas y cada una de esas tres edades y no a cada una de ellas. por
separado ni a su suma; para especificar que se alude a la edad del
primer nifio se agregara al signo de la variable el subindice 1; de este
modo x; valdra 14 afios; para tener especificada la edad del segundo
se agregara a la x el sub-indice 2: %2 representara los 11 afios de edad
del segundo nifio, y %3 los 10 del tercero. En general, para indicar
la variable no especificada se suele poner un subindice, generalmente
; mindscula, o ; mintscula; de este modo, en el caso, x; representa
genéricamente edades del conjunto de tres nifios.
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EL OPERADOR SIGMA

Uno de los operadores més empleados en Estadistica es el operador sig-
ma maytscula () que indica que deben sumarse todos los términos del geé-
nero de los colocados delante de él. De este modo:

Sx; indica: “Stimense todas las equis” o bien
“Stimense x; + %2 +%3 + %4...”.

Si x; representa estaturas, Sw; indicara:

“Smente las estaturas de los individuos del siguiente universo, colectivo
o poblacién.”

En ocasiones la suma indicada no se extiende a todo el universo; en tales
ocasiones se especifican los limites entre los cuales ha de aplicarse la suma
colocando debajo del operador sigma mayiiscula el nimero de orden del valor
asumido por la variable que ha de servir como primer sumando, y arriba del
propio operador, el nimero de orden del valor de la variable que ha de servir
como iltimo término de la suma; de este modo:

5
Zx; significard que se necesitaran sumar Unicamente las estaturas de los
=3 individuos designados con los numeros 3, 4 y 5.

Cuando no se especifican los limites entre los cuales se extiende la suma,
debe entenderse que la misma comprende todo el dominio de la variable, o
todo el universo, colectivo o poblacion estudiado,

En el uso del operador sigma deben considerarse ciertas reglas y precau-
ciones elementales que no agotan, ni con mucho, la normatividad matematica
que lo rige, pero que pueden contarse entre las de inmediata aplicacién en la
Estadistica.

Primera regla.—Puesto que sumar una serie de cantidades constantes equi-
vale a multiplicar la cantidad constante por el niimero de veces que aparece
en la serie, cuando el operador sigma mayiscula aparece afectando a una
constante, puede substituirsele por la magnitud que represente el nimero de
veces que aparece la cantidad constante.
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Sumar 5 4+ 5 4 5 tres veces equivale a
Multiplicar 5 X 3.

O sea, si empleamos el operador:

3
2(5) =3 X5=15

i=1

En general, para una constante a que aparezca IV veces:

N
2 () = Na. (N veces a 6 N multiplicado por a.)

i=1

Segunda regla—Si los diferentes valores de una variable / estan multi-
plicados por una misma constante / y sus productos se suman / dicha suma /
sera igual al resultado que se obtendria / si se sumaran primero los diferentes
valores de la variable / y se multiplicara la suma por la constante:

Diferentes valores de una variable: %
x = 14
xe = 11
xg = 10

Valores de la variable multiplicados por la constante ¢ = 2.

ax;

ax; = 2 X 14 = 28
axe = 2 X 11 =22
axg =2 X 10=20

suma de esos productos: X (ax;) = 70

Suma que se obtendria mediante la adicion de los diferentes valores de
la variable:

Xi

X1 — 14

Xo — 11

x3 = 10
Exi = 35

suma de los valores de la variable por la constante:
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22 =2 X 35 =170
O sea, que, como se habia asentado anteriormente:
Sax; = a2x;
La regla puede expresarse practicamente como sigue:
“Todo factor constante puede salir o entrar al operador X sin modificarse”.
Tercera regla—Multiplicar / los diferentes valores de una variable / por
los correspondientes valores de otra variable / no es igual a / sumar los diferen-

tes valores de la primera / sumar separadamente los de la segunda / y multi-
plicar en seguida las sumas obtenidas:

Valores de la variable niimero de casos y valores correspondlentes de la va-
riable estatura:

f{ Xie
fi%s = 19.60 (=14 X 1.40)
foxe = 13.20 =11 X 1.20)
fsxs = 11.00 (=10 X 1.10)

Producto de los valores de la variable por los de la segunda:

fixi

fa%1 = 19.60

f %9 — 13.20

f3x3 = 11.00

Suma de los productos: Zfix; = 33.80

En cambio:

fi
14
11
10

—

Suma de los valores de la primera variable: 2f; = 35

’
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xi
1.40
1.20

1.10

—

Suma de' los valores de la segunda variable: Zx; = 3.70
Producto de las sumas: =f; X 2x; = 35 X 3.70 = 129.50
O sea, que como expresa la regla:
Zfray 7= 2fi 2y

Si se expresa esta regla en forma mas concisa, podra decirse que:
“La suma de los productos de las variables no es igual al producto de las
sumas de las variables.”

En general, puede asentarse asimismo que:

Si los diferentes valores de una variable se someten a cierta operacién
(se elevan al cuadrado, al cubo, se logaritman, etc.) y después se suman los
resultados; el valor final obtenido no es igual al resultado que se obtendria
sumando primero los diferentes valores de cada una de las variables y some-
tiendo después dicha suma a la operacién de que se trate (elevandola al cua-
drado, al cubo, etc., tomando su logaritmo, etc.).

\
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MEDIAS

Media estadistica es el valor representativo de una distribucion, que
se obtiene si:

I°—se sujeta a la variable a cierta operacion,

2°—se suman los valores obtenidos,

3°—se divide la suma entre el namero de datos, y

4°—se somete al cociente a la operacion inversa de aquella a la que se
sujetara a la variable.

Segiin la operacién que se realice con los diversos valores de la variable
(y la operacién inversa a la que se sujete al cociente que resulta de dividir
la suma de los resultados entre el nimero de datos), la media recibiré el cali-
ficativo de: aritmética, cuadratica, ciibica, arménica o geométrica.

La media aritmética se obtiene si:

I°—se dejan intactos los valores de la variable,
2°—se suman dichos valores,

3°—se divide la suma entre el namero de datos, y
4°—se deja intacto el cociente asi obtenido.

La media cuadratica se obtiene si:

1°—se elevan al cuadrado los valores de la variable,

2°—se suman dichos cuadrados,

3°—se divide la suma de los cuadrados entre el niimero de datos, y

4°—se extrae la raiz cuadrada (operaciéon inversa de la potenciacién)
del cociente obtenido.

La media ctabica se obtiene si:

1°—se elevan al cubo los valores de la variable,

2—se suman dichos cubos,

3°se divide la suma de los cubos entre el niimero de datos, y
4°—se extrae la raiz ctbica del cociente.

La media arménica se obtiene si:


compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo


60 OSCAR URIBE VILLEGAS

1°—se obtienen los reciprocos de los valores de la variable,

2°_se suman dichos reciprocos,

3°—sge divide la suma de los reciprocos entre el niimero de datos, y
4°—se busca el reciproco del cociente.

La media geométrica se obtiene si:

I°—se buscan los logaritmos de los valores de la variable,

2°—se suman dichos logaritmos,

3°—sge divide la suma de los logaritmos entre el nimero de datos, y
4°—se busca el antilogaritmo del cociente.

En este altimo caso (o sea, en el de la media geométrica), en cuanto las
operaciones con logaritmos tienen sus equivalentes en operaciones realizadas
con los niimeros naturales correspondientes, siendo la suma de logaritmos equi-
valente al producto de los nimeros a los que corresponden, la resta equiva-
lente del cociente, el producto equivalente de la potenciacién, y el cociente
equivalente de la raiz, puede expresarse también que:

1° y 2°—se multiplican entre si los valores de la variable,
3? y 4°—se extrae la raiz enésima de dicho producto (en cuanto ene
represente el nimero de datos).

De acuerdo con lo anterior tendremos:
Para la media aritmética:

Valores de la variable:

X1y X2 ¢ .0 Xy X4
Los mismos intactos: X1, X204 %, L
Su suma: 1+ 224 ... %, Sx;
Su suma dividida entre el ni-
mero (N) de datos: Sy
N
La misma suma intacta: 2%
N
Férmula de la media aritmética (x):
- S
X = —
N

En forma anéloga, para la media cuadratica:

Valores de la variable: x4
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Cuadrados de dichos valores: ‘ %2
Suma de dichos cuadrados: 3 (x2)
Cociente de dicha suma entre el niimero (V) 2 (%32)
N
Raiz cuadrada del Cociente: J 2(7\;2)

Férmula de la media geométrica. (x,)

Notacién alterna de la férmula para la media cuadratica:

- 3 (x:?) 2
Xg = N

Esta notacién se justifica si se tiene en cuenta que un exponente fraccio-
nario equivale a un radical cuya cantidad subradical esta elevada a la potencia
indicada por el numerador del exponente fraccionario, y cuyo indice es el
denominador de dicho exponente fraccionario.

Para la media cabica:

Valores de la variable: x4

Cubos de esos valores: %3

Suma de esos cubos: 2 (%:®)
2 (x8)

Cociente de la suma entre el nimero (N) de datos:

‘ N
. 3 (Zxd)
Raiz cibica del cociente: ~

Férmula para la media cithica(x%,)

e ———

- 3 E(xﬁ)
e

Notacién alterna:
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()

X1y X2 ¢ ¢ « X X4

1 1 1 1
xl’xg'“x,. X4

Para la media arménica:

Valores de la variable:

Reciprocos de esos valores:

1
Suma de los reciprocos: 3—

X4
Cociente de la suma entre el nimero (N) de datos: _

. 1
Reciproco del cociente:

X

N

La lectura de esta altima férmula nos indica que la media arménica es

igual al reciproco (fraccién principal) de la media aritmética (cociente de
suma entre niimero) de los reciprocos (fraccion terciaria precedida del ope-

rador sigma) de los datos.

El reciproco —resultado de dividir la unidad entre el valor cuyo recipro-

co se busca— se puede representar mediante un exponente “menos uno” que

afecte al nimero cuyo reciproco se busca. Conforme a esta notacién, se ten-
dria para la media arménica:

Valores de 1a variable: X1, X2 o . . Xy

L)
Reciprocos: (1) 7 (w2) 70 0ol ()2 ()1
Suma de los reciprocos: 2/ (x1)
Cociente de la suma entre el nimero (N) de datos: 2w

N
Reciproco del cociente: . Zla )
N

Férmula de la media arménica ( %)
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- (x )t
=
Para la media geométrica:
Valores de la variable: X1, X2 o o o Xp %
Logaritmos de esos valores: log x1,log xs...logx, logax;
Suma de los logaritmos: | 2 (log %)
' (1 i
Cociente de la suma entre el nimero (n) de datos: —(—olsﬂ
. . . . =(log %)
Antilogaritmo del cociente: antilog —N

Férmula de la media geoméirica (,)
- o 2(log i)
x, = antilog —N
Férmula de la media geométrica en nimeros naturales:

Eg g 'l\v/ II (xi)

OPERACIONES PARA LA OBTENCION DE MEDIAS ESTADISTICAS

Operaciones (inversas) (2)

Medi Operaciones que (1) deben que deben ejecutarse con la
eara ejecutarse con las variables suma de los resultados (1)
divididos entre N
Aritmética (x) Ninguna Ninguna
Cuadratica (x,) Elevarlos al cuadrado Extraerle la raiz cuadrada®
Ciibica (x,) Elevarlos al cubo Extraerle la raiz cabica*
Arménica (x,) Buscar sus reciprocos Buscar su reciproco*
Geométrica (x,)  Buscar sus logaritmos Buscar su antilogaritmo*

* En realidad, cada una de estas expresiones equ}yal?n a: “Buscar el nimero_del
cual es cuadrado”, “buscar el niimero del cual es cubo buscar el niimero del cual es
reciproco”, “buscar el niimero del cual es logaritmo”.
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En efecto, la suma de los logaritmos de x; representa el producto de las
x; (de ahi la substitucién del operador 2 por el operador II); la division
por N equivale a la extraccién de la raiz enésima.

PONDERACION DE LAS MEDIAS

Conforme ha quedado asentado anteriormente, ponderar es una de las
operaciones elementales fundamentales de la Estadistica. Hay necesidad de
ponderar siempre que los diferentes datos de una distribucién tienen distinta
importancia relativa dentro del conjunto, o sea, siempre que unos pesan o son
mas densos que otros en la distribucién.

El peso o la densidad estadistica de cada uno de los datos de una dis-
tribucién depende muy principalmente del nimero de veces que aparece el
dato; o sea, que la densidad estadistica de cada dato esti expresada por su
“frecuencia” (o sea, por el niimero de veces que dicho dato aparece).

Si conforme ya se ha dicho “ponderar” equivale fundamentalmente a
multiplicar por un factor de ponderacién, la ponderacién de los datos de una
distribucién para el calculo de una media ponderada equivaldra a multiplicar
cada uno de los valores distintos de la variable por la frecuencia correspon-
diente (o sea, por el niimero de veces que cada uno de esos valores diferentes
se repite en la serie).

De acuerdo con esto, si %, %2, %3 . - - ¥n DO NOS representan sino aquellos
valores de la variable que son diferentes entre si y el valor que corresponde
a % se repite f; veces, el de x; se repite f2 ... etc.,, en el conjunto de datos
con que se trabaja, la ponderacién nos obligard a multiplicar cada x; por su
frecuencia (f;) correspondiente.

De este modo, la obtencién de medias ponderadas nos obliga a seguir
los mismos pasos a los que debiamos sujetarnos para la obtencién de medias
estadisticas no ponderadas, pero asimismo, nos obliga a incluir un paso adi-
cional que estara comprendido entre el primero y el segundo del proceso de
obtencién general de la media y que modificara nuestra esquematizacién de di-
cho proceso en la forma siguiente:

Media estadistica ponderada es el valor representativo de una distribu-

cion que toma en consideracién la importancia relativa de cada dato dentro
del conjunto, y que se obtiene si:

[ 3 M . L ¥4
1°—se sujeta a la variable a cierta operacién, se multiplican los valores

obtenidos por sus frecuencias correspondientes (ponderacién)
0 ’, .
2°—se suman los productos asi obtenidos,

3*—se divide la suma entre el nimero de datos, y
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4°—se somete el cociente a la operacién inversa de aquella a la que se
sujetara a la variable. .

En este caso, cabe aclarar que el nimero de datos es igual a la suma de
las frecuencias.
Media aritmética ponderada:

z(xtfc)
2f;

x =

El paréntesis —innecesario— que incluye a la x; y a la f; enfatiza el que
se trata de la suma de los productos de los valores de la variable (%) por su
frecuencia correspondiente (f;) y no del producto de la suma de los valores
de la variable =(x;) por la suma de los valores de las frecuencias Z(f;) (lo
cual, por otra parte, no podria pensarse, puesto que no existe un operador =
delante de f;), ni tampoco la suma de los valores de la variable 3 (x;) por las
diferentes frecuencias (lo cual, de otro lado, no tendria sentido, ya que se
obtendrian tantos productos como frecuencias, los cuales no estarian ligados
por ninguna operacién; en efecto 2 (x;) f; no tendria sentido a menos que antes
de la primera = se antepusiera otro operador cualquiera; otro operador X,
por ejemplo, en cuyo caso se trataria de sumar todos los valores de la varia-
ble, multiplicar su suma por cada una de las frecuencias y en seguida adi-
cionar esos productos). En todo caso, la férmula de la media aritmética
ponderada indica que: '

1°—cada uno de los valores de la variable (ponderacién) se multiplique
por su frecuencia,

2°—se sumen los productos, :

3°>—se divida la suma entre la suma de las frecuencias (2f;) y

4°—se tome ese cociente como media aritmética ponderada de la serie
de frecuencias. ,

Anslogamente, para la media cuadritica, ponderada:

- [ Z(xd) fs ]%

tg= | —<—
q Efc
Para la media cibica ponderada, se tendr:

- [E(xts)ft ]%

== |55

Para la media arménica ponderada:
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- [E(xrl)fa] =
Xg= | ——=—
(12 Ef‘
Para la media geométrica ponderada:

p> (lOg x;) f{ °
2f;

xg._Alo

MEDIAS PONDERADAS EN SERIES DE CLASES Y FRECUENCIAS

' _La diferencia fundamental que muestran las series de clases y frecuencias
en cuantd, se les contrasta con las series sencillas de frecuencias es la forma
condensada de presentacion. de sus datos, la falta de individuacién de sus va-
lores en cuanto los mismos se encuentran subsumidos en una clase caracterizada
por sus limites extremos pero con respecto a la cual no se. dice cual sea la dis-
tribucién que asumen los valores que la misma comprende.

. De ahi que para trabajar con las series de clases y frecuencias se necesite
tomar un valor como representativo de cada una de las clases y que general-
mente se elija como tal valor representativo el llamado “punto medio” de
cada clase. v . .

En cuanto el “punto medio” o la “marca de clase” se toma como repre-
sentativo de los valores contenidos en la clase de que se trate, se estia proce-
diendo sobre el supuesto que consiste en considerar como iguales al punto
medio a todos aquellos valores de la variable que no se aparten (en mis o en
‘menos) " del valor de dicho punto medio en mas de cierta cantidad (la distan-
cia del punto medio a los limites inferior y superior de la clase correspondien-
te). Asi, por ejemplo, en una clase cuyos limites inferior y superior son 15
y 19 (incluido el 19), el punto medio o marca de clase 17 se toma como re-
presentativo de todos los valores que no sean inferiores a 15 ni superiores -
a 19 en la distribucién; o sea, que si en dicha distribucién existen: un 15, tres
16, dos 17, un 18 y cuatro 19, a todos ellos se les considerar iguales a 17; o
sea que habrd (uno - tres 4 dos -+ uno -} cuatro) once 17 en la distri-
bucién; o mejor ain que trabajaremos como si hubiera once diecisietes. De
este modo, 17, marca de clasé o punto medio de una de las clases de la dis-
tribucién, (m;) estd en lugar de un conjunto de valores de la variable de la
distribucion primitiva (en lugar de %1, %3, X3, X4, %5) ; por otra parte, la fre-
cuencia asociada a m; serd:igual a la suma de las frecuencias asociadas a

" %1, %2, X3, X4 %5, valores de la variable en cuyo lugar esta m.

De acuerdo con todo lo anterior, si las x; estin representadas por las m;

cotrespondientes, y las frecuencias asociadas a las x; sumadas equivalen a las’


compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo


TECNICAS ESTADISTICAS ' ” 67

frecuencias asociadas a las m;, podremos substituir a las «; por las m; en las fér- -
mulas correspondientes, y a las f; por las £;; de este modo, en el célculo de las
medias ponderadas en series de clases y frecuencias tendremos:

Media aritmética ponderada en series de clases y frecuencias:

= Z(miy)
*=73R
Media cuadratica ponderada en series de clases y frecuencias:
!
- Z(mﬁF c) 2
*="T3R,
Media ciibica ponderada en series de clases y frecuencias:
1
- 3(mdF;) 3

X =

2F;

Media arménica ponderada en series de clases y frecuencias:
- X(msF)

Xg = ——

¢ 3F;

Media geométrica ponderada en series de clases y frecuencias:

- . Z(log myFy)
Xg = Antilog —_iFi—

En este dltimo caso es pertinente aclarar que primero se buscarin los
logaritmos de los puntos medios (log mi1) y luego se multiplicaran los valo-
res obtenidos por las frecuencias para después sumar los productos, dividirlos
entre la suma de las frecuencias y buscar el antilogaritmo del cociente, y- no
se multiplicaran primero los puntos medios por las frecuencias para en se-
guida buscar los logaritmos del producto, etc.

Teniendo en cuenta la equivalencia entre las operaciones con logaritmos
y las que se realizan con niimeros naturales, la dltima férmula equivale a:

fi

2=V T(m)

Es decir, que, segiin esta formula, para calcular la media geométrica se
debera: :
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I°—elevar cada punto medio a una potencia igual a la frecuencia aso-
ciada con dicho punto medio, ’

2°—multiplicar cada uno de los resultados obtenidos por todos los res-
tantes,

3°—extraer la raiz enésima (o sea, la raiz 2f;) del producto.
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DOS PROPIEDADES DE LA MEDIA ARITMETICA UTILES .‘PARA LA
SIMPLIFICACION DEL CALCULO

Primera Propiedad de la Media Aritmética—Cuando a los diferentes
valores de una variable se les resta (/. se les suma) una cantidad constante,
la media aritmética de los nuevos valores resultard igual a la media aritmé-
tica de los antiguos valores disminuida (/ aumentada) en la cantidad cons-
tante que se resté (/ sumé) a los diferentes valores de la variable.

Lenguaje Aritmético (Ejemplo ilustrativo de la primera propiedad):

Sean siete casos para cada uno de los cuales un rasgo determinado tiene
las magnitudes de 2, 2, 3, 3, 3, 5, 5. Si calculamos la media aritmética de
estos valores dividiendo la sumade2 +2+4+ 3+ 34+ 3+ 54+ 5=23
entre el nimero de casos (7) obtendremos 3.28.

Si, en seguida, a cada uno de los valores de la serie anterior (2, 2, 3, 3, 3,
5, 5) le restamos la cantidad constante 3, obtendremos una nueva serie for-
mada por los valores (—1,— 1,0, 0, 0, 2, 2) ya que 2 menos 3 es —1, 3 me-
nos 3 es cero y 5 menos 3 es 2. Si calculamos la media aritmética de estos
nuevos valores dividiendo la suma de (—1) 4+ (—1) 4+ 0 4 0 4 0 4 2
+ 2 = 2 entre el niimero de casos (7) obtendremos 0.28 como nueva media.

Si comparamos la nueva media (0.28) con la antigua (3.28) veremos
que: la nueva media (0.28) es igual a la antigua (3.28) disminuida en la
" cantidad constante (3) que restamos de cada uno de los valores a partir de
los cuales calculamos la media. :

Traduccién algebrdica.—Si se tiene un rasgo de magnitud variable que
adquiere los valores xi, %2, %3, %4, %5, %e; ¥7 Y S€ busca su media aritmética
ésta se obtendra sumando dichos valores (%1 + %2 + 23 + 24 + x5 + 76
+ % = 32x;) y dividiendo la suma entre el nimero de datos (7 en este

25\?4

" caso, o N en general). O sea, que la media aritmética sera:

Si cada uno de los valores de la variable (%1, x2...) restamos una can-
tidad constante 2/, tendremos una nueva serie formada por los valores
% — X, Xp — %, %3 — &', %s — X, X5 — %, Xg — &', xy — «’. Para obtener
la media aritmética, sumaremos estos valores (¥ — ') + (%2 — ') +

(23 — o) + (% — &) + (w5 — &) + (%6 — &) + (% — &) = 2w — 2),
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E(M -_— x')
N

Conforme a lo dicho en lenguaje aritmético, la nueva media aritmética

E(x;—-.x/)

px7
- es igual a la antigua media aritmética N disminuida en la

'Y, en seguida, dividiremos dicha suma entre el niimero de casos:

N -
cantidad constante x'. e
(i — &) =
N N
Corolario:
’ Ex{ Z(xg - M ) ,
N - N TF
; =4 + ;1

Es decir que: .
La media aritmética de los valores originarios de una variable se puede
obtener si a los valores originarios se les resta una cantidad constante (x),
se calcula la media aritmética de los valores obtenidos y a dicha media
(%1) se le agrega la cantidad constante restada de los valores de la variable.
Pensamiento Algebraico (Demostracién del principio).

— Ex;
x=—
. N
Si de las x; se resta una constante %', la nueva media aritmética (x;) sera:
- E(x; —_ x')» '

S !

Si se tiene en cuenta que la suma de una serie de sumas (o restas) es
igual a la suma (o resta) de las sumas de los sumandos (o de los minuendos

y substraendos) :- _

‘ Z(x — &) = Sy — 2

Por tanto, si se dividen los dos.miembros entre N:.
- ﬁx; — 32,
xX] — N
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Como la fraccién del segundo miembro puede descomponerse en dos frac- -
ciones que tengan el mismo denominador N y estén unidas por el signo menos:

- 2x¢ D¢ '

Xy =

N N

~

Por ser ' una constante y ser la suma de una serie de cantidades cons-
tantes igual al producto de la cantidad constante por el nimero de veces en
que aparece (en este caso, V), tendremos:

- S, Nx'

Xy =———

N. N

En la segunda fraccién, por figurar N en el numerador y en el denomi-
nador, se reducen a la umdad quedando, por tanto:

- Exg

Xy =————2x

Pero como la suma de los valores de la variable (Zx;) dividida entre el
nimero de casos es la media aritmética originaria:

~

x1=x—x

En consecuencia:
x=x1+ %

, ; =« -I— .;1

El principio, nio obstante haberse demostrado para el caso de series sen-
cillas, es vélido para series de frecuencias y para series de clases y frecuen-.
cias. A «’ valor constante que se resta de los de la variable para obtener
valores maés faciles de manejar se le conoce como “media arbitraria” o, mejor.
aiin “media adivinada” porque, en efecto, conviene escoger un valor que se su- '
ponga cercano a la media (de este modo los residuos seran menores que en
caso de elegir otro valor; en efecto, de coincidir la media adivinada con la
media aritmética verdadera, los residuos serian minimos, y su suma igual
a cero). A x;, media aritmética de los residuos se le conoce como “primer
momento con respecto a la media arbitraria o a la media adlvmada (=')”.

De este modo, puede decirse que: -

-La media aritmética de una serie es igual a la media adlvmada arbi-

‘
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trariamente mas el primer momento (o media aritmética de los residuos de
los valores de la variable) con respecto a dicha media.

Aplicacion del primer principio @ series de frecuencias y a series de
clases y frecuencias—Hemos dicho en lineas anteriores que el principio
demostrado se aplica a todo tipo de series sean estas simples, sean de fre-
cuencias o de clases y frecuencias; en efecto, en las series de frecuencias, puede
elegirse como media arbitraria o adivinada cualquier valor, pero, de prefe-
rencia, uno de los valores de la serie; en cuanto a la media aritmética de los
residuos (o sea, en cuanto al primer momento) hay que recordar que si la
media aritmética de los datos originarios ha de ser ponderada, sera necesario
que también sea ponderada la media aritmética de los residuos; o sea, que
para calcular dicha media aritmética sera necesario multiplicar cada residuo
por la frecuencia correspondiente, sumar dichos productos y dividirlos por
la suma de las frecuencias; es décir, que en series de frecuencias:

- Elwm—Ik
xy = zfi

O sea que:
En series sencillas:
El primer momento con respecto a la media arbitraria se calcula:

1°—restando de cada valor de la variable el valor de la media arbitraria,

2°—multiplicando esos residuos (o “desviaciones”) por la frecuencia co-
rrespondiente,

" 3~—sumando dichos residuos (o “desviaciones”),

4°—dividiendo la suma entre el nimero de casos.

El primer momento con respecto a la media arbitraria en series de fre-
cuencias se calcula:

I°—restando de cada valor de la variable el valor de la media arbitraria.
(Ponderacién) multiplicando esos residuos o “desviaciones” por la
frecuencia correspondiente,

2}’——sumando dichos productos,

3°—dividiendo la suma entre la suma de las frecuencias.

En el caso de series de clases y frecuencias, en cuanto los puntos me-
dios o marcas de clase son representativos de los datos comprendidos por cada
clase, es conveniente tomar como media arbitraria o adivinada, uno de los
puntos medios (m’). En cuanto al primer momento, serd como en la serie
de frecuencias (esta serie es de clases y frecuencias) la media aritmética pon-
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derada de los residuos (o “desviaciones”) ; en este caso, dichos residuos seran:
los valores que resulten de restar de cada punto medio, la media arbitraria o
adivinada elegida.

Conforme a esto, el primer momento en series de clases y frecuencias sera:

- 2(mi— m')F;
M=TTSE,

O sea, que el primer momento en series de clases y frecuencias se calculara:

1°—Restando de cada punto medio la media arbitraria (uno de los pun-
tos medios).
(Ponderacién) —multiplicando cada uno de estos residuos (o “des-
viaciones”) por la frecuencia asociada a la clase correspondiente.

2°—Sumando dichos productos, y

3°—Dividiendo dicha suma entre la suma de las frecuencias de clase.

El segundo principio relativo a la media aritmética nos obligara a pre-
cisar una distincién entre el primer momento calculado en esta forma para
las series de clases y frecuencias, y al cual llamaremos “primer momento con
respecto a la media arbitraria en unidades originarias”, de otro al cual lla-
maremos “segundo momento con respecto a la media arbitraria en unidades
del intervalo”. )

Segunda Propiedad de la Media Aritmética—Cuando cada uno de los
valores de una variable se divide entre una cantidad constante, la media arit-
mética de los cocientes resultars igual a la media aritmética de los valores
originarios dividida entre la cantidad constante que sirvi6 de divisor de éstos.

Demostracién.—Supongamos que calculamos la media aritmética de los
valores originarios:

2
N \

Si en seguida dividimos cada #; entre un valor constante que (con vistas
a su futura utilizacién) Ilamaremos i, obtendremos una media aritmética
distinta: _ .
)
x5
X = N
Pero, si tenemos en cuenta que un cociente o una fraccién (x;/i) puede

escribirse como el producto del numerador tomado como entero por el
reciproco del denominador (o bien por una fraccién que tenga por nume-

x =

v
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rador la unidad y por denominador el mismo de la fraccién: 1/i), podremos

escribir:
- 2("‘;1‘) |
METN

Esto pone de manifiesto que en el numerador se trata de la suma de los
productos de una variable x; por una constante 1/i, y como una suma de
productos de este tipo es igual a la constante multiplicada por la suma de la
variable (o bien, conforme a la otra expresién de la regla, como una constante
puede salir o entrar al operador = sin modificacién), tendremos:

! s
2
X = N

Pero 1/i puede pasar al denominador de la fraccién principal multipli-
cando; o bien puede colocarse como factor de toda la fraccién:

- (2’65)
=37 UN

Que es lo que se queria demostrar. En efecto, la expresién de dentro del
paréntesis es la media originaria y, por lo mismo, se puede escribir:

- - 1-
Xpp==%=
28

~ R

Corolario:

%= %mi
El segundo principio, como el primero, es aplicable tanto a series sen-
cillas como a series de frecuencias y como a series de clases y frecuencias. Con-
forme a la Gltima expresién, puede decirse en general que:
La media aritmética de una serie es igual a la media aritmética de los
cocientes de los valores de dicha serie entre una cantidad constante, multi-
plicada ‘por la cantidad constante.
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APLICACION CONJUNTA DE LOS DOS PRINCIPIOS A LA
DETERMINACION DE.LA MEDIA ARITMETICA DE UNA SERIE

La aplicacién conjunta de los dos principios anteriores tiene utilidad
particularmente en cuanto se trata de encontrar la media aritmética de una
serie de clases y frecuencias; en efecto:

Si de los valores de una serie se resta una cantidad constante (i.e. se calcu-
lan las desviaciones con respecto a una media arbitraria) y los residuos (o
desviaciones) se dividen entre otra cantidad también constante (que en caso
de ser el intervalo de clase convierte a las desviaciones en unidades de inter-
valo), la media aritmética que se obtenga de tales valores tendrid que multi-
plicarse por el valor de la cantidad constante divisora (por el intervalo) y a
dicho producto debera agregirsele la cantidad constante (media arbitraria)
restada a fin de obtener la media aritmética de los datos originarios.

Supongamos, en efecto, una serie de clases y frecuencias cuyos puntos
medios sean mj, Mg ... M,; si restamos de cada punto medio una cantidad
constante (que por conveniencia puede ser uno de los mismos puntos medios)
m’, la nueva serie serd (my; — m’), (me —m’) ... (m, —m’) cuya media
aritmética sera igual a la de los datos originarios disminuida en m’ unidades;
si los nuevos valores de la serie los dividimos entre una constante (que por
conveniencia puede ser el intervalo de clase) i, la segunda nueva serie sera:
mi —m my—m mg — m’ Mg — m’ . e e

. , - e - RPN - cuya media aritmética

1) 4 ' 1 - L4
sera menor que la media aritmética de la serie anterior en i unidades. O sea,
que si a partir de la media aritmética de esta Gltima serie queremos obtener
la de la serie intermedia, tendremos que multiplicarla por i 'y si, una vez
calculada asi la de la serie intermedia buscamos la de la serie originaria,
tendfemos que agregarle m’. Simbélicamente, tendremos:

z("":m')f

i ST i

 1.—Media aritmética de las desviacio-
nes con respecto a la media arbi-
traria en unidades del intervalo.

2.—Media aritmética de las desviacio-
nes con respecto a la media arbi-
traria en unidades originales.
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3.—Media aritmética.

O sea:

I-K(—"—?n;)fi
x=m' 4 [ 2f¢ ' 2

Es decir que:

Para determinar la media aritmética de una serie (x)

I*—se determina o elige una media arbitraria o adivinada (m’) entre
los puntos medios (uno de los m;), ‘
2°— ge determinan las desviaciones de cada punto medio (m;) con res-
pecto a la media adivinada o elegida (m; — m’) en términos del inter-
my—m’ .
valo ———— ; o sea, mas sencillamente, se determina cuintos
i
intervalos dista cada punto medio del punto medio elegido como
media arbitraria (de ahi que a la clase de la media arbitraria le co-
rresponda una desviacién 0, a las anteriores, desviaciones negativas
(=1, —2, —3...—n) y a las posteriores, desviaciones positi-
vas (1,2, 3... n) ‘
3?—se multiplican las desviaciones de cada clase por las frecuencias co-
rrespondientes y se dividen entre la suma de las frecuencias,
4°—se multiplica el cociente (‘“primer momento con respecto a la me-
dia arbitraria en unidades del intervalo”) por el valor del intervalo,

5—se suma al producto anterior la media elegida, adivinada o arbitraria.

Mecaniizacion del procedimiento.—Para calcular la media aritmética

de una serie:

1°—Se elige uno de los puntos medios de las clases como media arbitra-
ria (media arbitraria m’).

2°__Frente a la clase de la media arbitraria se coloca cero, hacia arriba
—1, —2, —3, etc. y hacia abajo 1, 2, 3 ... etc., por cada clase
que nos alejemos de la que contiene a la media arbitraria (desvia-
ciones con respecto a la media arbitraria en unidades del intervalo).

3°—Se multiplica cada una de las desviaciones de clase por la corres-
pondiente frecuencia de clase.

4°—Se suman los productos de las frecuencias por las desviaciones.
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52—Se divide la suma de los productos de las frecuencias por las des-
viaciones entre la suma de las frecuencias (primer momento).

6°—Se multiplica el primer momento por el valor del intervalo.

7°—Se suma al producto del primer momento por el intervalo el valor
de la media arbitraria.
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DESVIACIONES Y DISPERSION

Desviacién estadistica es, fundamentalmente, la diferencia (positiva o
negativa) de un valor determinado con respecto a un valor constante o cen-
tral tomado como término de comparacion,

En paginas anteriores hemos tenido ocasiéon de hablar, por ejemplo, de
desviaciones con respecto a una media arbitraria en el sentido de valores que
resultan de restar de los datos la media arbitraria, elegida o adivinada; en
estas paginas nos referiremos asimismo con frecuencia @ desviaciones con res-
pecto a la media aritmética o sea, a los valores que resultan de restar de los
datos la media aritmética.

Frente a la desviacién que es un caricter de cada uno de los datos de
una distribucién, la dispersién es una caracteristica propia de la distribucién.

La dispersién de una distribucién indica la mayor o menor concentra-
cién de los datos en torno de un promedio central (principalmente en torno
de la media) y, por consiguiente, indica asimismo el grado de representati.
vidad del promedio.

La disperéién de una distribucién se mide generalmente mediante el
calculo de promedios de desviaciones; méis precisamente, mediante el 'cilculo
de medias de las desviaciones. ‘

En este lugar nos ocuparemos tinicamente de dos de las medidas de dis-
persién mas usuales: “la desviacién media (antmetlca)” y la “desviacién me-
dia (cuadratica)”.

Bastara con tener en cuenta los elementos formativos de estas denomina-
ciones para saber de inmediato la forma de calcular estas medidas de dispersién.

Desviacién media (aritmética) es la media aritmética de las desviacio-
nes de los datos con respecto a la media aritmética de la distribucién.

Si se tiene en cuenta que la suma de las desviaciones con respecto a la
media aritmética es siempre cero, la desviacién media aritmética seria siem-
pre nula y, por lo mismo no tendria utilidad para comparar la mayor o menor
concentracién (la menor o la mayor dispersién) de los datos de varias dis-
tribuciones con respecto a sus correspondientes medias, o para comparar la
mayor o menor representatividad de dichas medias. De ahi que necesite pre-
cisarse la definicién de desviacién media aritmética en la forma siguiente:


compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo
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Desviacién media aritmética es la media aritmética (de los valores abso-
lutos) de las desviaciones de los datos con respecto a la media aritmética.

En efecto, en cuanto se eliminan los signos de las desviaciones (es de-
cir, en cuanto se toman los valores absolutos de las desviaciones) con respecto
a la media aritmética, no hay posibilidad de anulacién de los valores positivos
por los negativos y viceversa y la desviacién media aritmética sirve a los pro-
positos para los que fue creada: la comparacion de dispersiones / concentra-
ciones de las series y la estimacién de la representatividad de los promedios.

Conforme a la definicion la desviacion media aritmética sera:

d= —2—(@ Serie sencilla.
N '
d= 2(—d‘)fi Serie de frecuencias.
3fs

O bien, si expresamos las desviaciones con respecto a la media aritmética
en términos de los datos originarios o en términos de los puntos medios o mar-
cas de clase, tendremos:

d= Ef_x_;_—_a_:)_ Serie sencilla.
" N
d—= M Serie de frecuencias.
2f
3
h d= 2(”;; o Serie de clases y frecuencias.
2 ;

Desviacién media cuadratica es la media cuadratica de las desviaciones
de los datos con respecto a la media aritmética.

- {__"‘ S(@@)
dg—= ¢ ——
4 N
O bien:
- — )2 )
d, = M— Serie sencilla,

N
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E(xi — ;)2 fi
3f; 5

erie de frecuencias.

(m; — %)°F;
>F;

Serie de clases y frecuencias.

A la desviacién media cuadratica se le acostumbra representar por la
letra griega ¢ (sigma minfiscula) que es una constante para cada distribucién
(variable en cuanto se investiga la distribucién de dichas desviaciones medias
cuadraticas en las muestras de una distribucién) y que no debe confundirse
con el operador I (signa mayiscula) que no tiene valor numérico sino
operativo.
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DOS PROPIEDADES DE LA DESVIACION MEDIA CUADRATICA
UTILES PARA LA SIMPLIFICACION DE SU CALCULO

Primera Propiedad.—Si de los valores originales de una distribucién se
resta una cantidad constante, la desviacién media cuadratica de la nueva dis-
tribucién sera igual a la desviacién media cuadratica de los valores originales.

Una aclaracién que no huelga en este punto es la que consiste en preci-
sar que, en cuanto se habla de “desviaciéon media cuadratica de la nueva dis-
tribucién” se trata de la desviacién media cuadritica de los nuevos valores
con respecto a la media aritmética de los mismos. _

Supongamos, en efecto, una serie de valores x; con media aritmética x.
La desviacién media cuadratica para esta serie estard dada por:

Si de cada uno de los valores de esta serie (x;) restamos una cantidad
constante (x”), tendremos una nueva serie de valores (los valores x; — x'). La
media aritmética de estos nuevos valores serd distinta de la media aritmética
de los antiguos valores (representaremos a la nueva media aritmética por
%1, como hemos hecho en otras ocasiones). Las desviaciones de los nuevos
valores (x — &) con respecto a esta nueva media aritmética estaran dadas
por la diferencia entre cada uno de esos nuevos valores y el valor de la nueva
media. Conforme a esto:

Valores originales %
Cantidad constante por restar de ellos: %
Valores obtenidos de la resta: % —
- Z(m—o

Media aritmética de los nuevos valores: xr =

Desviaciones de los nuevos valores con
respecto a la nueva media (%1): (% — &) — =1
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Cuadrados de las desviaciones: [(% — %) — /]2

Desviacién cuadratica media de los

(2 — x') — ;1]2

nuevos valores: o= W

Pero como la nueva media aritmética x; es igual a la antigua media arit-
mética (la media aritmética de los valores originarios) menos la media arbi-
traria o cantidad constante restada de los valores de la serie originaria
(i.e.: 2y =% — ') sien el valor de la desviacién media cuadratica de los
valores resultantes (o7) substituimos %7 por su valor, tendremos:

(% — %) — (x — ) ]°
N

Oy —

Si se eliminan los paréntesis curvos, los términos del primero quedan
incambiados (puesto que van precedidos de signo 4-), en cambio los del
segundo deben cambiarse (por ir precedidos de signo —). De este modo,
tendremos:

S[x — & — x + 212
N

oy =

Como en el paréntesis rectangular %’ aparece sumando y restando (—x'y

+ «) se anula, quedando reducida la expresion de dicho paréntesis a [x; — x],
o sea, que el valor de la nueva desviacién media cuadrética sera:

Z(xi -_ —x-)2
N

0o =

Si se compara esta expresién con la correspondiente a la desviacién me-
dia cuadratica de la serie originaria dada en primer término, podra verse que
los segundos miembros son idénticos; de lo que se concluye que también seran
iguales los primeros miembros:

g = Oy
O sea, que, como se queria demostrar, la desviacién media cuadratica de
la serie obtenida al restar la constante %’ de los valores originarios (o) €s

igual a la desviacién media cuadratica de la serie original.

-
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La demostracién anterior es valida para la desviacién media cuadratica
de series sencillas como las anteriores, series de frecuencias o series de clases
y frecuencias.

.

Segunda Propiedad de la Desviacién Media Cuadrdtica—Si los valores
de una serie se dividen entre una cantidad constante, la desviacién cuadrética
media de los nuevos valores sera igual a la desviacién media cuadratica de los
valores originarios dividida (la d.m.c.) por la cantidad constante que sirvi6
de divisor de tales valores originales. :

Supongamos que tenemos una serie de valores x;, cuya media aritmética

sea x; su desviacion media cuadratica sera:

- E(xz —;)2
N

Si dividimos cada uno de los valores de la serie entre la constante i, obten-

. xi . . . —_
dremos una serie de nuevos valores —. La media aritmética (xr) de los

¥
nuevos valores (conforme a la segunda propiedad de la media aritmética men-
cionada en estas paginas) sera igual a la media aritmética de los valores origi-
nales (x) dividida por la cantidad constante (Z); o sea, que la media aritmé-
%
tica sera igual a —: Conforme a esto:

Valores originales: %
Valores de la nueva serie (Cocientes de los originales en-
X4
tre la constante i): -
. - x
Media aritmética de la nueva serie: X = 3

'

. E7
Desviaciones de los valores de la nueva serie (T) con

respecto a su media (xm):

L) - X X _ Xi—x
——%n= T T ;
i 2 4 2

Desviacién media cuadratica:
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_x 2
Xy — X
(=)
12
N
En efecto, para escribir esta expresién, se tomaron las desviaciones

Xy —

O =

x
) de los nuevos valores con respécto a su media, se elevaron al

X — % i H— % . .
cuadrado (———— )2 ; se sumaron E( _ )2 se dividieron entre el na-
i i

mero de casos y se extrajo al cociente la raiz cuadrada, conforme pide la ob-

tencién de la desviacién media cuadratica.
Si en la expresién para la desviacién cuadritica media de los nuevos

_valores (oz) elevamos al cuadrado el quebrado de dentro del paréntesis, ten-
dremos que elevar al cuadrado por separado el numerador y el denominador,
0 sea: P

—x)2
( ) P (xi x)
B
Al aplicar el operador X a la expresién resultante, bastaria con que lo

aplicasemos al numerador, con lo cual obtendriamos:

(% — %) 2

2

En la expresién para o;; la expresién anterior es numerador de la frac-
cién principal cuyo denominador es N, pero temer la fraccion numeradora
como denominador a N equivale a estar dividida por él, y dividir una fraccién
entre un entero (N) equivale a multiplicar su denominador (i®) por el entero;
es decir:

Z(xi—;)z
2 __E(x.;—:—c-)z;N_Z(xi—;V
N - 2 T Ni2

Cuando se substituye este valor en el de oir se obtiene

S (% — %) 2

Oir =
N2
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La expresién anterior también puede escribirse como la raiz cuadrada
E(xg—x)z

N y el otro

del pfoducto de dos factores, uno .de ellos formado por

por —i;.

S(m—=)? 1
S S

Esta expresion a su vez equivale a un producto de radicales:

JE(x;—;V 1
m=NTN V&

2

Pero como en el segundo radical se trata de extraer la raiz cuadrada de
un cuadrado, el resultado es la cantidad misma sin elevacién al cuadrado ni
extraccién de la raiz correspondiente:

sz—az 1
O = ———Tv——"'._'

1

Pero multiplicar por 1/i equivale a dividir por i:

S(m—2)*
-

O —

Si se compara el dividendo de esta expresion con la expresion que da
el valor de la desviacion media cuadratica de los datos originales, se vera que

son iguales; o sea:

[
Oir — ——
1

Esto es lo que se queria demostrar, o sea, que la desviacién media ‘cua-
dratica de los valores originales divididos entre unas constante i (oz) es igual
" a la desviacién media cuadratica de los valores originales (¢) dividida entre la
constante. ' '

De esto se deduce que:

Para obtener la desviacién media cuadritica de los valores originales a
partir de la desviacién media cuadrética de la serie obtenida mediante su divi-
sién por una constante, bastara con multiplicar esta segunda desviacién cua-
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dratica media por el valor de la constante entre la cual se dividieron los valores
originales:
6=20i; "1

APLICACION CONJUNTA DE LOS DOS PRINCIPIOS A LA OBTENCION
DE LA DESVIACION MEDIA CUADRATICA DE UNA SERIE

Conforme se dijo con respecto a la media aritmética, puede decirse en
forma anéloga para la desviacion media cuadratica que la aplicacion conjunta
de los dos principios anteriores es especialmente itil cuando se trata de calcu-
lar la desviacién media cuadratica de una serie de clases y frecuencias.

En el caso de una serie de clases y frecuencias, de los puntos medios de
las clases, representativos de los datos, conviene restar como cantidad constan-
te una media elegida entre los mismos puntos medios. Dicha resta no altera el
valor de la desviacién cuadratica media que se calcule tomando los nuevos va-
lores y refiriéndola a la media aritmética de esos nuevos valores; en cambio,
dicha resta permitira el més ficil manejo por ser menores numéricamente los
valores que se utlizan en el calculo.

De este modo, si se tienen unos ciertos valores m; de una serie y se trata
de encontrar su desviacién media cuadratica, podra formarse una nueva serie
con los valores m; — m’ resultantes de restar de cada m; una de las m; a la que
llamamos m’; en seguida, debera calcularse la media de estas m; — m’ (si supo-
nemos que se trata de una serie de clases y frecuencias se tendran que multi-
plicar las m;— m’ por las correspondientes frecuencias, sumar los productos
y dividir entre la suma de las frecuencias) ; a continuacién tendria que restarse
la media obtenida asi, de cada una de las m; — m’ para obtener las desviaciones
de las m; — m’ con respecto a su media; tras ello se elevarian cada una de
esas desviaciones al cuadrado, se multiplicarian por las frecuencias, se suma-
rian los productos, se dividirian entre el total de las frecuencias y al cociente
se le extraeria la raiz cuadrada que seria al mismo tiempo la desviacién media
cuadritica de la m; — m’ y de la m; originarias:

2(my—m')f; ] 2f4

0= zl(mi——m’)— 3
i

=5

0, si con el fin de escribir mas brevemente la anterior expresién ponemos:
d’ por mi—m’ “desviacién respecto de una media elegida”
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r X(m; — ") fi «

d’ por 57 media aritmética de las desviaciones con. respecto a
' la media elegida”
escribiremos: '
. =[d —d)%;
0o =
2f;

Si suponemos que cada uno de los valores de la segunda serie m; — m’

(o di’) se han dividido entre una constante i (el valor del intervalo para dar
7’ ’
m;—m i e e
- (o —%), y tratamos de calcular la desviacién me-
di .
dia aritmética de estos altimos valores (— ), dicha desviacién tomada con

respecto a la media aritmética de los nuevos valores (con respecto a la media
. d/ . o o .
de las ) sera igual a la desviacién media artimética de los valores origina-

una nueva serie

?
rios dividida por el intervalo.
- . ., . . rye 'y . -
Para calcular la desviacion media aritmética de las d;//i, se necesitara

calcular la media aritmética de dichas d;’/i multiplicando dichos valores por
las correspondientes frecuencias dif;/i y dividiendo la suma de dichos produc-
tos 2[d/fi/i] entre la suma de las frecuencias Zf;. Calculada la media, habra
que restarla de cada una de las d//i para obtener las correspondientes desvia-
ciones; en seguida, se necesitard multiplicar dichas desviaciones elevadas al
cuadrado por la correspondiente frecuencia, sumar los productos, dividirlos
entre la suma de las frecuencias y al cociente extraerle la raiz cuadrada, para
obtener la desviacién media cuadratica de las desviaciones de las d/i con res-
pecto a su media. Esta desviacién media cuadratica de las d//i multiplicada
por el intervalo nos dari la desviacién media cuadritica de las d/ (o de la
m; — m') y, por consiguiente la de la m; originarias:

>d/ ;
co=1 > d;’ A LA
7 A

0, si con propésitos de escritura més breve representamos:

’
— por DY “desviacién con respecto a la media arbitraria en unidades del

intervalo”

Y2 . . . . 29
por D’ “media de dichas desviaciones
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_ .szx—ﬁm
og=1 —-—ET——

Conforme a esta expresién, para obtener el valor de la desviacién media
cuadratica de una serie basta con:

1>—Restar de cada una de las desviaciones con respecto a la media arbi-
traria en unidades del intervalo (de cada D/ — 0 para la clase de la
media arbitraria — 1, — 2. .. hacia arriba 1, 2. .. hacia abajo) la me-
dia aritmética de dichas desviaciones.

2°—Flevar al cuadrado esos residuos.

3°—Multiplicar esos cuadrados por las frecuencias correspondientes.

4°—Sumar esos productos.

5°—Dividir dicha suma entre la suma de las frecuencias

6°—Extraer la raiz cuadrada del cociente.

_ 7°—Multiplicar la raiz cuadrada por el intervalo.

EXPRESION DEL CALCULO DE LA DESVIACION ¢ EN TERMINOS
DE LOS DOS PRIMEROS MOMENTOS

En el procedimiento anterior pueden hacerse algunas modificaciones te-
niendo en cuenta, por ejemplo, que la “media aritmética de las desviaciones
con respecto a una media arbitraria en unidades de intervalo” es lo que se
conoce como “primer momento” de los valores originarios. De este modo, el
primer paso del procedimiento quedaria concebido en los siguientes términos:

I1°—Restar de cada una de las desviaciones con respecto a la media ele-
gida en unidades de intervalo, el primer momento.

Si en la expresién algebraica substituimos la “media de las desviaciones
con respecto a la media arbitraria en unidades de intervalo” (D’) por el “pri-
mer momento con respecto a la media arbitraria” (que representaremos por

M) tendremos:
_ (D — W1)3fi

El desarrollo del cuadrado del paréntesis nos daria:

(D — )2 =D =200 4 We2
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El producto por las frecuencias es:
(D2 —2 Dty + Wi fo = D'2fi— 2 Dfats + Wl
Si se aplica el operador Z, se tiene:
S(D'3fy — Dsf's + wePfe) = 2(D'3fi) — 2 2 Difgy + WiZfe

w12 se escribié fuera del operador X en el dltimo término por tratarse de
una constante. Si todos los términos de la expresién anterior se dividen entre
Zf; como exige la expresiéon que sirve de punto de partida, se tendra:

2 (Di%f:) 2D/f 2f,
2T g 2 e 2
3 S T T

El dltimo término queda reducido a W:® puesto que la suma de las fre-
cuencias como numerador y como denominador de la misma fraccién se redu-
ce a la unidad. En el segundo término, a mas del 2 y de la w; hay una
fraccién que tiene por numerador la suma de los productos de las desviaciones
por las frecuencias y por denominador la suma de las frecuencias y que, por
lo mismo, es igual al primer momento (j); de este modo, el segundo tér-
mino se reduce a dos veces el producto de p1 por si mismo, o sea, a dos veces
el cuadrado del primer momento. Con esto, la expresion se convierte en:

__ 2(Di?fs) ) o 2 (Di3f:) ' o
= — Efl —-2!11 +|11 —_ zfi Wi

El primer término de esta expresién (que es en realidad el subradical
de la expresién primitiva) se asemeja al primer momento, a no ser porque
D{ esti elevado al cuadrado en vez de estarlo a la primera potencia; a dicho
término o sea a la suma de los productos de los cuadrados de las desviacio-
nes. .. por las frecuencias entre la suma de las frecuencias, se le conoce como
“segundo momento” y se le representa por Mz; segun esto, lo .anterior se
reduce a:

Wo — pr?

Si ésta que es en realidad la cantidad subradical la reintegramos al radi-

cal para obtener el valor de o, tendremos:

6 =i Vs —H?

Esta expresién permite mecanizar el célculo de la desviacién media cua-
dratica conforme a los pasos siguientes:
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1°—Se calcula el primer momento de la distribucion:
a.—multiplicando las desviaciones con respecto a la media ar-
bitraria en unidades de intervalo (—n... —2, —1, 0, 1,
2,...n) por las frecuencias correspondientes
b.—se suman esos productos
c.—se dividen entre la suma de las frecuencias.

2°—Se eleva al cuadrado el primer momento.

3°—Se calcula el segundo momento:
a.—elevando al cuadrado las desviaciones... (—mn,... 2, 1, 0,
1,2,...n)
b.—multiplicando dichos cuadrados por las frecuencias

c—sumando dichos productos
d.—dividiendo la suma entre la suma de las frecuencias.

4.—Se resta del segundo momento, el cuadrado del primer momento.
5°—Se extrae la raiz cuadrada de la diferencia.

6°—Se multiplica la raiz cuadrada por el intervalo.
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MOMENTOS Y MEDIDAS DE ASIMETRfA Y CURTOSIS

Estadisticamente, “momento” de una distribucién es la media aritmética
de los valores obtenidos cuando se elevan a determinada potencia las desvia-
ciones de los valores de la distribucién tomadas con respecto a un valor fijo

llamado “centro de momentos”.
Dentro de esta conceptuacién de “momento” hay posibilidad de distin-

guir entre los diferentes momentos obtenibles:

a.—segiin la potencia a la que se eleven las desviaciones con respecto al

centro de momentos, y
b.—segan el punto que se elija como centro de momentos.

_ En puridad, este segundo criterio deberia mencionarse en primer término
y el primero en segundo, ya que primero se elige el centro de momentos v
después la potencia a que se elevaran las desviaciones y, consiguientemente
el orden del momento; sin embargo, aparecen en el orden en que se presentan
ambos criterios de diferenciacién en la nocién de momento que encabeza es-
tas lineas.

Segiin el punto o valor de la distribucién que se elija como centro de

momentos se distinguen por lo menos los siguientes tipos:

I°—momentos con respecto al origen de la distribucién,
2°—momentos con respecto a la media aritmética de la distribucién,

3°—momentos con respecto a una media elegida.

En realidad el primer tipo puede reducirse a una categoria del altimo;
de este modo, conviene distinguir sobre todo entre:

A.—Momentos con respecto a la media aritmética que representaremos

por la miniiscula griega p y
B.—Momentos con respecto a una media arbitraria, que representaremos

por la miniiscula griega mu prima (i').

De acuerdo con el segundo criterio de clasificacién de los mcmentos,
distinguiremos entre:


compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo


94 I ' OSCAR URIBE VILLEGAS

I°—Momentos obtenidos mediante la elevacién de las desviaciones a la
primera potencia, o primeros momentos.

2°_Momentos obtenidos mediante la elevacién de las desviaciones al cua-
drado, o segundos momentos.

3°—Momentos obtenidos mediante la elevacién de las desviaciones a la
tercera potencia, o terceros momentos, y

4°—Momentos obtenidos mediante la elevacion de las desviaciones a la
cuarta potencia, o cuartos momentos.

Generalmente, no'se requiere de mas, pero, en general, puede hablarse de:

Momentos obtenidos mediante la elevacion de las desviaciones a la
potencia N o enésimos momentos.

El orden de los momentos —o sea la potencia a la que se elevaron las
desviaciones para obtenerlos— se indica generalmente por medio de un sub-
indice que afecta el correspondiente signo del momento (u o p’).

Si se emplean combinadamente los dos criterios anteriores, podremos

hablar de:

19, 2°, 39, 4% ... enésimo momento con respecto a la media aritmética:

W1, P2, U3, Uey o o o Un.
1, 29, 39, 49,... enésimo momento con respecto a una media elegida:

ws w', pas Py .o s

Si atendemos a la nocién que se dio al principio, segiin la cual el mo-
mento es, fundamentalmente, una media aritmética de cierta potencia de las
desviaciones de una distribucién y aplicamos las convenciones ya aceptadas
en estas paginas, podremos escribir las siguientes igualdades': -

P»1=¢-i_ l"1'=l7
pe = d? llz'=d_’2
Ms:&'?. lla':z’_".’
m:gz M4'=c7*

Debe notarse que se trata de la media de las potencias y no de la media
aritmética de los valores elevada a determinada potencia.

Puesto que la media aritmética de las desviaciones (de los cuadrados de
las desviaciones, de los cubos de las desviaciones, etc.) es igual a la suma
de las desviaciones (de los cuadrados de las desviaciones, de los cubos de las
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desviaciones, etc.) dividida (dicha suma) entre el nimero de casos, podre-
mos transformar las expresiones anteriores en:

X , 3
b= W =—5
_3(d) ., 3(d®)
K2 = N 2 = N
_ S(d), L, =(dm)
A S =N
_ X(dY) ,  2(d)
e = N W = N

En estas expresiones, debe recordarse que

d; representa la desviacién de cada dato (%) con respecto a la media arit-
mética (x) = x; — x.

d; representa la desviacién de cada dato (%) con respecto a la media ar-
bitraria (#’) = x; — «/.

Cuando la serie no es sencilla, sino es de frecuencias, los momentos ten-
drin que ser medias ponderadas de las desviaciones o de las potencias de las
desviaciones; es decir, que dichas desviaciones deberdn aparecer multiplica-
das por la frecuencia correspondiente; el niimero de datos estars dado por
la suma de las frecuencias.

_ Z(dify) o 2df)
W= ——ZfT— | B = =,

_ (g ,_ S
W2 = _Ef-;— P2 =7,

Etc.

Cuando se trata de series de clases y frecuencias, tratindose como se
trata de series de frecuencias, los momentos tendran que ser medias ponde-
radas como en el caso anterior, pero, en cuanto son series de clases, las des-
viaciones no seran desviaciones de cada dato con respecto al centro de mo-
mentos, sino desviaciones de cada punto medio (representativo de todos los
datos de cada clase) con respecto a dicho centro de momentos; o sea que:

d; representa la desviacién de cada punto medio (my) con respecto a la
media aritmética (x) o sea, m; — X.
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d/ representa la desviacion de cada punto medio (m;) con respecto a la
media arbitraria (x’) o sea, m; — «'.

Segiin esto, los procedimientos inmediatos para calcular un momento de
orden r serian los siguientes:

A.—Momentos con respecto a la media aritmética.

I9—~Calciilese la media aritmética.

2°Réstese la media aritmética de cada uno de los datos de la se-
rie (si es sencilla o si es de frecuencias) o de cada uno de los
puntos medios (si es serie de clases y frecuencias).

3°—Elévense las desviaciones asi obtenidas a la potencia r (12, 22,
3%, 423, ... enésima) que indique el nimero de orden del mo-
mento (ler. momento, 2° momento, 3er. momento, 4° momen-
to ... enésimo momento).

(Ponderacién) —Si se trata de series de frecuencias o de series de
clases y frecuencias, multipliquense esas potencias de las des-
viaciones por las frecuencias correspondientes.

4°—Stimense los valores asi obtenidos.

5°—Dividase dicha suma entre el nimero de datos (o entre la suma
de las frecuencias, en caso de tratarse de series de frecuencias
o de series de clases y frecuencias).

g

B.—Momentos con respecto a la media arbitraria o elegida.

I°—FElijase una media (de preferencia entre los datos en casos de
series sencillas o de series de frecuencias; entre los puntos me-
dios, en series de clases y frecuencias)

2°—Réstese esta media elegida de los datos o de los puntos medios
(segiin el tipo de serie).

3?—Continiiese el procedimiento como para A.

RELACION ENTRE LOS DOS TIPOS DE MOMENTOS

Es conveniente determinar la relacién que existe entre los momentos de
una distribucién con respecto a la media aritmética de dicha distribucién
2

) ca d y los
momentos de la misma con respecto a una media libremente elegida, ya que

’ , » ’ i
en general, son mas ficiles de calcular los momentos del

! ) segundo tipo que los
pero se emplean mis cominmente (por permitir expresiones

mas sintéticas o breves) los momentos con respecto a la media aritmética. en
cuanto se trata de calcular medidas de asimetria o de curtosis ’

del primero,
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Si, como hemos venido haciendo, representamos por d; la desviacién con
g b

respecto a la media aritmética y por di’ la desviacién con respecto a la media
arbitraria, podremos escribir (teniendo en cuenta la nocién de desviaciéon que
hace equivalentes “desviacién con respecto a” y “residuo que resulta de res-
tar...”):

d;:x;—x
d’::xg—x'

Si al segundo miembro de la primera igualdad, le restamos y agregamos
una misma cantidad «” dicho miembro no se altera y la igualdad subsiste:

d,:xi——;—x' —I—x'
Si se agrupan términos en determinada forma, se obtiene:
di= (x,— &) + (& —x)

Pero, de acuerdo con la segunda expresion, (x;— «’) es igual a d des-
viacién con respecto a la media elegida. Hecha la substitucién, se obtiene:

d=d+ (¥ —x)

Pero, segin la expresién de la media aritmética en términos de la media
arbitraria: x = &’ 4+ py/, o sea, que si se despeja a py':x—x' = p,’. Si

cambiamos signos: ¥’ — x = — ;" valor que podemos substituir en el va-
lor de d en el lugar de 2’ — x, con lo cual se obtiene:
d=d + (—w)

A partir de esta dltima expresién, podemos estudiar la relacién entre los
momentos; para el efecto, seguiremos los diversos pasos del proceso de obten-
cién de los momentos con respecto a la media aritmética operando sobre dicha
expresién. En primer término, sera preciso elevar las desviaciones d a la ené-
sima potencia:

dr=[d + (—w)]"

Si sumamos las enésimas potencias (procedemos siempre sobre el su-
puesto mas simple de las series sencillas, ya que de tratarse de series de fre-
cuencias se necesitaria ponderar previamente), tendremos:

2(dr) = Z[d' + (—w) ]

El desarrollo del binomio nos da:
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B@) =3 [(§)aw+ (1) w0t (5 ) w0e
(3)amsw® et (amy Ym0t (1) 8w

Si dividimos entre N, a fin de obtener en el primer miembro de la ecua-
cioén el enésimo momento, tendremos:

@) =(g)am(—wye N s (1)@m= (— e

N N : N
s Dy 2l Dai— e
- i ~ +
s () a0 (—wy)
N

El primer miembro de esta ecuacién es el momento de orden n con res-
pecto a la media aritmética. El segundo miembro de la ecuacién esti for-
mada por la serie de términos del desarrollo del binomio; el tipo de dichos
términos esta formado como sigue, en el presente caso:

1.—Un operador = aplicado al producto de tres factores, tomada la suma
de dichos productos como numerador. Los tres factores del numera-
dor son:
a—Un factor constante representado por las combinaciones de n
objetos tomados de r — 1 en 7—1 (si r representa el niimero
de orden del término de que se irate en la serie). Como factor
constante, podra salir del operador 2 sin alteracién.
b.—Un factor variable formado por la potencia n— (r — 1) (r orden
del término) de las desviaciones con respecto a la media arbitra-
ria (d’). Como ‘factor variable deberd quedar dentro del ope-
rador.
c¢—Un factor constante formado por la potencia r—1 (comple-
mento (para n de n— (r— 1) del primer momento con respecto
a la media arbitraria tomado con signo negativo (— u’;). Como
factor constante puede salir del operador.
2—Un denominador N representativo del niimero de datos que puede
afectar al producto o a uno de los factores solamente.

Conforme a lo anterior, el tipo de término en la serie serfa:
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= (:._1) dm— (=1 (—py)r—1
N

De acuerdo con las apostillas finales de cada uno de los incisos ante-
n

riores: (r— 1) como factor constante puede salir del operador =; p/;r—1
en cuanto también es constante puede asimismo salir sin alteracién del ope-
rador. De este modo, el operador = sélo afectara al factor d’»— ¢ —1, Como
N puede colocarse como denominador de todo el producto o de uno solo de
los factores, lo colocaremos como denominador del factor variable, con lo que
tendremos que la expresién anterior equivaldra a:

n Sdrm— r—1y
(T—l) (—wh) Y N

Pero, en esta expresién, el Gltimo factor (la fraccién) es la media arit-
mética de las potencias de orden n— (r — 1) de las desviaciones con res-
pecto a la media arbitraria, y dicha media aritmética recibe, segiin dijimos
al principio, el nombre de momento de orden n— (r — 1) con respecto -a la
media arbitraria o elegida, el cual se representa por w,_ —1y De acuerdo
con todo lo anterior, el término tipico de la serie equivalente al momento de
orden n con respecto a la media aritmética serd el que se obtenga al substituir
en la expresion anterior el dltimo factor por su equivalente “momento de
orden n— (r- 1) con respecto a la media arbitraria”; esto da:

(;l — l)u,n —(r—1) (—wa) D

Si substituimos este término tipico en la serie que forma el segundo
miembro de la ecuacién que nos da el equivalente de Z(d") /N o sea, el equi-
valente del momento de orden n con respecto a la media aritmética (w,),

tendremos:
n
P = 2 [( r—l)“’n—(r—l) (—M'l)('_l’]

Esta expresion sefiala la equivalencia entre un momento de orden n con
respecto a la media aritmética y los momentos con respecto a la media ar-
bitraria.
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EXPRESION DE LOS CUATRO PRIMEROS MOMENTOS CON RESPECTO
A LA MEDIA ARITMETICA EN TERMINOS DE LOS MOMENTOS
CON RESPECTO A LA MEDIA ARBITRARIA

Si aplicamos la anterior expresién al cilculo de los cuatro primeros mo-
mentos con respecto a la media aritmética a partir de los momentos con res-
pecto a la media arbitraria, tendremos:

1 1
pr= (0 IWimol— w0+ (1 a1 (W) =1 X s X 1 —1X 1 X 1y
=mw=p1— 1 =0 |

O sea, que el primer momento con respecto a la media aritmética es nulo.

2 2 2
He = ( 0 )ll'z—o(— W)+ ( 1 )9'2—1(11«'1)1 + ( 2 )l‘-’z—z(— wi)? =
=we—2p1 s+ W =we—2 Wi + WP = —py?

Es decir, que el segundo momento con respecto a la media aritmética es
igual al segundo momento con respecto a la media arbitraria menos el cua-
drado del primer momento con respecto a la media arbitraria. De paso, si se
compara la expresién anterior con la de la desviacién media cuadritica, podra
observarse que el segundo momento con respecto a la media aritmética es

igual al cuadrado de la desviacién media cuadratica.
Para el tercer momento, se tendra:

: 3 3
Us = ( 0 ) Wa_o(— w1)° + ( 1 ) P’s—l(“‘ W)t + (;,. ) Wsa_z(— wi)? +
3 :
(3) Wama(—w)® = s —3Wals + 3Ws® — ' =y —
3 Wal's + 3ps8, — e = Ws — 3Wap’y + 2 W1

O sea, que el tercer momento con respecto a la media aritmética es igual
al tercero con respecto a la media arbitraria menos 3 veces el producto del
segundo por el primero con respecto a dicha media arbitraria, mas dos veces

el cubo del primero con respecto a esa misma media arbitraria o elegida.
Para el cuarto momento, se obtendria, en forma semejante:

Py = Wy —4 Wip's + 6 WiPps — 3 'yt

Es decir, que el cuarto momento con respecto a la media aritmética es
igual al cuarto con respecto a la arbitraria menos cuatro veces el primero por
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el tercero, mas 6 veces el cuadrado del primero por el segundo menos tres
veces la cuarta potencia del primero con respecto a la media arbitraria.

A fin de mecanizar las relaciones entre los momentos con respecto a la
media aritmética y los momentos con respecto a la media arbitraria o elegida,
podria delinearse el siguiente procedimiento:

Constituir, para la formacién del equivalente del momento de orden n con
respecto a la media aritmética una serie de n términos (puesto que los
dos tltimos de los n 4+ 1 del desarrollo binomial se reducen a uno).

De dichos términos:

A.~—Los n— 1 primeros términos estarin formados por:
1°—Los coeficientes binomiales (obtenibles simplemente de un trian-

gulo de Pascal o Tartaglia).

29_La serie de momentos con respecto a la media elegida, en orden
decreciente (o sea, segiin el orden decreciente de sus sub-indices)
a partir del momento de orden n que correspondera al primer
término.

3°—La serie de las potencias del primer momento con respecto a la
media elegida, a partir de la potencia O que corresponderi al
primer término.

B.—El dltimo o enésimo término estard formado por:
I°—El coeficiente.n — 1, y
2°—La potencia n del primer momento con respecto a la media arbi-

traria (Ver demostracién de esto Gltimo).

De todo lo anterior, se obtienen como formulas para el céleulo de los mo-
mentos con respecto a la media aritmética en términos de los momentos con
respecto a la media arbitraria:

g = W — Wi®
My = Wa — 3 Waws + 2 07°
e = Ws — 4 Wiy + 6 W'We — 3 Wyt

MOMENTOS EN SERIES DE CLASES Y FRECUENCIAS

En series de clases y frecuencias, las relaciones anteriores subsisten; sin
embargo, si en vez de buscarse los momentos en unidades del intervalo, como
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ocurre en los casos anteriores, se requieren esos momentos en unidades origi-
nales, se necesitard multiplicar el momento de orden n por la enésima poten-
cia del intervalo. :

Correccién de Sheppard.—En el caso de series de clases y frecuencias,
los momentos se calculan sobre el supuesto de que los valores de cada clase
se agrupan en torno del punto medio de la clase; supuesto sujeto a error, en
virtud del cual se necesitan corregir los momentos, de acuerdo con Sheppard,
en la siguiente forma:

Primer Momento corregido: 0

i
Segundo Momento corregido: pe ——

12
Tercer Momento corregido: s
Cuarto M id be | B
uarto Momento corregido: Ws— 9 240

O sea, que de los cuatro momentos, requieren correccién el segundo y
el cuarto.

ASIMETRIA

El grado de asimetria de una distribucién puede medirse conveniente-
mente, haciendo uso del tercer momento con respecto a la media aritmética;
en efecto:

— )3 = (4
uszzu,N 9 Lens M:_(NL

Si la distribucién es simétrica, para cada valor positivo de (x; — %)
habra un valor igual pero negativo en la distribucién. El cubo de cada valor
positivo de la desviacién serd un valor positivo igual, pero de signo distinto
al cubo de la correspondiente desviacién negativa. De este modo, si la mitad
de las desviaciones de la distribucién valen d; y la otra mitad, — d;, la mi-
tad de las desviaciones tendra por cubo + di y la otra mitad — d;®; o sea, que
la suma de todos los cubos sera igual a cero, puesto que cada + d;3 se anulard
con la correspondiente — d;. Si dicha suma es cero, la fraccién que tiene a di-
cha suma por numerador ser4 también cero, o sea, que el tercer momento serd
nulo. De este modo, resulta evidente que, cuando el tercer momento con
respecto a la media aritmética es igual a cero, la distribucién es simétrica.
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En cambio, cuando existan mds desviaciones positivas que desviaciones
negativas en la distribucién, predominaran los cubos positivos sohre los nega-
tivos y la suma algebraica de los cubos de las desviaciones sera positiva, con
lo que ps, el tercer momento con respecto a la media aritmética también
lo sera o sea, que cuando el tercer momento es positivo, la curva es positiva-
mente asimétrica.

En el caso contrario, o sea cuando predominan Ias desv1ac1ones negativas
sobre las positivas, predominaran en la suma los cubos negativos sobre los
positivos y la suma sera negativa, con lo cual el tercer momento sera negativo.
O sea, que cuando el tercer momento con respecto a la media aritmética es
negativo la curva es negativamente asimétrica.

El uso del tercer momento con respecto a la media aritmética tomado
por si solo no nos rendiria mas servicio que el de darnos a conocer si la curva
es simétrica o asimétrica y si es asimétrica en qué sentido lo es, si positiva o
negativamente. Esto no basta, ya que, en general, en estadistica se busca
la comparacién entre diferentes distribuciones, y no podrian compararse los
resultados de distribuciones cuyos valores estin dados en muy diferente.
unidades.

Con el fin de poder comparar el grado de asimetria de las distribuciones,
la burda medida de asimetria representada por el tercer momento con respecto
a la media aritmética se reduce a términos comparables dividiéndola entre la
medida de dispersién de la distribucién, o sea entre la desviacién media
cuadratica a la que se eleva al cubo (con el fin de compensar el efecto de
elevacién al cubo de las desviaciones para la obtencién del tercer momento).
La nueva medida de asimetria (a la que llamaremos 01) indica el grado de
asimetria en términos abstractos (y por lo mismo comparables) en vez de en
términos concretos; corresponde en realidad a un tercer momento en uni-
dades sigmaticas.

-
1=

Otra medida que se suele emplear para la asimetria es la llamada B, que
es en realidad el cuadrado de o;. En efecto:

\ us 2_M32
. [31_=(11 = o3 —

Pero como 02 es igual a p2 (el segundo momento con respecto a la media
aritmética o “variancia”), podremos escribir:
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Tanto o; como P; necesitan valer cero para que la distribucion sea
simétrica.

Una tercera medida de asimetria basada en los momentos.—Parece con-
veniente, con el fin de enmarcar el célculo de las medidas de asimetria en un
contexto mas amplio, proponer una que siendo sustancialmente la misma que
las anteriores, sefiala conexiones que las previamente mencionadas enmascaran.
En efecto, si extraemos la raiz cibica de o, y llamamos al nuevo valor yi,
tendremos:

 vm e
3, —_— —_—— =
Val = Y1 —-“}/_0_3_ G

Pero como ps = S(d3)/N; Wps = ¥2(d®)/N y esta raiz cubica del
cociente que resulta de dividir a la suma de los cubos de las desviaciones entre
el nimero de datos es lo que en la seccion relativa a las medias estadisticas
hemos definido como una media cubica; en este caso, media ciibica de las
desviaciones con respecto a la media aritmética, si dicha media cabica la
representamos por d, en forma aniloga a como representamos a la media
cuadritica de las desviaciones por Eq encontraremos una cierta conexion en-
tre la media de asimetria calculada con base en la desviacién media cubica, y
la medida de dispersién calculada sobre la base de la desviacion media cua-
dratica. Si en la expresion de y: se substituye ¥/ p, por d. tendremos como
medida de asimetria:

O sea, que con el fin de calcular la asimetria de una distribucién habra
que:

1°—Calcular la desviacién ciibica media de las desviaciones con respecto
a la media aritmética (o bien la raiz ciibica del tercér momento con
respecto a dicha media) y

20— Dividir dicha desviacién cabica media entre la desviacién cuadratica
media.
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CURTOSIS, ACHATAMIENTO O PICUDEZ

La curtosis de una distribucién mide el grado de achatamiento o picudez
de la misma.

Cuanto se ha dicho para el calculo de la asimetria puede aplicarse, mutatis
mutandis, al calculo de las medidas de curtosis. De entre éstas, cabe mencionar
principalmente la a4 y la y.

o =M
T ot
_Ym _d

Yz——o T e

O sea, que para determinar el grado de curtosis de una distribucién, o
bien se calcula el cuarto momento con respecto a la media aritmética y se le
divide entre la cuarta potencia de la desviacién cuadratica media (o entre la
segunda potencia del segundo momento), o:

1°—Se calcula la desviacién media bi-cuadratica de la distribucién (igual
a la raiz cuarta del cuarto momento), y

2°—Se le divide entre la desviacién media cuadratica de la distribucién.

Cuando se calcula el valor de a como medida de curtosis, se considera
como valor medio el de 3 (asi como se consideraba el valor de 0 como valor
medio en el caso de la asimetria) y se clasifica a las curvas en la forma si-
guiente:

1.—Con curtosis inferior a 3 “platiciirticas” o achatadas,

2—Con curtosis igual  a 3 “mesociirticas” o de achatamiento medio,

3.—Con curtosis superior a 3 “leptociirticas” o picudas.

Puesto que Y2 es la ¥ de 04, una curva serd mesocirtica cuando vy, valga
¥3 = 1.316, platiciirtica cuando tenga un valor menor al de ¥/3 y leptociirtica

cuando tenga un valor mayor que V3.

CALCULO CONJUNTO DE LA MEDIA, LA DESVIACION MEDIA
CUADRATICA Y LOS fNDICES PEARSONIANOS DE
ASIMETRIA Y CURTOSIS

Cuando se trata de caracterizar una distribucién mediante el calculo de
la media aritmética como promedio central representativo, de la desviacién
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media cuadratica como medida de dispersién indicadora del grado de represen-
tatividad de la media aritmética, de un indice de asimetria que sefiale el pre-
dominio o falta de predominio de los valores inferiores sobre los superiores
a la media aritmética o de éstos sobre aquéllos, y de un indice de curtosis que
indique el mayor o menor aplanamiento (la menor o mayor picudez) de una
distribucién, puede procederse ordenadamente al calculo de los momentos nece-
sarios para la obtencién de las medidas respectivas, en la forma siguiente:

I1°—Calcillense los momentos con respecto a la media arbitraria en unida-
des del intervalo, para lo cual:

A.—Obténganse las desviaciones con respecto a una media elegida,
en unidades del intervalo:

a.—determinando los puntos medios de los intervalos,
b.—eligiendo uno de dichos puntos medios como media arbitraria,
c.—colocando 0 frente a la media elegida,

—1, —2, —3... hacia arriba,
1, 2, 3... hacia abajo

(Estos Gltimos valores, colocados en una
columna son las desviaciones buscadas.)

B.—Obténganse los productos de las potencias de las desviaciones con
respecto a la media elegida, en unidades del intervalo por las fre-
cuencias:

a.—multiplicando las desviaciones anotadas en la columna ante-
rior por las frecuencias correspondientes y anotando los re-
sultados en otra columna, a fin de obtener los productos de
las primeras potencias de las desviaciones por las frecuencias
(ponderacién).

b.—~-multiplicando los productos de la columna anterior por las
desviaciones, a fin de obtener los productos de los cuadrados
de las desviaciones por las frecuencias, anotando los resultados
en otra columna.

c.—multiplicando los productos de la columna anterior por las
desviaciones, a fin de obtener los productos de los cubos de
las desviaciones por las frecuencias, anotando los resultados
en otra columna.

d.—multiplicando los productos de la columna anterior por las
desviaciones, a fin de obtener los productos de las cuartas po-
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tencias de las desviaciones por las frecuencias anotando los
resultados en otra columna.

C.—Obténganse los momentos (primero, segundo, tercero y cuarto)
con respecto a la media arbitraria mediante el célculo de las me-
dias de las potencias correspondientes:

a.—dividiendo la suma de la columna e del inciso anterior entre
el efectivo de la distribucién o sea la suma de sus frecuencias
para obtener el primer momento.

b, ¢, d.—dividiendo las sumas de los productos contenidos en las
columnas segunda, tercera y cuarta entre el efectivo de la dis-
tribucién (o sea la suma de las frecuencias) a fin de obtener
el segundo, el tercero y el cuarto momento con respecto a la
media arbitraria en unidades del intervalo.

2°—Se calcularén las potencias crecientes del primer momento con respec-
to a la media arbitraria en unidades del intervalo,

A, B, C.—elevando al cuadrado, al cubo y a la cuarta potencia el co-
ciente obtenido en @ del inciso anterior.

3°—Se calcularan los momentos con respecto a la media aritmética en
unidades del intervalo, substituyendo en las férmulas correspondientes
los valores de los momentos con respecto a la media arbitraria en uni-
dades del intervalo y las potencias crecientes del primer momento con
respecto a la media arbitraria en unidades del intervalo calculados en
I¢ y 2° (Ver férmulas de relaciones entre unos momentos y otros

en p. 100).

4°—Se calcularin los momentos con respecto a la media aritmética en uni-
dades originales, multiplicando cada uno de los momentos con respecto
a la media aritmética en unidades del intervalo obtenidos en 3 por las
potencias correspondientes del intervalo; para ello:

A.—Elévese el valor del intervalo a la segunda, a la tercera y a la
cuarta potencia.

B.—Multipliquese:

a—el cuadrado del intervalo, por el segundo momento con res-
pecto a la media aritmética en unidades del intervalo,

b.—Ila tercera potencia del intervalo por el tercer momento.

c—la cuarta potencia del intervalo, por el cuarto momento con
respecto a la media aritmética en unidades del intervalo.
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En esta forma, se obtendrin el segundo, el tercero y el cuarto
momento en unidades originales.
5°—Se aplicara la correccién por agrupamiento en caso necesario.

6°—La media aritmética se calculara haciendo las substituciones corres-
pondientes en la férmula:

;a'—_m,’l‘l‘-’li o G =m + wm
en donde M, representa el primer momento con respecto a la media
arbitraria en unidades del intervalo.

7°—La desviacién media cuadratica se calculara haciendo las substitucio-
nes correspondientes en la férmula:

6=V
8°—Fl indice de asimetria \/B, mediante la férmula:

_ b

61—03

(en donde o® se puede obtener multiplicando el valor de ¢ por p2).

9°—La medida de curtosis (B2) se obtendra haciendo las substituciones
eorrespondientes en la férmula:

M
62"‘64

(c* puede obtenerse elevando al cuadrado 2, segundo momento con
respecto a la media aritmética en unidades originales).

MEDIANA

Si suponemos una serie de clases y frecuencias, definida por los limites
inferiores de las clases Iy, I, Is, . . . ls, los limites superiores L,, Ls, Lg, ... La
y las frecuencias de clase Fy, Fs, F3, ... F,, y queremos obtener la mediana
de esa distribucién, razonaremos como sigue:

Puesto que la mediana es el valor de la variable por debajo del cual y por
encima del cual se encuentran respectivamente la mitad inferior y la mitad
superior de la distribucién, sera necesario calcular en primer término cuantos
casos comprende la distribucién total (sumando las frecuencias) y cuil es la
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mitad de ese nimero (dividiendo la suma de las frecuencias entre 2). La mi-
tad de la distribucién estara dada por XFy/2.

En seguida serd necesario localizar cual es la clase para la cual la suma
de todas las frecuencias anteriores es igual a 2F;/2. Supongamos que al su-
mar F; 4 F, hubiésemos obtenido el valor 2F;/2 esto querria decir que L.
o sea el limite superior de la segunda clase comprenderia los F2 casos de dicha
segunda clase y los F; casos de la clase previa, o sea, que por debajo de L
se encontrarian XF;/2 o sea la mitad de la distribucién. Esto querria decir
que Lo seria el valor de la mediana.

Sin embargo, no siempre es tan sencillo el caso, y en las mismas series
de clases y frecuencias puede ocurrir que, una vez determinado 2F;/2 no haya
clase para la cual la suma de todas las frecuencias anteriores sea exactamente
igual a la mitad de la distribucién 2F;/2; en este caso, podemos suponer, por
ejemplo que al sumar todas las frecuencias hasta la frecuencia de la tercera
clase (F; + F» + F3) obtenemos un valor ligeramente inferior a 2F;/2, y
que si sumamos la frecuencia de la clase siguiente (Fy 4+ Fy 4 F3; + F,) obte-
nemos un valor ligeramente superior a 2Fi/2. Esto querra decir que la me-
diana serd un valor comprendido entre los limites superiores de las clases
tercera y cuarta (Lz y Ls). Si tomamos el limite superior de la clase tercera
(que précticamente se confunde con el limite inferior de la clase cuarta L)
habra que pensar en agregar un cierto niimero de frecuencias a la suma de las
anteriores F1 -+ Fz + F3 para tener las 2F /2 que requiere la mitad de la dis-
tribucién. Estas frecuencias habra que tomarlas de la clase cuarta; o sea, que

. 2F
de las Fy frecuencias de la cuarta clase habra que tomar las -2—‘— (F1 4

+ F; 4 F3). Finalmente, habra que preguntarse a qué tantas unidades del
i
intervalo entre l; y Ls corresponden esas <> (F1 4 Fs + F3) y agregar

dicho valor a Iy para obtener la mediana.
En una simbologia mas comprimida, podriamos representar la suma total

N .

de las frecuencias por EFg, y la suma de las frecuencias (Fy 4 Fp + F3) que
m—1

acumuladas dan un valor cercano al de EF /2 por E F; (que leeriamos) suma

de las frecuencias acumuladas hasta la anterlor a la que contiene a la mitad

de la distribucién.
Conforme a la anterior simbologia, lo que seria preciso agregar al limite

inferior de la clase se obtendria resolviendo la proporcién:
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N
3F;
1 m—1 o
x:—— Fiiii:F,
9 1

Despejando el valor de x, se tendria:

N
3F;
1 ‘m—1
2 1 .
x= T, A
O sea, que la férmula para la mediana seria:
N
2F;
1 m—1
Md =1+ —2—— i Fy i
Fn

Segiin esta formula, el cilculo de la mediana en series de clases y fre-
cuencias puede hacerse conforme al siguiente procedimiento: '

I1°—Stimense todas las frecuencias y dividanse entre 2.

2°—Biisquese cual es la clase para la cual la suma de las frecuencias se
aproxima mis (por debajo) a la mitad de la suma de las frecuencias.

3°—Obténgase la diferencia entre la mitad de la suma de las frecuencias
y la suma acumulada de frecuencias que mas se le aproxima por
debajo.

4°—Dividase dicha diferencia entre la frecuencia de la clase en la que
estd comprendida la mitad de la suma de las frecuencias.

5—Multipliquese el cociente por el valor del intervalo.

6°—Agréguese el producto al limite inferior de la clase que contiene a la
mitad_de la suma de las frécuencias.

Si se tiene en cuenta que a la suma de las frecuencias de una clase con las
frecuencias de las clases precedentes (o subsiguientes) se le conmoce como
“frecuencia acumulada”, podremos delinear el mismo procedimiento anterior
con las siguientes palabras:

1°—Determinese la mitad de las frecuencias.
29— Busquese la clase que contiene dicha mitad de la distribucién.
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3°—Réstese de la mitad de la distribucién, la frecuencia acumulada ante-
rior a la que contiene a dicha mitad.

4°—Dividase dicha diferencia entre la frecuencia no acumulada de la cla-
se que contiene a la mitad de la distribucién.

5°—Multipliquese dicho cociente por el intervalo.

6°—Agréguese dicho producto al limite inferior de la clase que contiene
a la mitad de la distribucion.

En todo lo anterior, hemos explotado un supuesto: el de que se quiera
trabajar con el limite inferior del intervalo de clase que contiene a la mediana;
pero bien puede suceder que convenga trabajar con el limite superior; en
efecto, si se trabaja con el limite superior, se hace innecesaria la mencién
de la clase anterior a la que contiene a la mediana y, con ello, se evita un
escollo en la memorizacién del procedimiento de célculo. :

Efectivamente, es facil comprender que si se usa el limite superior es
necesario restar algo en vez de sumar algo al limite para obtener la median..
De ahi que entre el limite superior y la fraccion deba de haber un signo —,
en tanto habia un signo - entre el limite inferior y la fraccién. Por otra
parte, para saber cuinto hay que restar serd preciso saber cuintas son las
frecuencias en que la suma de las frecuencias de los intervalos anteriores a

m
la clase que contiene a la mediana (=F;) excede a la mitad de la distribucién
1

b4
3.
——: O sea, que serd necesario modificar también el numerador de la frac-

cién, con lo cual la férmula para el calculo de la mediana con empleo del
limite superior L sera:

Segiin esto, el procedimiento consistiria en:

1°—Determinar cual es la mitad de la distribucién.
2°—_Determinar cuil es la frecuencia acumulada que contiene a dicha

mjtad de la distribucion.
3°—Restar de la frecuencia acumulativa que contiene a la mitad de la

distribucién, dicha mitad.
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4°—Dividir dicha diferencia entre la frecuencia no acumulada, de la cla-
se que contiene a la mitad de la distribucién.

5°—Multiplicar dicho cociente por el intervalo.

6°—Restar dicho producto del limite superior de la clase que contiene a
la mitad de la distribucién.

Las Cuantilas—La mediana no representa sino un tipo particular de
promedio, especialmente importante por ser el central pero que no es el anico,
ya que hay otros promedios, que se calculan como la mediana, y que reciben
el nombre de promedios laterales, o promedios de graduacién.

A los promedios de graduacién se les conoce genéricamente como “cuar-
tilas” y por medio de ellos se divide a las distribuciones en partes iguales.

Es asi como, a semejanza de la mediana que divide a una distribucién
en dos partes iguales (valores inferiores a la mediana y valores superiores al
de la mediana) hay otros promedios que dividen a la distribucién en cuatro,
seis, diez, cien partes iguales, a los cuales se les denomina genéricamente cuan-
tilas, llamandose cuartilas cuando dividen a la distribucién en cuatro partes
iguales, sextilas cuando la dividen en seis, decilas cuando las dividen en diez
partes iguales y centilas (antiguamente las llamaban porcentilas) cuando la

- dividen en cien partes iguales.

Las cuartilas son especxalmente lmportantes, pues sirven para determinar

las llamadas:

1.—Zona de deficiencia.
2.—Zona de normalidad, y de un fenémeno.
3.—Zona de excedencia.

En efecto, las cuartilas son los valores limites de cuatro zonas, dentro de
cada una de las cuales esta comprendlda una cuarta parte (o un 25 %) de las
frecuencias; es asi como:

La Prlmera Cuartila Es el limite superior de la primera cuarta parte

de las frecuencias, o sea del primer 25 %
La Segunda Cuartila Es el limite superior de la segunda cuarta parte

de las frecuencias, o sea del segundo 25 %
La Tercera Cuartila Es el limite superior de la tercera cuarta parte

de las frecuencias, o sea del tercer 25 %
La Cuarta Cuartila Es el limite superior de la cuarta cuarta parte

de las frecuencias, o sea del cuarto (iltimo) 25 %

O sea que las cuatro cuartilas cubren el 100 %
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La zona (25 %) limitada por la primera cuartila reci-

be el nombre de Zona de deficiencia
La zona (50 %) comprendida entre la primera y la

tercera recibe el nombre de Zona de normalidad
La zona (25 %) comprendida entre la tercera y la

cuarta recibe el nombre de Zona de excedencia

Por simetria, puede hablarse de una cuartila cero como limite inferior
de la zona de deficiencia.

Las cuartilas se pueden representar por una C (reservaremos la Q usada
tradicionalmente para las cuantilas in genere) afectada de un sub-indice que
indique el nimero de orden de la cuartila; asi Cy, C2, C3, Cs4 (representarin
la primera, la segunda, la tercera y la cuarta cuartila).

De hecho, la Cy o cuartila cero no tiene que calcularse, pues coincide siem-
pre con el cero.

La C, o cuartila cuatro no tiene que calcularse, pues coincide con el total
de la distribucién (2F;). )

La C; o cuartila dos no tiene que calcularse, porque en’cuanto la cuartila
dos divide a la distribucién en dos partes iguales (25 % entre Co y Cy y 25 %
entre C; y Cz) es, por definicién la mediana que suponemos ya calculada.

Sea como fuere, la féormula para el calculo de las cuartilas sera anéaloga
a la empleada para calcular la mediana; asi, mientras en el caso de la mediana
se calculaba cual era la mitad de la distribucion, en el caso de las cuartilas
serd preciso determinar cuil es la cuarta parte de la distribucion y tomar
tantas cuartas partes como lo indique el niimero de orden de la cuartila para
en seguida, utilizar el valor obtenido como guia para encontrar la frecuencia
acumulativa que contiene a dicho valor, restar de dicha frecuencia ese valor,
dividir el residuo entre la frecuencia no acumulativa de la clase que contiene
a ese valor, multiplicar el cociente por el intervalo de clase y restar el pro-

. N
ducto del limite superior de la clase que contiene al valor calculado » <
O sea, que la férmula para las cuartilas puede escribirse:

N

3F;

m 1
EF i—n—
1

4 .
Cn"'——L— Fm l

En forma general para las cuantilas, si Q representa cuantilas y g el
namero de partes iguales en que las cuantilas dividen la distribucién, ten-

dremos:
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3
. lei——n—
On=L—\ ———2 ]

Esta formula especialmente aplicable en el caso de una serie de clases
y frecuencias es asimismo aplicable en el caso de una serie de frecuencias; en
tal caso, L equivale a una x;, e ¢ vale 1.

DISPERSION POR MEDIO DE CUANTILAS

:En forma parecida a como. la mediana cumple en la estadistica cuantilar
una funcién representativa de las distribuciones aniloga a la funcién repre-
sentativa de la media en la estadistica de los momentos, las cuantilas han sido
utilizadas a semejanza de la desviacién media cuadratica (y de su cuadrado,
la variancia) .para medir la dispersién de una distribucién.

Las medidas - de dispersién calculadas mediante el uso de las.cuantilas
tratan de_evitar los mas serios inconvenientes-de la mas burda de las medidas
de dispersién- (la “amplitud” u “oscilaciéon’” de la distribuciéon) en todos
aquellos casos en los que no es posible calcular medidas mas precisas de
dispersién (como la desviacién media cuadritica). _

En efecto, la amplitud mide simplemente la diferencia (algebraica, pues-
to que puede darse el caso de valores negativos en la distribucién y en tal caso
habra necesidad de sumar y no de restar) entre los valores maximo y minimo.

Como puede comprenderse, la amplitud u oscilacién' resulta muy influida
por los valores extremos, por lo cual se trata de eliminar dichos valores me-
diante el céilculo de medidas de dispersién que pueden agruparse bajo el
rubro de “desviaciones intercuantilares”.

A este tipo de desviaciones intercuantilares corresponden principal-
mente:

I.—La desviacién inter-decilar.

2.—La desviacién semi-inter-cuartilar.

Como su nombre lo indica, la desviacién inter-decilar mide la distancia
entre dos decilas (la primera y la novena) de una distribucién, obviando con
ello el inconveniente de los valores exiremos que caen por debajo -de la decila
primera o por arriba de la decila novena.

. Con el calculo de la desviacién semi-inter-cuartilar que mide la distancia
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media entre la cuartilas primera y tercera, no sélo se elimina el inconveniente
de los casos extremos y no representativos (que caen por debajo de la primera
cuartila o por arriba de la tercera), sino que ademis se salva el inconveniente
de la asimetria, considerandose en realidad con la desviacién semi-inter-cuar-
tilar, la distancia media de los limites de la zona de normalidad al centro de

la misma, medida mucho mis significativa que la anterior.

ASIMETRIA EN TERMINOS CUANTILARES

Si la distancia entre la cuartila tercera y la mediana fuese igual a la dis-
tancia entre la mediana y la cuartila primera, eso indicaria que la curva era
simétrica. En este caso la diferencia de estas distancias (C; — Md) —
(Md — C,) seria nula.

Si la distancia entre la tercera cuartila y la mediana fuese mayor que la
distancia entre la mediana y la primera cuartila eso indicaria una asimetria
de la distribucién. En ese caso (Cs — Md) — (Md — C;) seria positivo e
indicaria predominio de los valores bajos.

Si la distancia entre la tercera cuartila y la mediana fuese menor que
la distancia entre la mediana y la primera cuartila eso indicaria una asimetria
de la distribucién. En tal caso, (C; — Md) — (Md — C;) seria negativo e
indicaria predominio de los valores altos.

Es decir, que puesto que (C;— Md) — (Md— C1) refleja segin sea
nulo, positivo o negativo si la distribucién es simétrica o asimétrica y cual
es el sentido de la asimetria, puede considerirsele como una buena medida
de asimetria. _ v

Sin embargo, como la diferencia (C, — Md) — (Md — C;) da por re-
sultado un niimero concreto que no permite la comparacion del grado de asi-
metria de diferentes distribuciones, conviene reducirlo a términos abstractos,
dividiéndolo entre una medida de dispersion. En este caso, como nos move-
mos en el 4&mbito de la estadistica cuantilar, la medida més conveniente seria
la desviacién inter-cuartilar o mejor la desviacién semi-inter-cuartilar (do).

(Cs — Md) — (Md — Cy)
do )

Asimetria =

DISTRIBUCIONES DE FRECUENCIAS

Distribucién Binomial.—En lo que sigue, vamos a buscar con qué fre-
cuencia se presentan 0, 1, 2, 3, ... n Aguilas cuando se lanzan al aire 1, 2, 3,

4, ... n monedas.
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Partiremos del supuesto de que sea una la moneda que se lance. Teo-
ricamente habra la posibilidad de obtener o un aguila o un sol, y la probabi-
lidad que hay de obtener una u otro son iguales; o sea, que si la moneda se
lanza un nimero creciente de veces, podra observarse que cada vez se realiza
mis perfectamente la prediccién de que “de cada dos tiradas” una corresponde
a un sol y una a un 4guila. Es decir que hay:

1 posibilidad de obtener 1 &guila y 0 soles, A
1 posibilidad de obtener 0 &guila y 1 sol, S
2 posibilidades de obtener 1 aguila o 1 sol. S. A,

Si suponemos que en lugar de tratarse de una moneda se trata de dos
monedas, para cada una de ellas se dara la posibilidad de obtener un sol o
un aguila, pero combinadamente, existen cuatro posibilidades: 1¢—que las
dos monedas den un 4guila cada una (44); 2%—que la primera dé un aguila
y la segunda un sol (AS); 3%—que la primera dé un sol y la segunda un
aguila (S4); 4%—que las dos den un sol (SS). Si no tenemos en cuenta el
orden en que aparecen el aguila y el sol, podremos identificar como una
misma combinacién la 22 y la 32; o sea, que podemos decir que hay:

1 posibilidad de obtener 2 &guilas y 0 soles AA
2 posibilidades de obtener 1 aguila y 1 sol AS SA
1 posibilidad de obtener 0 dguilas y 2 soles SS

4 posibilidades de obtener 2, 1, O dguilas o 0, 1, 2 soles.

Podemos establecer algo semejante con respecto a tiradas de 3,4,5,...
10 monedas, obteniendo los siguientes resultados:

Para 3 monedas:

1 posibilidad de obtener 3 aguilas y O soles AAA

~ 3 posibilidades de obtener 2 aguilas y 1 sol AAS-ASA-SAA
3 posibilidades de obtener 1 aguila y 2 soles ASS-SAS-SSA
1 posibilidad de obtener 0 aguilas y 3 soles SSS

8 posibilidades de obtener 3, 2, 1, O aguilas o
0, 1, 2, 3 soles. (8 = 28)
Para 4 monedas:

1 posibilidad de obtener 4 aguilas y 0 soles
4 posibilidades de obtener 3 &guilas y 1 sol
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6 posibilidades de obtener 2 4guilas y 2 soles
4 posibilidades de obtener 1 aguila y 3 soles
1 posibilidad de obtener O aguilas y 4 soles.

16 posibilidades. (16 = 2¢%)

Para 10 monedas:

1 posibilidad de obtener 10 aguilas y O soles
10 posibilidades de obtener 9 aguilas y 1 sol
45 posibilidades de obtener 8 aguilas y 2 soles
120 posibilidades de obtener 7 aguilas y 3 soles
210 posibilidades de obtener 6 aguilas y 4 soles
252 posibilidades de obtener 5 éguilas y 5 soles
210 posibilidades de obtener 4 aguilas y 6 soles
120 posibilidades de obtener 3 4guilas y 7 soles
45 posibilidades de obtener 2 aguilas y 8 soles
10 posibilidades de obtener 1 aguila y 9 soles

1 posibilidad de obtener 0 4guilas y 10 soles.

1024 posibilidades. (1024 = 210)

Si representamos graficamente la posibilidad de obtener 0, 1, 2, ... n mo-
nedas, o sea, si representamos estas diferentes distribuciones, obtendremos
una serie de curvas dificilmente comparables, ya que el total de posibilidades
de cada distribucién es muy distinto. En cambio, podremos comparar las
formas de las curvas obtenibles si tomamos las frecuencias relativas dividien-
do en cada distribucién cada una de las frecuencias entre el total de las
frecuencias.

Asi, por ejemplo, la probabilidad o frecuencia relativa que hay de ob-
tener un aguila lanzando una moneda es de 1/2; siendo asimismo de 1/2 la
probabilidad o frecuencia relativa que hay de obtener cero aguilas. La fre-
cuencia relativa o probabilidad de obtener dos dguilas con dos monedas es
de 1/4 (puesto que en total hay cuatro probabilidades distintas) ; la frecuen-
cia relativa o probabilidad de obtener un 4guila es de 2/4; la frecuencia rela-
tiva o probabilidad de obtener cero 4guilas es de 1/4....

Lo anterior podemos expresarlo en la forma siguiente:

Para una moneda:

! psorlae
S 4180 4 A5


compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo


118 OSCAR URIBE VILLEGAS

que se leeria:

una de cada dos (1/2) posibilidades de obtener una (el exponente 1
de A) 4guila (4) y cero (exponente de S) soles (S), y
una de cada dos posibilidades de obtener cero aguilas y un sol.

Para dos monedas:
1 2 1
— 42 — A4St |+ - A952
2 A28° + n + ik

que se leera:

una de cada cuatro posibilidades de obtener 2 aguilas y ningin sol,
dos de cada cuatro posibilidades de obtener 1 4guila y un sol,
una de cada cuatro posibilidades de obtener ninguna &guila y dos soles.

En la misma forma se podria continuar para el caso de 3, 4 o mis
monedas, y en todo caso, podria verse la forma en que este modo de notacién
refleja el desarrollo de las potencias [primera (para una moneda) segunda
(para dos monedas), tercera (para tres monedas) ... enésima (para n mo-
nedas] del binomio:

1 1
e
2 +2

Los coeficientes de los términos del desarrollo binomial indican la posi-
bilidad que hay de que el atributo 4 se presente el nimero de veces que in-
dica el exponente de 4 en dicho término cuando el nimero de elementos que
tienen dicho atributo es igual al exponente del binomio; asi 2/4 (dos de
cuatro) son las posibilidades que hay de obtener un 4guila y un sol cuando
se lanzan dos monedas, puesto que 2/4 es el coeficiente de 41S! en el desarro-

1 1
llo de la segunda potencia de §A + 3 S.

En general un término de orden r del desarrollo de la enésima potencia
del binomio tiene (como factores) :

1.—Fl primer término del binomio, elevado a una [potencia igual a la
que se ha elevado al binomio] disminuida del [nimero de orden del
término menos uno] (o elevado a una [potencia igual a aquella
a la que se ha elevado el binomio disminuida del ntimero de orden
del término], [més uno]). Si llamamos a al primer término del
binomio, este primer factor sera: a"~¢—1) o gn—r+1,
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TECNICAS ESTADISTICAS 119

2.—EFl segundo término del binomio elevado a una potencia’ igual al
[nimero de orden del término] [menos uno]; o sea, que este se-
gundo factor serd: b™~L

3.—Un coeficiente fraccionario

a—cuyo numerador estd formado por la serie decreciente de los
nimeros naturales a partir del exponente del binomio y termi-
nando con el exponente del primer término del binomio en este
término del desarrollo menos 1 (de n a n—(r — 2), tomados
como factores y

b.—cuyo denominador estard formado por la serie creciente de los
nimeros naturales a partir de uno y terminando con el exponen-
te del segundo término del binomio en este término del desarro-
llo (de 1 a (r— 1), tomados como factores.

Segiin todo lo anterior, un término de orden r en el binomio sera:

n(n—1)...(n—[r—2])

(n—r—1) b(r.—1)
a
12, . r—1)
Coeficiente Potencia del ler. Potencia
' término del del 2¢
binomio término

Si volvemos a nuestras probabilidades de obtener aguilas o soles con un
cierto niimero de monedas, puesto que la probabilidad de obtener un aguila
es 1/2 y la de obtener un sol 1/2 podremos substituir @ y b por 1/24 y 1/2 5,
con lo cual tendremos como probabilidad de obtener n — (r — 1) aguilas y
r — 1 soles, la siguiente:

n(n—1)...(n—[r—2]) (1 n—(r—1) (1_ =1 —
120 ieninss (r—1) (5’4) 2 S).

n(n—1) ... (n—[r—2]) (l ‘)”—(f—l) (1 )(r—l) An—(r—1)Gra
12, 000iiiiiininn, (r—1) 2 2

De este término nos interesa particularmente el coeficiente de 4 S, puesto
que, en cuanto 4 y S elevados a (n— (r—1) y a r — 1 respectivamente no
hacen sino indicar el nimero de aguilas n —(r — 1) y de soles r — 1 que se
esperan al tirar n monedas, y esos exponentes n—(r —1) y r — 1 ya apare-
cen afectando a 1/2 y 1/2 que son las probabilidades respectivas e iguales que
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corresponden a los dos sucesos posibles (&guilas, soles). Por lo mismo, nos
reduciremos siempre a considerar la expresion:

R OO

Esta expresion es, en realidad, el término de orden r del desarrollo potencial:

1 13\*
(i+2)

Consideremos un ejemplo distinto al de las dguilas y soles, a fin de tener
bases para establecer una expresion mas general. Examinemos el caso del
lanzamiento de dados, y supongamos que nos interesa determinar la posibi-
lidad de obtener 0, 1, 2, 3, . . . n seises lanzando 1, 2, 3, .. . n dados.

Si tomamos un solo dado, habra una oportunidad de cada seis de obte-
ner seises, y 5 oportunidades de obtener cualquier cifra que no sea seis (1, 2,
3, 4, 5). Una de seis oportunidades de obtener seises se representaria como

1/6 y cinco de cada seis oportunidades de obtener otra cifra por 5/6. O sea
que habria:

1+5
6 6

Si en vez de un dado se lanzan dos, para cada uno de ellos sigue habien-
do una oportunidad de cada seis (1/6) de obtener un seis, y cinco de cada
seis (5/6) de obtener una cifra que no sea seis; sin embargo, combinada-
mente, puede ocurrir que se obtengan: I°—un seis en el primer dado y un seis
en el segundo. 2°—un seis en el primer dado y otra cifra en el segundo. 3°—una

“cifra que no sea seis en el primero y un seis en el segundo. 4°—ninglin seis ni
en el primero ni en el segundo.

*—3Si se obtiene un seis en el primero no hay sino una posibilidad de
que sea seis el del segundo (I), en tanto que el total de posibilidades de com-
binacién de una cifra cualquiera del primer dado (sea o no seis) con otra cifra
también cualquiera del segundo (sea o no seis) es de 6 (caras del primero)
por 6 (caras del segundo); o sea, 36. Es decir que hay una posibilidad de
cada 36 de que se obtenga un seis de cada dado (1/6).

2°—Si se obtiene un seis en el primero, hay cinco posibilidades (las cinco
caras menos la marcada con seis) de que el segundo marque una cifra que no
sea seis (5), en tanto que el total de posibilidades de combinacién es (segtin
vimos antes) de 36. O sea, que hay 5 posibilidades de cada 36 de que se
obtenga un seis en el primer dado y un no-seis en el segundo (5/36).
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7

3°—Si se obtiene un no-seis en el primero (y hay cinco posibilidades de
obtener un no-seis con dicho dado) habra por cada posibilidad de obtener un
no-seis con ese dado, una sola posibilidad de obtener un seis con el segundo;
como hay cinco oportunidades de obtener un no-seis con el primero, habra
también cinco oportunidades de que un seis del segundo entre en combinacién
con un no-seis del primero. Como el total de combinaciones posibles es de 36,
podremos decir que hay 5 de cada 36 posibilidades de que el primer dado
marque una cifra distinta de seis y el segundo un seis (5/36).

4°—Si se obtiene un no-seis con el primer dado (y hay cinco oportunida-
des de obtener con él un no-seis), habré cinco oportunidades (por cada no-seis
del primero) de obtener un no-seis con el segundo; o sea, que habra (5 X 5)
veinticinco oportunidades de obtener cifras que no sean seis con los dos dados;
o sea, que habri veinticinco de 36 oportunidades de obtener tal resultado
(25/36).

Si tenemos en cuenta que para nuestros propésitos poco importa que el
no-seis o el seis sean del primero o del segundo dado, tendremos las posibili-
dades siguientes:

2 seises I seis y 1 no-seis 2 no-seises
1 9 S5 25
36 X 36 36

Lo anterior puede escribirse también, en términos de la probabilidad en
el caso de un solo dado:

1\2 1 5 5\2
(a) roxpxit ()

Esto es el desarrollo de la segunda potencia del binomio 1/6 4 5/6.

1 53\%
(:+¢)

En forma analoga, si se tratara de tres dados, las probabilidades de obte-
ner 3 seises, 2 seises, 1 seis, 0 seises serian dadas por el desarrollo de la tercera
potencia del binomio 1/6 - 5/6. En general, si se tratara de n dados y se
trataran de determinar las posibilidades de obtener n, n—1,n —2, ... 2,1,
0, seises se recurriria al desarrollo de la enésima potencia del binomio 1/6

-+ 5/6.
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1 5\
(5+5)

El término de orden r (o sea el que indicaria con qué frecuencia relativa
o con qué probabilidad se darian n —(r — 1) sieses) seria:

nin—1) (n—2) ... (n—[r—2]) ( 1 ) n—(r-1) ¢ 5 ) r—1
123, .. . . . . (r—1) \ 6 (6
En forma aniloga, si se tratara del mismo experimento de tirar estos dados

ideales y saber de las oportunidades de obtener, por ejemplo, una cifra infe-
rior a cuatro, la probabilidad para un dado seria de 4/6 para las tiradas de
valor inferior o igual a 4, y de 2/6 para las tiradas de valor superior (5, 6)
a cuatro; segin esto si se lanzaran n dados, la expresién siguiente daria la
posibilidad de obtener n— (r — 1) valores inferiores o iguales a cuatro:

s e (6) T (8)

Si, por ejemplo, se tratara de determinar la posibilidad de obtener 5 caras
de valor inferior o igual a cuatro en caso de lanzarse 10 dados, habria que
substituir en la expresién anterior » por 10 y n— (r—1) por 5. De
n— (r—1) = 5, y n = 10 se deduciria que (r —1) = 5. Substituidos los
valores en la expresién anterior, se tendria:

10X9X8XTX6 (4)° 2)°
IX2X3%X4X5 (E) (8)
que serian las probabilidades que habria de obtener en 5 de los 10 dados lan-
zados, valores inferiores a 4.

En general, si la probabilidad de obtener un &guila con una moneda es
de 1/2, la probabilidad de obtener un seis con un dado es de 1/6, y la pro-
babilidad de obtener un valor menor o igual a cuatro con un dado es de 4/6,
podremos representar 1/2, 1/6, y 4/6 o, en general, la probabilidad de que
se dé el suceso que calificariamos de éxito, por P, y 1/2, 5/6 y 2/6 o sean las
probabilidades de obtener un sol con una moneda, un no-seis con un dado, o
un valor superior a 4 con un dado o, en general, la probabilidad de que se
realice el suceso que calificariamos de “fracaso” por Q.

Con esta notacién convencional, el desarrollo del binomio P+ Q) o
(Q + P)" representars las diferentes probabilidades (o frecuencias relativas)
de obtener n, n —1, n—2,...3, 2, 1, 0 éxitos y complementariamente, de

obtener 0, 1, 2, —...n—3, n—2, n— 1, n fracasos, siendo las probabi-’
lidades complementarias de éxito o de fracaso por unidad P y Q (las cuales
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pueden ser iguales como sucede en la probabilidad de obtener una aguila o
un sol de una moneda perfecta, o diferentes segiin ocurrié en nuestros ejem-
plos de los dados).

Media Aritmética de la Distribucion Binomial—Tratandose como se trata
de una serie de frecuencias, referirse al calculo de la media aritmética de la
distribucién binomial equivale a pensar en la determinacién de la media
aritmética del nimero de éxitos (0, 1, 2, 3, 4, ...n) o fracasos (n, n —1,
n—2,n—3,n—4,...0) ponderada por medio de las frecuencias corres-
pondientes, representada por los correspondientes términos del desarrollo del
binomio (Q 4 P)". Y tomamos el binomio Q@ 4 P y no P + Q a fin de poder
hacer coincidir el dato 0 éxitos con su frecuencia correspondiente P°Q", 1 éxito
con la respectiva frecuencia nP1Q"—1, etc.

Para calcular la media aritmética ponderada del niimero de éxitos, nece-
sitaremos multiplicar el niimero de éxitos (0, 1, ...n), o sean los datos, por
los términos correspondientes del desarrollo del binomio, o sean las frecuen-
cias, sumar dichos productos y dividir la suma entre el total de las frecuencias
o sea entre la suma de los términos del desarrollo del binomio.

El primer producto del nimero de éxitos (0) por su frecuencia (Q") se
anula. De este modo, la suma de las frecuencias carecerd de término de gra-
do n y comenzari con un término de grado (n—1) al que le correspondera
como nimero de orden (r — 1) la cifra 2 y no 1.

El segundo producto seri el resultado de multiplicar el nimero de éxitos
(1) por su frecuencia nQ"~1P. Este sera el primer término de la suma de los
productos de los datos por las frecuencias.

El tercer producto sera el resultado que se obtenga de multiplicar el niimero

—1
de éxitos (2) por su frecuencia ln(n ) Q"—2P; el factor 2 (nmero de

éxitos) se reduce a la unidad con el factor 2 del denominador del

. . n(n—1)
coeficiente binomial, con lo que el producto resulta ser: i Q2P =

= n(n—1) Q"2 P, que sera el segundo término de la suma de los produc-
tos de los datos por las frecuencias.

En general, a partir del segundo producto (que se convierte en primer
término de la suma de los productos) el factor nimero de éxitos reduce
a la unidad al dltimo factor que interviene en el denominador del coeficiente
binomial y si para el producto de orden r, el niimero de éxitos es r —1 y el
valor de la frecuencia respectiva el del término de orden r del binomio

nn—1) ... ((n—[r—2])

Qr——1 Pr—1 ¢l producto sera:
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) nn—1(mnr—2...(—[r—2])
=y T r—1)

Qn-— (r—1) P(r — 1)

Si se elimina (r — 1) que aparece como factor y como divisor, y n se pone
como factor de todo el quebrado a fin de que vuelva a haber el mismo niimero
de factores en el numerador y en el denominador (puesto que la eliminacion del
r — 1 habia disminuido en uno los factores del denominador) y se tiene en
cuenta que el factor inmediato anterior ar—1es (r—1) —1=r—2, se
tendra:

n (n—1) (n—2) ...(rn—[r—2])
1. 2 i (r—2)

Pe—=1) puede descomponerse en PU~1—1 y P, 0 sea, en P —2 y P; si
asociamos este segundo factor a n, tendremos:

Qr—(r=1) ptr—1)

(n—1) (r—2) ...((n—[r—2])
nP
1. 2 it (r—2)

Si agregamos un operador = a toda la expresién tendriamos la suma de
los productos del niimero de éxitos por las frecuencias con las que se obtiene

ese niimero; sin embargo nP en cuanto constante puede salir del operador que
s6lo se aplicara al resto de la expresién:

Qn —(r—1) P(r—2)

(=1 (=2 . L2
T . 2.0eiiiiinns sy VAR

nPE[

Es facil ver que la expresién de dentro del operador 3 es el términc
tipico del desarrollo de un binomio; el primer factor del coeficiente bino-
mial (n—1) nos da la pista en el sentido de que se trata del binomio
(Q + P)**; en efecto, dicho coeficiente tiene en el numerador términos
que van desde n — 1 hasta n — (r — 2) ; en efecto, el altimo factor del deno-
minador es el exponente de P, y el substraendo del dltimo factor del nume-
rador debe ser igual a dicho altimo factor del denominador disminuido en
una unidad, o sea r — 2 —1 = r — 3, que restado de n — 1 (equivalente de
la n de la féormula general) da: n—1—(r—3)=n—1—7r43=
=n—[(r—2)], que es precisamente el altimo factor del numerador; en
cuanto a los exponentes, el de Q es n— (r — 1) que sumado con el de P
que es 7—2 da n— 1, o sea la potencia a la que esti elevado el binomio
correspondiente. Es decir, que toda la expresién previa se reduce al producto
de nP por la suma de los términos de la potencia n — 1 del binomio Q-+ P

nPZ (Q + P)"1
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Como la suma de las probabilidades de éxito y de fracaso es igual a
1:P4 Q@=1, y la potencia (@ 4 P)*~* (o la suma de sus términos) es
igual a 1, valor que multiplicado por nP da nP. Es decir, que la suma de los
productos del niimero de éxitos por las frecuencias respectivas (o probabili-
dades de obtener tal niimero de éxitos) es nP.

Para obtener la media ponderada habra que dividir ese producto nP por
la suma de las frecuencias o sea la suma de los términos del desarrollo de
(Q + P)™; pero esta suma, por razones analogas es igual a 1, con lo cual:

nP
media binomial = 4 = nP

Mediante un proceso analogo, puede obtenerse como desviacién media cua-
dratica de la distribucién binomial \/npq. ‘

Distribucién de Poisson—Cuando las probabilidades de fracaso (Q) o
de éxito (P) de un acontecimiento se hacen infinitamente pequeiias, pero, al
mismo tiempo el nimero de probabilidades elementales n crece suficiente-
mente como para que ng siga siendo una cantidad finita, los términos de la
distribucién binomial dan lugar a un tipo especial de distribucién conocida
como distribucién de Poisson.

Para estudiar la distribucién de Poisson desarrollemos matematicamente
lo dicho en el parrafo anterior, para lo cual partiremos de la expresién que
da la probabilidad o frecuencia relativa de (r —1) éxitos:

n(n—1) (n—2) ... (n—[r—2])
1. 2 Bt ..(r—1)

Si representamos Q, las probabilidades de fracaso, por m/n (lo que equi-
vale a hacer a nq igual a la cantidad finita m y despejar el valor de Q) ten-
dremos: ‘

pr—(r—1) Qr —1

nQ =m
_m
0= n
Y, puesto que la suma de las probabilidades es igual a la unidad:

P+Q=1
m

P=1——Q=1‘—";'

Si substituimos los valores de P y de Q en la expresién de la frecuencia
de (r — 1) éxitos. de la distribucién binomial, tendremos:
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nn—1) (n—2) ... (m—[r—21) _m n—(r—1) m)"—1
1. 2 . Biiiiirnn... (r—1) 1 n) (7

Pero elevar a la potencia r — 1 a m/n equivale a elevar am a r — 1 y di-
vidir dicha potencia entre la potencia r — 1 de n. Puede asociarse m™—! al
producto de todos los factores (r — 1). del denominador del coeficiente; ade-
més, el denominador n"—! puede descomponerse en r — 1 factores iguales
a n, cada uno de los cuales puede asociarse con uno de los factores del nume-
rador del coeficiente:

mr—1 (n n—1 n—2 n—[r—2]) ) (1 m)ﬂ—(f—-l)
r—1!'\z o o 7 n n .
Si se observan los factores de dentro del paréntesis; podra verse que el

primero se reduce a la unidad, y los siguientes a la unidad menos una frac-
cién que tiene por numerador una constante, y por denominador n:

il (1=2) (=) (=) (-3)

Ahora bien, si el nimero de ensayos que se hacen (n) crece cada vez
més hasta tender a hacerse infinito (lo que reduce cada vez mas el valor de Q,
probabilidad de fracaso), cada uno de los quebrados de dentro del paréntesis
rectangular que tengan como denominador a n tenderin a anularse (puesto
que conforme crece el denominador decrece el valor de la fraccién), y cada
uno de los factores contenidos en los paréntesis curvos de dentro del parén-
tesis cuadrado tenderén a hacerse iguales a uno, con lo que el producto de todos
ellos tendera a uno, o sea, que puede reemplazarse todo el paréntesis rectan-
gular por uno, con lo cual se obtiene: '

mr-—-i m n—(r—1)
(r—1)! ( 1 —-;>

De estos factores, el segundo (o sea el contenido en el paréntesis poten-
ciado) puede escribirse como un cociente ya que restar exponentes (ny r — 1)
equivale a dividir las potencias respectivas:

mt N1

(r—-l)!( 1_%1_) =1

Del dltimo factor no hemos tomado limites; o sea, no hemos visto cual €S
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su valor cuando n crece indefinidamente tendiendo a infinito. Cuando esto
., . . . m .
ocurre, la fraccién m/n del denomirador tiende hacia cero, 1 — — tiende a
n
la unidad (1) y el denominador tiende a 1 elevado a la potencia r — 1 que
es igual a 1; o sea, que todo el denominador tiende a la unidad, con lo cual, la
expresion anterior se convierte en:

mr—l m n
(r—1)! ( 1——;)

En cuanto al segundo factor, puede demostrarse que cuando n (que figura
en el denominador de la fraccién substraendo y como exponente) tiende al
infinito, todo ese factor tiende a la potencia m (numerador de la fraccién
substraendo) de una cantidad constante e(= 2.7182), base de los logaritmos
naturales; o sea, que la anterior expresion se convertira en:

mr—l

(r—1)!

Como lo que afirmamos de r — 1 éxitos podemos afirmarlo de r éxitos,
la anterior expresién puede escribirse mas simplemente como:

e—m

_,Z,.‘ e—m
r!

Mediante esta expresién es posible calcular la probabilidad o frecuencia
relativa de que se presente un niimero (r) determinado de éxitos o de fracasos
en el caso de un acontecimiento para el cual la frecuencia relativa o proba-
bilidad de un fracaso o de un éxito es muy pequeia.

Si tenemos en consideracién que tomamos como punto de partida el hacer
el producto nQ = m, y recordamos que nP es el valor de la media aritmética
en la distribucién binomial de la que la de Poisson es caso particular, y que r
representa el niimero de Ps, podremos hacer las substituciones correspondien-
tes y encontrar las frecuencias de este tipo de distribucién.

Distribucién Normal.—Sefialaremos en seguida la forma en que la distri-
bucién binomial tiende a convertirse en un tipo de distribucién particularmen-
te importante, conocida como “distribucién normal” cuando el nimero de
ensayos n crece tendiendo al infinito.

Partiremos del caso en que las probabilidades de éxito sean iguales a las
probabilidades de fracaso, o sea el caso en el que P pueda ser substituido
por Q o Q por P; es decir, que tomaremos como punto de partida una distri-
bucién binomial simétrica. En seguida, calcularemos cuél es la probabilidad,
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frecuencia relativa u ordenada méaxima (en este iltimo caso en cuanto se piensa
en términos de representacién grafica) de dicha distribucién, y calcularemos
la relacién (relacion — matematicamente a cociente) que existe entre una
probabilidad, frecuencia relativa u ordenada cualquiera y la probabilidad,
frecuencia relativa u ordenada maxima de la distribucién. Tras esto, calcula-
remos el limite hacia el cual tiende dicha relacion entre dichas probabilidades,
frecuencias relativas u ordenadas, y expresaremos el valor de la probabilidad,
frecuencia relativa u ordenada cualquiera en .términos de la maxima. La
expresién obtenida nos dara la distribucién de frecuencias conocida como
“normal”. ‘
De acuerdo con lo dicho, si se tiene en cuenta que la distribucién binomial
de frecuencias esta representada por la probabilidad de obtener n —(r — 1)
éxitos:
nin—1) ... (mn—[r—2])
| (r—1)

Pn—(r—l) Q(r —1)

O bien:

Pr—(r—1) O(r — 1)
r—Yn—(E—11! Q
En cuanto las probabilidades de éxito (P) o de fracaso (Q) son iguales

(distribucién binomial simétrica), las Qs se pueden substituir por Ps, con lo
cual la expresién anterior se transforma en:

n!
r—1'{n—(r—1)]"

Como para multiplicar dos cantidades iguales elevadas a diferentes expo-
nentes es necesario sumar los exponentes, y la suma de n —(r — 1) exponen-
te de una de las Ps con r — 1 exponente de la otra es igual a n, tendremos:

Pr—(@—1) p(r—1)

n!

r—1!'[n—r—1)1

Esta expresién corresponde a la distribucion binomial simétrica y consti-
tuira nuestro punto de partida.

En 1a expresion anterior, para un valor dado de n fijo, las variaciones que
se produzcan dependeran del valor de r, niimero de orden del término de dide se
trate, y dicha variacién afectard en forma inmediata al coeficiente del tér-
mino. De este modo, buscar la probabilidad maxima equivale, en este caso, &
buscar cual es el término para el cual el coeficiente es maximo.

pr
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n!

r—1!'in—(@F—1)]:

Coeficiente del término de orden r del binomio es méaximo (segin puede
verse por la distribucién de los coeficientes binomiales en el tridngulo de
Pascal o Tartaglia) hacia el centro del desarrollo binomial. Dicho en otras
palabras, el coeficiente binomial méaximo corresponde al término binomial
mediano, o sea, a aquel para el que r vale n/2 4 1, en tratindose de un expo-
hente n par.

Cuando n es impar, hay dos coeficientes binomiales maximos que corres-
ponden a los términos para los cuales r vale

[2+1+l]
2 2

Aqui nos ocuparemos sélo del caso de n par. En tal supuesto, si substitui-
mos r por g—l- 1 en la expresién que nos da el valor del coeficiente de un
término de orden r del binomio, tendremos como coeficiente binomial méximo:

n!
(GOREECEDEN

En el cual, cada uno de los factoriales del denominador se reducen a

g !y a g 1. Si representamos a n/2 por my an (consecuentemente) por 2m,

para facilitar el trabajo, el coeficiente binomial maximo estarad dado por la
expresion:

(2m)!
m! m!
Y el término binomial méaximo, o sea, la probabilidad, frecuencia rela-
tiva u ordenada maxima que representaremos por ¥mes: quedara dada por:
(2m)!
m! m!

Ymaea: = pem

Si en seguida calculamos una probabilidad, frecuencia relativa u ordenada

de la distribucién binomial simétrica para m -+ x - 1 éxitos, tendremos que
substituir en la expresién que nos sirvié de punto de partida, » por 2m y r por

m —+4zx 4 1.
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Pero como r=m + x + 1, tendremos que r—1=m +x+1—1, o
sea, que habremos de substituir r — 1 por m + x:
2m!

Yt et T i %) ! 2m— [m+ 1) ! B

Hechas las reducciones en el segundo factorial, se tiene:
. 2m!
(m+4x) ! (m—x)!
(-]

Si dividimos entre ymes: (a la que en lo sucesivo representaremos por ¥,)
a Ym + 2 + 1 (a la que en lo sucesivo representaremos por y;), tendremos:

2m

Ym + 2 +1—

¥i (2m)! m! m! 1
= P2m - e
Yo (m+2x)! (m—x) ! X X (2m) ! X p2m

(Puesto que dividir un quebrado entre otro, o en general una cantidad entre
otra equivale a multiplicar la primera por el reciproco de la segunda, y en la
segunda parte se han tomado los reciprocos de todos los factores que inter-
vienen en ¥,.)

En esta dltima expresién (2m)! que aparece como numerador y como
denominador, se reduce a la unidad; P*" que aparece asimismo como factor
y como divisor (o denominador) se reduce a la unidad, reduciéndose la ex-
presion a los factoriales m! del numerador y a los factoriales m + x y m —
del denominador, que pueden asociarse formando dos fracciones:

ye m! m!
;;— (m+x)! (m—x)!

Si se tiene en cuenta que el factorial del denominador de la primera frac-
cién (m + x)! puede considerarse compuesto de dos partes: una formada
por los m primeros nimeros naturales 1. 2. 3. m (o sea por m!) y una se-
gunda formada por el producto de los niimeros de m 4 1 a m 4 x, podemos
darnos cuenta de que la primera de estas partes se reduce a la unidad con el
numerador de la fraccién que también es m! quedando reducida dicha fraccion
a la unidad dividida entre el producto de los niimeros de (m - 1) a (m + x):

t

m! m! 1

(m4+%)! m! (m4+1)...(m+2) (m+1)...(m+ )
En forma anéloga, si se tiene en consideracién que el factorial del numera-

dor de la segunda fraccién m! puede descomponerse en dos partes: una for-
mada por los m — x primeros nimeros naturales tomados como factores (o sea
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por (m—=x)!) y otra por los niimeros que van de (m — x + 1) hasta m,
podremos percibir que la primera de dichas partes se reduce a la unidad con
el denominador de la fraccién que también es (m — x) !, con lo que la frac-
cion queda reducida al producto de los nimeros que van de (m — x4 1)
nasta m pasando por (m —x+2), (m—=x+4+3) ... (m—x+ [x—3]),
(m —x+4 [x-—2]), (m—=x 4 [x—1]) siendo en realidad m el caso
de (m —x -+ [x—0]). Si en vez de tomar los factores de este producto
resultado de simplificar la segunda fraccion en sentido creciente, los ordena-
mos en sentido contrario, podremos decir que la fraccion se reduce al produc-
tode m(m—1) (m—2)...(m—x+1).

m!
(T_—-x—)—!-zm(m—-l) (m—2) ... (m_‘x+1)

Si substituimos estos valores en la relacion de y; y de y, tendremos:

y¢ _ m(m—1) (m—2)...(m—=x41)
Yo (m+1) (m+2)...(m+x)
Si dividimos todos y cada uno de los factores del numerador y del deno-

minador por m (lo que equivale a dividir cada uno de los términos de cada
paréntesis por m, tendremos:

Zizl (1*7};) (1—%) (l_xZI
o (eg) (1+2)  (1+2)

Si tomamos los logaritmos naturales del numerador y del denominador, el
logaritmo del cociente serd igual a la diferencia entre esos logaritmos; a su
vez el logaritmo del numerador (y, por otra parte del denominador) es el loga-
ritmo de un producto y, por lo mismo igual a la suma de los logaritmos de los
factores. En resumen, que el logaritmo de ¥t/¥o sera igual a la suma de los lo-

z
garitmos de las expresiones del tipo ( l—-—;{) menos la suma de los loga-

ritmos de las expresion‘es del tipo ( 1+ '3;) :

2 x—1
yi 1 —Z)... —_ —
Ly_:_L1+L(l m)+L(1 m) —I—L(l ™ )

[2(rz) () e (003 ) |
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Pero el logaritmo de 1 es cero, por lo cual desaparece el primer término;
en cuanto a los siguientes hay que tener en cuenta que el logaritmo natural de

Z
una expresion como (1 —— ) puede desarrollarse en forma de serie:

2z 2
—z 4 > 3" serie en la que z representaria a Z/m (o sea, a 1/m en
. X — 1es
el segundo término del desarrollo, a 2/m en el tercero, a 1 — en el ulti-
m

mo de la suma). Pero, cuando m se hace muy grande tendiendo a infinito
(o sea en el caso que nos interesa) z2/2, z%/3... etc., se hacen muy pequeiios,

. Z

o bien, que en lugar del logaritmo natural de las expresiones 1 — —, puede
m

tomarse el valor del primer término del desarrollo en serie, o sea —z (que

representa a — Z/m). De este modo, en lugar del logaritmo natural de 1 — -}-
m

—1
podra tomarse — 1/m; en lugar de 1 — —, — 2/m; en lugar de 1 Sl
m m

’ x_
se podra tomar

. Algo analogo puede decirse de los términos del subs-

traendo, los que, sin embargo, por estar ligados 1 y la fraccion — por
m
signo + tendrin como primer término de la serie una cantidad positiva -+ z
. . . 2
(es decir que, por ejemplo, el logaritmo natural de 1 4 — podra reempla-
m

zarse por 2/m) :

¥, 1 2 x—1 1 2
T [ Py
m  m m

Yo m m m

Como por cada término negativo del minuendo hay uno positivo del subs-
traendo y para restar es preciso cambiar el signo de los términos del substraen-
do, en realidad por cada término del minuendo hay dos términos negativos
en la expresién total, excepto por lo que se refiere a x/m que s¢lo figura en el
substraendo con signo - y que tendria que aparecer en la expresion final con
signo —. Esto quiere decir que, en realidad, hay 2 términos — 1/m, 2 térmi-

P x—1
nos — 2/m, 2 términos —

y, ademds, un término —x/m. Esto se

puede expresar:
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LA, N — =

" —

m m m
Si sacamos como factor comin a — 1/m, tendremos:

Yo [ 1 2 x——l] %

Yo 2 x
L—=——[ 14+24...(x—1) ]—-—
¥y m m
Pero el paréntesis contiene la suma de los (x — 1) primeros niimeros na-
turales, y, segiin una regla bien conocida, para obtener la suma de los primeros
niimeros naturales, se multiplica el dltimo de los que se desea sumar ( (x — 1)
en este caso) por el que le sigue en la serie natural (x —1) 4+~ 1=x, y el
producto se divide entre dos; o sea, que el paréntesis rectangular de la expre-
sién equivale a:
(x—1)x «°—x
2 2

Substituido este valor, tenemos:

2x2—2x X%
L r= —=

Yo m 2 m

Pero en esta expresién, 2 como numerador y como denominador se reduce
a la unidad, con lo cual la primera fraccién quéda reducida a — (2® — x)/m;
al restar a ésta la segunda fraccién se obtiene:
yo _ —a x5 —% x

L —
yo m‘ m

O sea, que el logaritmo natural de la relacién que existe entre una fre-
cuencia cualquiera y la frecuencia maxima de la distribucién que considera-
mos (una distribucién binomial simétrica cuyo niimero de ensayos n tiende a
hacerse infinita) es igual a la relacién entre el cuadrado de lo que el nimero
de éxitos excede a la mitad del niimero de ensayos (en efecto x es lo que
excede de m, igual a n/2) entre la mitad del nimero de ensayos, tomada dicha
relacién con signo negativo. :

Si se tiene en cuenta que el logaritmo de un niimero (y;/y,) es el nimero
(— x2/m) al que es preciso elevar una cantidad constante llamada base (que
en este caso por tratarse de un logaritmo natural sera el niimero e) para obte-
ner el niimero propuesto (y:/y,) podremos afirmar que:

Si el niimero e se eleva a la potencia — x%/m se obtendra y;/y,, 0 sea que:
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2

&:e m

Yo

En esta expresién, podemos despejar a y; pasando a y, que estd como
divisor del primer miembro en calidad de factor al segundo miembro de la
ecuacién:

2

Yyt =1Y%€ ™

Esta expresién puede tomarse como manera de indicar las relaciones que
ligan a una probabilidad, frecuencia relativa, u ordenada con la probabilidad,
frecuencia relativa u ordenada maxima de una distribucién normal.

La expresién anterior cobra pleno sentido en cuanto se tiene en cuenta.
- que x representa un exceso (resta, exceso, diferencia o, en terminologia esta-
distica, “desviacién”) y que para m tenemos todo lo que sigue:

La desviacion media cuadratica de una distribucién binomial cualquiera
(no necesariamente simétrica) estd dada por la raiz cuadrada del producto
del nimero de ensayos por las probabilidades de éxito y por las probabili-
dades de fracaso (segiin se vio en paginas anteriores).

0’=\/W

En cuanto se trata de una distribucién binomial simétrica, las probabili-
dades de éxito (P) son iguales a las de fracaso (Q), o sea, que las Qs pueden
substituirse por las Ps, con lo que se obtiene:

¢ = \/nP?
Si se elevan al cuadrado los dos miembros de la ecuacién:

02=nP2

Pero, por otra parte, como n/2 la hemos representado por m, n =2m, Y
como. asimismo P la probabilidad de éxito es igual a la de fracaso y la
suma de ambas tiene que ser 1, a P le correspondera una mitad y a Q la otra
mitad (recuérdese el ejemplo de las 4guilas y los soles) ; o sea:

n=2m

. P=1/2

Substituidos estos valores en el de o2 se tiene:

— 1N. 1y_2m _m
02_2m(2) _2m(1)—- 4 —-2
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Despejando a m, se tiene:
m = 2 ¢®

Si este valor se substituye en la expresion que da el valor de una frecuen-
cia cualquiera de la distribucién (y;) en términos de y, y la exponencial

e elevada a (— x2/m) se tendra:

20°
Yt =1Yoe€
Como, segiin hemos dicho x representa la desviacién de m - x con res-

pecto a m y m es la media de la distribuciéon (en efecto: media = np =
= n(1/2) = n/2 = m), podemos representarla como desviacién de un valor
de la variable x (x; que representaria a m - x) con respecto a la media de la
variable (x que representaria a m); esto nos daria una forma mas usual de
la distribucién normal:

(@,—2)*

20°

Yi=1%Yo0€

En forma aiin méas comiin, y con el propésito de darle pleno significado al
exponente puede escribirse el dos del denominador como un coeficiente 1/2 de-
lante del resto de la expresién que, por ser un cociente de cuadrados (el cua-
drado de x; — x entre el cuadrado de o) puede escribirse como el cuadrado

s sz . B—X sz
de la divisién o de una fraccién — esta fraccion, a su vez, representa:

“la desviacién (—) con respecto a la media aritmética (x) en unidades de
la desviacién cuadrética media (“entre 6”’) o bien “la desviacién con respecto
a la media artimética en unidades ‘sigmaticas’ ”. La expresién para la distri-

bucién normal resultaria ser: :
—_ 2
: (m‘—w )
2 o

¥Yi = Yo €

Nota.—Hemos escrito y; en lugar de y: en cuanto aparecié x; a fin de rela-
cionar la frecuencia y; (variable dependiente) con la magnitud del dato x;
(variable independiente). En términos geométricos, se trata de relacionar
la ordenada y; con la abscisa x; mediante una funcién de distribucién en la
que figuran el parametro y, probabilidad, frecuencia relativa, frecuencia
modal u ordenada méxima, que hay que determinar para cada distribucién
particular, y una funcién exponencial (que tiene como base la de los logarit-
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mos naturales) cuyo valor dependeri de dos medidas estadisticas de la distri-
bucién (la media y la distribucién media cuadratica) y de las diferentes
valores de la variable x;.

Procedimiento para el cdlculo de las frecuencias de una distribucion
normal.—De lo dicho, asi como de trabajar cuidadosa y sistematicamente la

iltima expresién se deduce el siguiente procedimiento para ajustar una cur-
va normal:

I°—Determinese por algin procedimiento (después se precisara cual) la
frecuencia modal u ordenada méaxima y.,.
2°~—Calcillese el factor exponencial, en la siguiente forma:
a—Determinese la desviacién de cada dato (x;) con respecto a la
media aritmética (x) de los mismos que debers haberse deter-
minado previamente, restando de cada dato la media,
b.—Dividase cada residuo o desviacién entre la desviacién cuadra-
tica media (o) que se habrd determinado previamente,
c.—Flévese al cuadrado dicho cociente,
d.—Témese la mitad de dicha potencia,
e—Cambiesele signo a la mitad,
f—Elévese 2.7182 (valor de e) a la mitad de la potencia con signo
cambiado.
3°—Multipliquense la frecuencia modal u ordenada méxima y el factor
exponencial para obtener la frecuencia correspondiente.

Con respecto a este procedimiento deben hacerse varias observaciones:

1¢—Como lo indica ya el hecho de que hayamos empleado el simbolo ¥:
(una de las dltimas letras del alfabeto latino afectada de un subindice) habra
toda una serie de frecuencias, o sea, que habra necesidad de repetir el segundo
paso tantas veces cuantas x; (o datos) haya, y asimismo habra que hacer tantas
multiplicaciones de y, (comfin para toda la distribucién) por el exponencial
correspondiente como datos haya.

2%—La obtencién directa del exponencial es a menudo imposible, ya que
la potencia resultante en el segundo paso (e) es a menudo fraccionaria. El
obstéculo puede obviarse si se trabaja con logaritmos, se obtiene el logaritmo
de 2.7182, se multiplica por el exponente obtenido en el paso 2, e, y se toma
el antilogaritmo del resultado. Esta misma operacién se simplifica si se trabaja
con logaritmos naturales, pues en este caso no serd necesario encontrar el
logaritmo de 2.7182, puesto que éste es 1 por ser el logaritmo de la base que
multiplicado por el exponente dari el exponente mismo, del que no habrad
sino que encontrar el antilogaritmo. Pero incluso esta dltima simplificacién
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puede evitarse, ya que hay tablas en las que estan calculados los valores del
factor exponencial para cada una de las desviaciones de los datos (x:) con
. e res - . e s.e X3 — %
respecto a la media aritmética (x;— x) en unidades sigmaticas
o sea, que todo el procedimiento implicado en el segundo paso, se detiene
en b, o sea que se necesita calcular dicha desviacion con respecto a la media
aritmética en unidades sigmaticas y en seguida:

c.—DBuscar en la tabla de “ordenadas (= frecuencias) de la curva nor-
mal” el valor correspondiente a dicha desviacién con respecto & la
media aritmética en unidades sigmaticas.

Expresion de la frecuencia modal de la distribucién normal en términos
de la desviacion cuadrdtica media.—Partiremos de la expresién:

_ (2m)!

Q’o — P2m

m! m!

Si aplicamos la férmula de Stirling al célculo de los diversos factoriales
que figuran en la ecuacion:
_ m+ —
m! =+\/2n e~™m 2
Como en el denominador figura m! dos veces como factor, deberemos subs-
tituir el denominador por el cuadrado de esta expresién:

m!m! = (\/2n)2 e~ 2"m?n+1

En la que ha bastado con duplicar los exponentes de cada factor para

obtener el cuadrado de la expresion.
Aplicando la misma férmula de Stirling al factorial del numerador

obtenemos:

(2m)! =\/2n e (2m) 2

Substituidos los valores de (2m)! y de m!m! en el numerador y deno-
minador respectivamente, se obtiene:

1
2m+— \

_ \/2_Jt e—2m(2m) 2 pam

('\/51_5) 2e—2mm2m+1

La fraccién contenida en esta ecuacién puede simplificarse teniendo

Yo

en consideracién que:


compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo


138 OSCAR URIBE VILLEGAS

I°—Puesto que \/2n figura elevado al cuadrado en el denominador, y
a la primera potencia en el numerador, el factor del numerador reduce a la

unidad a uno de los del denominador, quedando solamente \/2x elevado
a la primera potencia en el denominador.

2¢—Como los exponenciales “elevado a —2 m” aparecen en numerador
y denominador, se reduciran a la unidad.

1
3*—Como la expresion “2m elevado a 2m + - que figura en el nu-
2
1
merador puede descomponerse en “2 elevado a 2m 4+ =" y “m elevado a
2
1
2m -+ E” y la expresién “m elevado a 2m 4 1” del denominador puede des-
. 1 1
componerse en las expresiones “m elevado a 2m - E” y “m elevado a = las
M [13 133 3 :
expresiones “m elevado a 2m |- 2 que figuran en numerador y denomina-

dor se reducirdn a la unidad, quedando de ellas sélo “2 elevado a 2m -+ -;—”

1
en el numerador y “m elevado a = en el denominador.
2

22m +3
Yo = P2m

\/2nm
Pero como P vale 1/2 por tratarse de una distribucién simétrica, P*™

valdra (1/2)%™ o 1/22™; o sea, que la expresién tiene ulterior simplificacion,

[13 1
pues “2 elevado a 2m —]-5” puede descomponerse en “2 elevado a 2m” y

“2 elevado a 5” y de estas dos partes, la primera, que figura en el numerador

se reduce con P?™ en el que “e elevado a 2m” figura en el denominador. Con
ello, la expresién resulta ser:

2%_ V2

_ _ _ 1
Vamd  Emvm VEm ‘/z
2

Yo
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m
Finalmente, si se tiene en consideracién que m = 20% ¢ = R

m
o= 5 tendremos:

1 1
0o=—"
\/2_1'5 o \/211: K

Expresién que nos da el valor de la frecuencia modal u ordenada maéxi-
ma ¥, en términos de la desviacion media cuadratica.

Si se substituye este valor en la expresion para el valor de una proba-
bilidad, frecuencia relativa u ordenada cualquiera de la distribucién se obtiene

como expresién muy general:
1 z‘—; 2
1 —_—— e
e 2 o

V2n o

Conforme a esto, el calculo de la frecuencia modal se reduce a:

Yo =

Yi =

a.—Multiplicar la desviacién media cuadritica de la distribucién por

V21 = 0.3989 (valor constante).

b.—Tomar el reciproco de dicho producto.
c.—FEn caso de no tratarse de una distribucién unitaria sera necesario

multiplicar por el nimero de datos (en la expresién aparecera N como
numerador de raiz cuadrada de 2w, ©).

DESVIACIONES CON RESPECTO A LA MEDIA ARITMETICA EN
UNIDADES DE LA DESVIACION CUADRATICA MEDIA

Las desviaciones con respecto a la media aritmética en unidades de la
desviacién cuadratica media son las diferencias que se obtienen de restar de
cada valor de la variable la media aritmética de la distribucién y de dividir
subsecuentemente los resultados entre la desviacion media cuadratica de la
propia distribucién.

Representaremos las desviaciones con respecto a la media aritmética en
unidades de la desviacién cuadratica media por ;, y dichos valores quedaran

definidos por las férmulas:
X — % Xy — Xa
o = =

dg c
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Cuando (con propésitos de calculo de la media aritmética) se han ob-
tenido las desviaciones con respecto a la media arbitraria en unidades del
intervalo (D’)y el primer momento con respecto a dicha media también en
unidades del intervalo (M’;) la obtencién de las d; puede simplificarse; en efec
to, si se trata de series de clases y frecuencias, se tendra:

m; — Xqg
o= ——
G

Si dividimos numerador y denominador de la fraccién que forma el se-

gundo miembro entre el intervalo, la fraccién no se altera:

Como una fraccién equivale a un cociente, y una divisién de fracciones
equivale a la multiplicacién de la fraccion dividendo por el reciproco de la
fraccién divisora:

_ m{ —_— xa . g mi _— xa,
6‘ bl o - .

i
Si substituimos por x, su valor m’ 4+ M’s i, tendremos:

m;—m’—M’ﬂ, i
o= -y

i
’
m;—m , . s . . .
Pero - = D’ desviacién con respecto a la media arbitraria en uni-

dades del intervalo, y M’;i/i es igual a M’; puesto que i en el numerador y en
el denominador se reduce a la unidad. De este modo:

&= (DY — M) —
g

Segiin esto, ya con propésitos practicos, si se han determinado las des-
viaciones con respecto a la media arbitraria en unidades del intervalo
(V=—n...—2,—1,0,1, 2,...n) y el primer momento con respecto a
la media arbitraria también en unidades del intervalo M’;, para encontrar las
desviaciones con respecto a la media aritmética en unidades de la desviacién
cuadratica media (9;), segtin lo indica la férmula anterior:
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I*—Debera restarse de cada desviacién con respecto a la media arbitra-
ria en unidades del intervalo el primer momento con respecto a dicha
media en dichas unidades, anotando los resultados (D’ — M’;) en
una columna,

2°—Obtener el cociente del intervalo dividido entre la desviacién cuadra-
tica media de la distribucién (o),

3°—Debera multiplicarse cada uno de los valores obtenidos en 1° por el
cociente obtenido en 2°, a fin de obtener las desviaciones con res-
pecto a la media aritmética en unidades de la desviacién cuadratica
media (9;).

AJUSTE SIMPLIFICADO DE UNA CURVA NORMAL
POR EL METODO DE LAS ORDENADAS

Calculadas las desviaciones con respecto a la media aritmética en unida-
des de la desviacién cuadratica media, y si se cuenta con tablas que den el
valor de ¢ elevado a —0; sobre dos, dividido por raiz cuadrada de 2 =, el pro-
ceso se reduce a:

1°—Buscar los valores de las §; en la entrada de la tabla, y anotar en una
columna de la tabulacién el valor correspondiente obtenido en el
cuerpo de la propia tabla de ordenadas de la curva normal en unida-
des de la raiz de 2=.

20—OQbtener el producto del efectivo de la distribucién (suma de las fre-
cuencias) por el cociente que resulta de dividir el intervalo entre la
desviacién cuadratica media de la distribucién (i/c X Zf;).

3°—Multiplicar el producto resultante en 2° por los valores obtenidos de
la tabla en I°.

EXPONENCIAL DE LA DESVIACION SIGMATICA

Definiremos como exponencial de la desviacién sigmatica, la expresién:

5.2

e 2
que, para mayor comodidad representaremos ocasionalmente por @,(d;).
La funcién exponencial de la desviacién sigmitica puede escribirse asi
mismo como:
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2

e
puesto que una cantidad elevada a un exponente negativo es igual al reciproco
de esa cantidad elevada al exponente positivo correspondiente.

El valor de ,(d;), en cuanto funcién de d;, variard con las variaciones
en el valor de d;; debe notarse, sin embargo, que para cada valor de la funcion
habra dos valores posibles de la variante independiente; en efecto, sea que O
sea positiva o negativa, su cuadrado séra positivo, la mitad de su cuadrado
también serd postivo y tanto e elevado a esa mitad del cuadrado de la desvia-
cién sigmatica como su reciproco tendran valores iguales ya sea que se trate
de una desviacién sigmatica positiva o de una desviacién sigmatica negativa. De
ahi que se diga que la exponencial de la desviacién sigmética es una funcion
doble.

Por otra parte, conforme sea mayor el valor de la desviacién sigmatica
(9;) aumentara el valor de su cuadrado, y de la mitad de su cuadrado o sea,
del exponente de e, con lo cual crecera el denominador y, al crecer el denomi-
nador disminuiré el valor de la fraccion, o sea, disminuira el valor de la expo-
nencial; asimismo, en cuanto disminuya el valor absoluto de la desviacién
sigmatica aumentara el valor de la funcion exponencial de la desviacién sig
matica, llegando a ser maximo el valor de dicha exponencial cuando la des-
viacién sigmatica sea nula, caso en el cual se anulara todo el exponente del
denominador y el denominador mismo serd igual a 1, con lo cual, la funcién
exponencial de la desviacién sigmatica serd igual a la unidad; o sea, que la
funcién exponencial de la desviacién sigmatica tiene un valor méaximo igual
a 1 cuando la desviacién con respecto a la media aritmética expresada en tér-
minos de la desviacién cuadratica media es nula.

Primera derivada de la exponencial de la desviacion sigmdtica—Esta pri-
mera derivada se obtendrd multiplicando la misma funcién por derivar
(90(8:)) por la primera derivada del exponente (o sea, por la derivada de
—d?/2). Si a esta primera derivada la llamamos @, (3;), tendremos:

— 20
Q10; = CPo(Bi) (Ti ) =

= @o(8;) (— &) = — dip,(d,)

En este caso, cuando ; es nula, si bien el segundo factor Po(d;) alcanza
su valor maximo de 1, la expresién total se anula; asimismo, a diferencia de
lo que ocurre con la funcién exponencial misma, en el caso de la primera deri-
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vada cada valor de @;(9;) corresponde a un solo valor de &;, ya que en la pri-
mera derivada 9; aparece elevada a la primera potencia, por lo mismo conserva
su signo que tiene que cambiar en cuanto, dentro de la expresién, estd afec-
tada de signo menos o sea, que como el valor del segundo factor no cambia
su signo, siempre positivo, sea cual fuere el signo de d;, la primera derivada
sera negativa cuando 9; sea positiva, y positiva cuando d; sea negativa.

Segunda derivada de la exponencial de la desviacion sigmdtica—La se-
gunda derivada de la exponencial es igual a la primera derivada de la primera
derivada; o sea, a la primera derivada del producto — d;,(d;). Como la deri-
vada de un producto es igual al primer factor por la derivada del segundo -
mis el segundo por la derivada del primero, si representamos esta segunda
derivada de la exponencial por @2(d;) tendremos: (

— &)

d
@2(8;) = — dip1(ds) + Po(d:) do,

= — d;(— 8:i9,) (3:) + Po(8:) (— 1)
= 8/;2(])0(51) —_ (Po(ﬁi)
= (32 — 1) ()

Cuando 9; es nula, el segundo factor es igual a la unidad segiin se ha visto
anteriormente, y el primero se reduce a — 1, o sea que la segunda derivada
de la exponencial de la desviacién sigmética cuando ésta es nula, es igual
a — 1; la segunda derivada se anula cuando d;esiguala +10a—1, ya
que el cuadrado es 1, y el cuadrado — 1 es igual a 0, con lo cual, anulédndose el
primer factor se anula todo el producto o sea, que la segunda derivada es nula.
Cuando 9; tiene un valor absoluto mayor que 1, la segunda derivada es positiva.

Tercera derivada de la exponencial de la desviacién sigmdtica—La tercera
derivada se obtiene derivando la segunda derivada, o sea multiplicando el pri-
mer factor (82 — 1) por la derivada del segundo (o sea por @;3;) y sumando
el producto del segundo (@,(d;)) por la derivada del primero (o sea, por 23;).
Si se llama @3(d;) a esa tercera derivada, se tendra:

@s(8:) = (82 — 1) @1(8:) + Po(d:) (20:)
Substituyendo el valor de ¢:(3;) y ejecutando operaciones:
@3(8;) = (52 —1) [— dipo (8:)] + @o(d;) 25,
= (— 83 + 8:) 9, (8:) + 2 3Po(d:) =
= (— 32 + 3 8) o (d) =
= (33; — 3:2) o (%)
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Cuando 9; es nula, el segundo factor es igual a la unidad y el primero se
anula; o sea que, en total, la tercera derivada es nula.

Para que la tercera derivada sea nula se necesita que sea igualmente nulo
el primer factor o sea, el binomio 3 3; — 82, y para que esto ocurra:

38;—082=0
35¢=6i3
o8
= — =2
3 5 4

3 = /3 = 1.732051

O sea, que la tercera derivada sera nula cuando la desviacién sigmaética
sea igual a 1.732051.

Cuando el valor absoluto de 3 d; (valor sin tomar en cuenta el signo) es
mayor que 93, el valor absoluto de 3 d; menos d® serd mayor que cero; de ahi
que, si la §; es positiva, la tercera derivada conserve, en este caso, su signo
positivo; en cambio, si 9; es negativa, serd necesario cambiar el signo de la
tercera derivada que sera, entonces, negativa.

Cuando el valor absoluto de 3 d; sea menor que §;3, el valor absoluto de
3 d; menos 3 ser4 menor que cero; de ahi que si d; es positiva, la tercera
derivada conserve, en este caso, el signo negativo; en cambio, si §; es negativa
serd necesario cambiar el signo de la tercera derivada que sera, entonces,
positiva.

O sea, en general, y ya como regla practica, que:

A los valores generalmente tabulados de la tercera derivada —que con-
signan el signo que les corresponde de acuerdo con la relacién entre 3 5;'y 33—
se les conservara el signo de la tabla si d; es positiva, y se les cambiara de
signo si O; es negativa.

O bien, en otra forma:

La tercera derivada conserva los signos cuando corresponde a desvia"
ciones sigmaticas positivas; los cambia cuando corresponde a desviaciones sig-
maticas negativas.

Cuarta derivada de la exponencial de la desviacién sigmdtica.—S; se deri-
va la tercera derivada, se obtiene como cuarta derivada:

P«(8) = (33 —828) 1 (3:) + @o(d) (3 —332) =
= (33 —33) @, (d:) (— &) + o(d;) (3—3 3:2)
@Qa(d;) = (— 3 92 + 3:4) o (3:) + Po(d:) (3 —3 82) =
=8*— 682 4 3)@o(d:)
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Cuando d; es igual a cero, el primer factor vale uno, el segundo 3 y la
cuarta derivada en total, 3.

Para que la cuarta derivada sea nula, basta con que se anule el segundo -
factor:

6;,4-——651;24-3:0

Si consideramos esta ecuacién bicuadratica (no figuran sino las poten-
cias pares de la incégnita, 4, 2, 0) como una ecuacién bicuadratica en d:2, ob-
tendremos como raices:

—(—6) = V{EF—4X1X3

8 =
s 2x1
82:6iV%—42:6iVﬂ:6i&%wm
g 2 2 2

82 = .5505105 52 = 5.449489

Para obtener los valores de 9; bastard con extraer las raices cuadradas

a estos resultados; asi se obtiene:
8y = = .742 ¥, =+ 2334

O sea, que cuando d; vale mas o menos 742, y mas o menos 2.334, la
cuarta derivada es nula.

ADAPTACION DE UNA CURVA NORMAL POR EL METODO
DE LAS ORDENADAS :

La adaptacién de una curva normal por el método de las ordenadas im-
plica el calculo de:
A.—Un valor constante (el de la ordenada méaxima).

B.—Una serie de valores variables (los valores de la funcién exponen-
cial e elevada a menos un medio del cuadrado de la desviacién con

respecto a la media aritmética en unidades sigmaticas).
Para calcular el valor de la ordenada maxima:

1°—Se obtiene el efectivo de la distribucion sumando todas las frecuencias.
20—Se obtiene el producto de 2.506628 por el valor de la desviacién
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cuadratica media dada en unidades del intervalo (obtenida dividien-

do la desviacién media cuadratica entre el valor del intervalo).
3°—Se divide el efectivo de la distribucién entre el producto anterior,

obteniéndose asi la ordenada méxima, valor constante por el que

habra que multiplicar los exponenciales que han de calcularse en
seguida.

1 ( a‘—;)
Para obtener el valor del factor exponencial e 2 c

I°—Se resta de cada dato (/ de cada punto medio) la media aritmética
de la distribucién.

2°—Se divide dicha desviacién entre la desviacién cuadratica media de
la distribucién.

3°—Se busca el valor correspondiente a dicha desviacién con relacién a
la media aritmética en unidades sigmaéticas en la tabla de ordenadas
de la curva normal, repitiéndose el proceso para cada uno de los va-
lores de x; (o de los puntos medios m;).

Para encontrar las frecuencias tedricas de la distribucién:

Se multiplica el valor de la ordenada o frecuencia maxima por todos y
cada uno de los valores exponenciales encontrados en la tabla.

AREAS BAJO LA CURVA NORMAL

Cuando un conjunto de valores estid distribuido segiin una curva normal,
las magnitudes de los datos acostumbran ser representadas como abscisas, las
frecuencias correspondientes a cada una de esas magnitudes, como ordenadas,
de tal modo que el 4rea total comprendida entre la curva y los ejes (mas par-
ticularmente el eje de las equis) representa la suma de las frecuencias.

El area bajo la curva normal o sea la suma de las frecuencias puede ob-
tenerse mediante la integracién de la funcién correspondiente:

1 z“‘“_w_a 2
N
—€ o dx
VTR
El area total obtenida mediante dicha integracién llevada de — infinito

a 4 infinito seria igual a N o sea el 100 % de la distribucién. El area obte-
nible mediante la integracién de esa funcién entre — infinito y 0 (la media)
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o entre 0 e infinito seria igual a V/2 o sea, al 50 % de la distribucién (puesto
que la media es, al mismo tiempo la mediana de la distribucién o sea, la que
la divide en dos partes iguales). .. etc.

Como es ficil comprender, por simple inspeccién de la curva normal, a
porciones iguales tomadas sobre el eje de las equis (o sea, a desviaciones igua-
les) no corresponden porciones iguales de area (o sea, igual porciento de fre-
cuencias) sino que, por el contrario, a una distancia de una unidad tomada
de la media-mediana-modo a la derecha o a la izquierda le corresponde una
porcién de 4rea mayor que la que le corresponderd a una distancia de una
unidad situada maés lejos de aquel valor que divide a la distribucién en dos
partes iguales. De este modo, todo se reduce a mostrar que la media divide
a la distribucién en dos partes iguales (la procedencia de la curva normal
de la simétrica binomial lo hace presentir ya).

En efecto, si x; excede a x en una cierta cantidad a (positiva), al divi-
dirla entre ¢ y elevarla al cuadrado se obtendrd una cantidad positiva que
multiplicada por menos 1/2 dari para el exponente de e una cantidad nega-
tiva igual a:

1(+a?  1a

——

2 o2 2 o2

Si, en vez de que x; exceda a x; x; es excedida por x en la cantidad a,
la resta de x; — x sera igual a la cantidad @ (negativa) que, dividida entre o
y elevada al cuadrado dard como resultado una cantidad positiva que multi-
plicada por menos 1/2 dari para el exponente de e una cantidad negativa
igual a:

O sea, que para cada valor x; que difiera de la media en - a, habra otro
valor de % que difiere de la media aritmética en — @ y que tiene asociada la
misma frecuencia que el primero y, si hay tantas x; con desviacién (% — x)
frecuencias f; (= ¥:) iguales a uno y otro lado de la media aritmética (de don-
de el signo positivo o negativo'de la desviacién) esto quiere decir que la media
aritmética divide a la distribucién en dos partes iguales; o bien, que la me-
dia aritmética es, asimismo, la mediana de la distribucién normal.

Promedios Centrales de la Curva Normal.—Entre los rasgos caracteristicos

de la distribucién normal, se cuenta, en primer término, el que para dicha
distribucién la media, la mediana y el modo coinciden. En efecto, comenza-
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remos por considerar la igualdad que postulamos entre la media y el modo,
para ocuparnos en seguida de la que hemos postulado asimismo entre la media
y la mediana, para lo cual tomaremos como punto de partida la ecuacion
general para la curva normal:

1 f z,—z \2
NS
¥i = e [+
V2n o
Determinar el modo equivale a determinar cual es el dato asociado con
la frecuencia maxima; o sea, determinar para qué valor de x;, toda la expre-

sién equivalente de y; llega a ser maxima. Si siguiendo nuestra hipétesis, ha-
cemos que x; sea igual a la media aritmética:

x—x=20

Xi— %
o

=\ 2
(=) -
[
1 (x..__—i_';)2 =0
2 c
()
e—; Y

Y si todo el factor (e elevado a...) se reduce a la unidad, en la expre-
sién para y; s6lo queda el primer factor, o sea que:

=0

—=e =1

Cuando x; = x,

N
V2n o
Este valor es, segiin hemos visto en paginas anteriores, la frecuencia mé-
xima (frecuencia relativa méixima o méxima probabilidad en el caso de la

distribucién simétrica binomial de la que procede la distribucién normal). Si

esta es la frecuencia maxima el dato x; = x asociado con dicha frecuencid
sera el modo; o sea, que la media es igual al modo.

Yi =
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El que el valor alcanzado es maximo puede también mostrarse conside-
rando que e elevado a la potencia negativa menos un medio. .. etc., equivale
a tener a e en el denominador de la expresion con signo positivo (e elevado a
mds un medio: . . etc.); de este modo, siempre que (% — x) /0 sea distinto
de 0, o sea, siempre que x; — % ;é 0;0x+ x -;é 0, o bien x; =~ x, del expo-
nente (x; — x sobre ¢) tendra un valor, positivo o negativo, que, al elevarse al
cuadrado, resultard positivo, de modo que, en el denominador figurara el fac-
tor e elevado a dicho cuadrado con lo cual al aumentar el valor del denomi-

nador, disminuira el valor del quebrado N/7/27 6 en comparacién con el
que el mismo quebrado tiene cuando dicho factor e elevado a menos un me-
dio. . . se reduce a la unidad por ser x; = x. O sea, que se confirma que
la media de la distribucién normal estd asociada a la frecuencia méaxima y es,
por lo mismo, el modo de la distribucion.

En todo caso, lo anterior mostraria la necesidad de calcular la integral
correspondiente a determinados limites en cada caso particular a no ser que
el problema hubiese sido (como ha sido) resuelto mediante la tabulacién de los
resultados correspondientes en las llamadas “tablas de &reas bajo la curva
normal”.

Las tablas de areas bajo la curva normal, consignan las porciones de 4rea
calculadas para una curva normal tipica, o sea, para una curva normal:

I°__cuya suma total de frecuencias, o cuya &rea total es igual a 1 (o

a 100),
2°__cuya media-mediana-modo es cero, y
3°—cuya desviacién media cuadratica es igual a 1.

De este modo, las tablas consignan la porcion de area comprendida entre
la curva, la ordenada maxima (correspondiente a la media-mediana-modo o
sea a una desviacién de cero), el eje de las equis y la ordenada levantada
en el punto cuya desviacién con respecto a la media consigna la tabla como
entrada. El valor consignado en el cuerpo de la tabla, en cuanto indica una
cierta porcién de 4rea total igual a 1 o igual a 100 debera interpretarse como
un ntimero relativo o como un tanto por ciento.

Asi, si frente a un valor de 1 como entrada de la tabla se encuentra en el
cuerpo de la misma un valor de .3413 esto debera interpretarse como que
entre la curva, la ordenada méxima correspondiente a una desviacién de 0, el
eje de las equis y la ordenada levantada en el punto que dista de la media-
mediana-modo una unidad (de desviacion media cuadratica) existen .3413
datos si se trata de una distribucién cuya suma de frecuencias sea igual a uno
(caso de frecuencias fraccionarias que puede darse en cuanto se trate de fre-
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cuencias relativas como son las que se han encontrado en el caso de las dis-
tribuciones de probabilidad), o bien, que entre esos mismos limites existen
unos 34 casos, en cuanto se trate de una distribucién cuyo efectivo o suma de
frecuencias sea igual a 100.

Lo anterior equivale a que si buscamos cual es el area bajo la curva com-
prendida entre una desviacién cuadratica media y la media-mediana-modo
de la distribucién normal debamos buscar 1 como entrada a la tabla y encon-
trar .3413 en el cuerpo de la misma, interpretando este valor en la forma en
que lo hemos hecho en los renglones anteriores, st el efectivo de la distribucion
o la suma total de frecuencias es igual a 1 o igual a 100.

En caso de que el efectivo de la distribuciéon no sea 1 o 100, lo anterior
equivaldrd a que en cuanto buscando el area bajo la curva comprendida entre
una desviacién cuadratica media y la media-mediana-modo de la distribucion
normal encontremos .3413 debamos interpretar este resultado en el sentido de
que el 34.13 % de esa distribucién se encontrara entre esos limites o bien, que
multiplicando el efectivo de la distribucion por .3413 se encontrara cuantos datos
estin comprendidos entre una desviacién media cuadratica y la media-mediana-
modo de la distribucién.

El significado de estas determinaciones se pone de manifiesto en cuanto
los limites (nimero de desviaciones media cuadraticas y media de la distri-
bucién) se expresan en unidades originarias. Asi, si la media de una distri-
bucién es 90 centimetros y la desviacion media cuadratica 10 centimetros, el
problema de determinar cudl es el area bajo la curva comprendida entre una
desviacién media cuadratica y la media-mediana-modo de la distribucién se
convierte en el méas concreto de determinar cuantos casos de la distribucién
(area bajo la curva) son superiores a 90 centimetros (media-mediana-modo
de la distribucién) e inferiores a 100 (90 de la media més 10 de la desviacién
cuadratica media).

De este modo, si el problema que se nos plantea es el de determinar cuan-
tos casos de una distribucién tienen una magnitud superior a 90 e inferior
a 100 y sabemos que 90 es la media aritmética de la distribucién, que 10 es la
desviacién cuadritica media de la misma y que la distribucién es normal, el
problema equivaldra a plantearse cual es el area bajo la curva comprendida
entre cero (90 —90) y una ( 1—(%—6@ ) desviacién media cuadratica, o
sea, a buscar 1 (una desviacién media cuadritica de apartamiento de la me-
dia) como entrada de la tabla y a encontrar .3413 como valor del irea bajo
la curva en el cuerpo de la tabla, que se interpretara en la forma en que lo
hemos venido haciendo: hay un 34 % del total de casos. Si la distribucién
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comprende 600 casos, hay 600 X 34.13 % o 600 X .3413 = 274.78 o casi
275 casos cuyo valor sea superior a 90 e inferior a 100.

En general, si se desea saber cual es el nimero de casos de una distribu-
cién cuyo valor sea superior (/ inferior puesto que la distribucién normal
es simétrica) al de la media de la distribucién pero inferior (/ superior) a
un valor dado =x;, serd necesario calcular cuantas desviaciones medias cua-
draticas representa x; con respecto al valor de la media x cuya desviacién se
considera igual a cerc. y en seguida buscar dicha desviacién en la tabla a fin
de determinar la correspondiente area bajo la curva.

El mecanismo seria el siguiente:

Si se quiere determinar el niimero de casos cuyo valor esté comprendido
entre (sea inferior o superior a) la media de una distribucién y (sea superior
o inferior a) un valor determinado x; en una distribucién normal cuya media
sea x y cuya desviacién media caadratica sea o0:

I°—Réstese de x; el valor de la media aritmética x.

2°—Dividase la diferencia (o desviacion con respecto a la media aritmé-
tica) entre el valor de la desviacién cuadratica media o.

3°—Bisquese el cociente (desviacién con respecto a la media aritmética
en términos de desviacién cuadratica media) en la entrada de la ta
bla de areas bajo l2 curva normal y encuéntrese en el cuerpo de la
misma el valor correspondiente.

4°—Multipliquese el valor encontrado en el cuerpo de la tabla (porcién
de area bajo la curva o tanto per ciento del efectivo de la distribu-
ciéon comprendido entre la media aritmética y el valor de la desvia-
cién... etc.) por el efectivo de la distribucién de que se trate, a fin
de obtener el total de casos entre el valor de la media % y el valor de
que se trate x;.

Todo lo anterior es véalido cuando uno de los limites es la media aritmé-
tica de la distribucién. El problema que se plantea en seguida, es el de decer-
minar el niimero de casos comprendidos entre ciertos valores cuando ninguno
de ellos es la media-mediana-modo de la distribucién normal.

Este problema presenta varias posibilidades:

1_Ge trata de buscar cuil es el nimero de casos comprendidos entre

un valor x; de una distribuciéon que es inferior al valor de la media
aritmética y el valor x» que es superior a la media aritmética.

Solucién: Calciilese el % de la distribucién (la porcién de irea bajo

la curva) comprendida entre x; y la media z conforme al proce-
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dimiento anterior; calciilese el % de la distribucion compren-
dida entre la ¥ y x» conforme a ese mismo procedimiento; si-
mense ambos %s.
Multipliquese la suma por el efectivo de la distribucién.
29__Se trata de encontrar el niimero de casos inferiores al valor de w1,
siendo x; a su vez un valor inferior al de la media aritmética.
Solucién: Puesto que el % de la distribucién comprendido entre la
media-mediana-modo y el extremo inferior de la misma es 50 %,
Réstese de 50 %, o de .50 la porcién comprendida entre x; y la me-
dia que se calcularad como en el caso general (restando de x; la
media, dividiendo entre la desviacion cuadratica media y bus-
cando dicho valor en la tabla de areas bajo la curva).
3?—Se trata de éncontrar el nimero de casos superiores al valor de %2
que es a su vez superior al valor de la media.
Solucién: Anéloga a la anterior: habra necesidad de restar de 50 %
(0.50) el % o porcién de area comprendida entre xz y la media.
4%__Se trata de encontrar el niimero de casos comprendidos entre x; y %2
cuando ambos valores son inferiores (o superiores) a la media.
Solucién: Encuéntrese el porciento de casos comprendidos entre x2
(que supondremos el mas alejado de la media) y la media-me-
diana-modo de la distribucion;
Encuéntrese el porciento de casos comprendidos entre x; y esa misma
media-mediana-modo;
Réstese del primer porciento el segundo porciento;

Multipliquese el residuo porcentual por el efectivo de la distribucién
para obtener el total de casos comprendidos entre x» y .
5%—Se trata de encontrar el niimero de casos de una distribucién normal
que sean inferiores a 1 (que a su vez es inferior a la media) y supe-

riores a %2 (que a su vez es superior a la media).

Solucién: Determinese el nimero de casos comprendidos entre x; ¥
%2 (situados a uno y otro lado de la media-mediana-modo) en
la forma indicada para la primera posibilidad, y réstese de

100 % (o de 1), y multipliquese el residuo por el efectivo de la
distribucién.

Y

6°—Obtener el niimero de casos superiores a cierto valor x; que es a su
vez inferior a la media.
Solucién: Obténgase el 9% de casos comprendidos entre x; y la me-
dia-mediana-modo y siimesele el 50 % (.50) correspondiente a
la mitad superior de la distribucién.
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72—Obtener el niimero de casos cuyo valor es inferior a cierto valor xo
que es a su vez superior a la media.
Solucién: Obténgase el % de casos comprendidos entre x2 y la me-
dia-mediana-modo y stmesele el 50 % (.50) correspondiente a
la mitad inferior de la distribucién.

ADAPTACION DE LA CURVA NORMAL POR EL METODO
DE LAS AREAS

El raciocinio que nos puede permitir establecer un procedimiento de
adaptacién de la curva normal a una distribucién empirica, valiéndonos de las
dreas bajo la curva normal, puede seguirse resolviendo los problemas si-
guientes:

I°—;Cémo obtener las frecuencias teéricas correspondientes a los dife-
rentes valores de la variable (a los diferentes intervalos de clase) de una dis-
tribucién cuyo efectivo (o cuya suma total de frecuencias es X f;) si se cono-
cen las frecuencias teéricas respectivas de una distribucién cuyo efectivo es
igual a 1 0 a 1007

Solucién.—Multiplicar el efectivo de la distribucién que se estudia por las
frecuencias teéricas correspondientes a la distribucién unitaria (cuyo efectivo
es igual a 1 o a 100).

29— ;Cémo encontrar las frecuencias tedricas correspondientes a cada
uno de los valores de la variable (o a cada una de las clases) de la distribucién
unitaria si lo que se conoce por las tablas son las frecuencias comprendidas
entre cada uno de esos valores (o de los limites inferiores y superiores de los
intervalos) y la media aritmética?

Solucién.—Restar de la frecuencia correspondiente a la desviacién de cada
valor de la variable con respecto a la media aritmética, la frecuencia corres-
pondiente a la desviacién del valor de la variable inmediato y maés cercano
a la media aritmética con respecto a ésta (de cada valor el siguiente para los
inferiores a la media; de cada valor el anterior para los superiores a la media).
En las series de clases y frecuencias, restar de la frecuencia comprendida entre
el limite inferior de una clase y la media, la frecuencia comprendida entre el
limite inferior de la clase siguiente y la media cuando dichas clases preceden
a la clase que contiene a la media aritmética; restar de la frecuencia com-
prendida entre el limite superior de una clase y la media, la frecuencia com-
prendida entre el limite superior de la clase precedente y la media, cuando
dichas clases subsiguen a la clase que contiene a la media aritmética; sumar


compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo


154 OSCAR URIBE VILLEGAS

a la frecuencia comprendida entre el limite inferior de la clase y la media
aritmética, la frecuencia comprendida entre el limite superior de la clase y la
media aritmética cuando se trata de la clase que contiene a la media aritmética.

3°—;Cémo calcular las frecuencias comprendidas entre ciertos valores
(entre ciertos limites de clase) de la variable y la media aritmética?

Solucién.—Buscar en la “tabla de dreas bajo la curva” el valor corres-
pondiente a tales valores (de tales limites de clase) expresados como “desvia-
ciones con respecto a la media aritmética en unidades de la desviacién cua-
dratica media”. '

4°—;Cémo encontrar la equivalencia de los valores originales en térmi-
nos de “desviaciones con respecto a la media aritmética en unidades de la des-
viacién cuadratica media™?

Solucion.—Restar de los valores originales de x; el valor de la media arit-
mética y dividir los resultados entre la desviacion cuadratica media. En caso
de serie de clases y frecuencias, restar de los valores de los limites inferiores de
las clases anteriores a las que contienen a la media aritmética y de la clase
que la contiene, y de los limites superiores de las clases posteriores a la que
contienen a la media aritmética y de la clase que la contiene, el valor de la
media aritmética y dividir dichos valores entre la desviacién cuadratica media.

El procedimiento que (como reflejo en un espejo del raciocinio anterior)
nos permite ajustar una curva normal a una distribucién empirica por el mé-
todo de las areas, reproduce, en sentido inverso, los pasos del raciocinio; en
efecto, para hacer dicho ajuste se necesita:

I°—Calcular las desviaciones con respecto a la media aritmética en tér-
minos de la desviacién cuadratica media:
a.—Restando de los valores de la variable (limites inferiores para
las clases que contienen o son anteriores a la que contiene a la
media, limites superiores para las que la contienen o son ante-
riores a la que contiene a la media en series de clases y frecuen-
cias), el valor de la media, y
b.—Dividiendo el resultado de dicha. resta (desviacién con respecto
a la media aritmética) entre la desviacién cuadratica media de la
distribucién.
2°—Determinar la porcién de area (% de frecuencia) comprendido entre
las desviaciones con respecto a la media en unidades sigmaticas y la
media.
a.—Buscando en la entrada de la tabla de dreas bajo la curva normal
el valor de las desviaciones,
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b.—Encontrando en el cuerpo de la tabla, los valores de irea corres-
pondientes.

3°—Determinar la porcién de area (% de frecuencias) correspondiente

a cada valor (a cada clase).

a.—Restando del 4rea comprendida entre la desviacién correspondien-
te a un limite inferior de clase que preceda a la que contiene a la
media aritmética y dicha media, el area comprendida entre el li-
mite inferior de la clase siguiente y la media.

b.—Restando del area comprendida entre el limite superior de clase
que subsiga a la que contiene a la media aritmética y dicha me-
dia, el area comprendida entre el limite superior de la clase pre-
cedente y la media. ' ‘

c—Sumando al 4rea comprendida entre el limite inferior de la clase
que contenga a la media aritmética y dicha media, el area com-
prendida entre el limite superior de la clase que contenga a la
media aritmética y dicha media.

4°—Calculo de las frecuencias teéricas de la distribucién no unitaria:
a.—Multiplicando los valores anteriores (% de frecuencias) por el
efectivo (o suma total de frecuencias de la distribucién empi-
rica que se estudia).

EQUIVALENCIAS DESIGNATIVAS DE RASGOS DE LA CURVA
NORMAL Y CARACTERES ASOCIADOS

Totalidad de los casos.

Efectivo de la distribucién.

Suma de las frecuencias.

Area total bajo la curva.

Integral de la funcién entre menos y més infinito.

Cien por ciento de las frecuencias.

Oscilacién o Amplitud como distancia de Minimo a Maximo medida so-
bre el eje de las abscisas o eje de las equis. De — 30 a - 3¢ aproxi-
madamente, a pesar de que la curva se prolonga de — infinito a
-+ infinito, siendo asintética.

Datos o valores de la variable como abscisas.

Frecuencias como ordenadas.
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Mitad de los casos.

Mitad de la distribucion.

Suma de las frecuencias divididas entre dos.

Mitad del 4rea bajo la curva.

Integral de la funcién entre =, infinito y cero.

Cincuenta por ciento de las frecuencias.

Distancia entre el Minimo/Méximo y la media medida sobre el eje de las
abscisas. De =30 a 0.

Datos o valores de la variable como abscisas, la media-mediana-modo,
como abscisa central entre las correspondientes al maximo y al minimo.

Frecuencias como ordenadas, la frecuencia méxima o modal como ordena-
da méaxima, asociada a la media-mediana-modo.

Casos normales.

Mitad de la distribucién que menos se aparta de la media.

Suma de las frecuencias de los datos que menos se apartan de la media, ¥
de los que la mitad son inferiores a la media y la otra mitad superiores
a la media.

Mitad del 4rea bajo la curva distribuida por igual a un lado y otro de la
ordenada correspondiente a la media.

Integral de la funcién que se iguala a 0.5 o 50 % para ciertos valores
—xy 2.

Veinticinco por ciento de las frecuencias de datos inferiores a la media, y

Veinticinco por ciento de las frecuencias de datos superiores a la media.

Distancia entre la primera y la tercera cuartilas medida sobre el eje de
las abscisas o eje de las equis.

De —0.6745 a + 0.6745 o.

AJUSTE DE CURVAS NO NORMALES. SISTEMA DE CURVAS
DE GRAM-CHARLIER

Cuando el cilculo de las medidas de asimetria y de curtosis de una dis-
tribucién muestran que la misma se aparta mucho de las condiciones de nor-
malidad y que, por lo mismo resultaria abusivo el ajustar una curva normal
a dicha distribucién, es necesario recurrir a un sistema mas general de curvas
que permita ajustamientos para distribuciones cuya asimetria sea distinta de
cero y cuya curtosis sea distinta de 3 (o cuyo exceso de curtosis sea diferente
de cero). Uno de dichos sistemas es el de las curvas de Gram-Charlier cuyas

\
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ordenadas, para propésitos practicos pueden considerarse representadas por
la ecuacién:

\/ﬁl @s(d) + —= B 3 0a(5) ]

ytzzﬁg"[ Po(d) —

En esta expresién, ¢o(d;) representa la exponencial e elevada a menos un
medio de §; al cuadrado, dividida entre raiz cuadrada de 2, o sean las orde-
nadas de la curva normal en unidades de la raiz cuadrada de 2, dadas por
la tabla; @3(d;) representa la tercera derivada de las ordenadas y @.(d;) la
cuarta derivada, también tabuladas en forma semejante.

Conforme a lo anterior, podemos considerar a los dos {ltimos términos
de dentro del paréntesis como correcciones por asimetria y por curtosis dis-
tintas de las normales; en efecto, cuando la asimetria es igual a cero, \/B1
vale cero y, todo el término en el que figura se anula; en forma semejante,
cuando la curva es mesociirtica el exceso de asimetria (B2 — 3) vale cero y
el término en el que figura como factor se anula, con lo cual al ser la curva
simétrica y mesoctrtica (es decir normal), volvemos a tener la expresién con
la que ya hemos trabajado en el ajuste de la curva normal:

Yy = 2 f¢ qu(at)

El ajuste de una curva de Gram-Charher se hard conforme al siguiente
procedimiento:
1°—Se calcularan como en el caso de ajuste de una curva normal, las
desviaciones con respecto a la media aritmética en unidades de la des-
viacién media cuadratica, por cualquiera de los dos procedimientos
ya conocidos:
A.—(Directo)
a—restando de cada punto medio la media aritmética y
b.—dividiendo los resultados entre la desviacién media cuadra-
tica o.
B.—(Indirecto)
a.—restando de cada desviacién con respecto a la media arbi-
traria en unidades del intervalo, el primer momento con res-
pecto a dicha media en dichas unidades,
b.—obteniendo el cociente del intervalo entre la desviacién cua-

dritica media y
c.—multiplicando por dicho cociente los residuos obtenidos en a.
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*—Se buscan en la tabla y se anotan en tres columnas los valores de las
ordenadas (o), las terceras y las cuartas derivadas de las ordenadas
(93 y @) contenidos en el cuerpo de la tabla frente a los valores de
las desviaciones con respecto a la media aritmética en unidades de la
desviacién media cuadratica dadas en el inciso anterior.

3>—Se divide el indice de asimetria \/B1 que debera haberse obtenido
previamente, entre 6 y se multiplicari el cociente por los valores ob-
tenidos para ;.

4°—Se divide el exceso de curtosis (B2 — 3) entre 24 y se multiplicard
el cociente por los valores obtenidos para qj.

Precaucion en cuanto a signos.—Antes de proseguir con el procedimiey
to, debe tenerse cuidado: a
a.—de copiar fielmente los signos de @3 y de @4 dados por la tabla
b.—de cambiar los signos de @3 (exclusivamente) cuando las desviacio-
nes sean negativas.

c—de recordar que el coeficiente de @3 es negativo y, por lo tanto se
necesitara:

de un segundo cambio de signos para los valores correspondientes a
desviaciones negativas,

de un primer cambio de signos para los valores correspondientes a
desviaciones positivas.

5°—Se suman los valores
a.—de las ordenadas,

b.—de los productos de las terceras derivadas (gs) por su coefi-

ciente (\/65: ) y

c.—de los productos de las cuartas derivadas (¢4) por su coeficiente

—3
(5224 ) teniendo cuidado de hacer esa suma algebraicamen-

te, o sea, teniendo en cuenta los signos.
6°—Calcillese el producto del efectivo de la distribucién (o suma de las
frecuencias) por el cociente que resulta de dividir el intervalo entre
la desviacién media cuadratica. v
7°—Multipliquese el producto obtenido en 6°, por los valores de las su-
mas algebraicas obtenidas en 5°. Los resultados, contenidos en una

tltima columna serén los valores tedricos de ajuste de la curva de
Gram-Charlier correspondiente.
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MOMENTOS DE UNA DISTRIBUCION BIVARIADA

Los momentos de una distribucién bivariada se definen como las medias
aritméticas de los productos de las potencias de las desviaciones de cada una
de las dos variables con respecto a dos valores constantes correspondientes.

Como en el caso de las distribuciones univariadas, puede distinguirse
entre:

I1°—Momentos con respecto a una media arbitraria, y
2°—Momentos con respecto a la media aritmética.

En el primer caso, se trata de medias aritméticas de los productos de
las potencias de las desviaciones de cada variable con respecto a un valor
arbitrariamente elegido para cada una de ellas; en el segundo caso, de medias
aritméticas de los productos de las potencias de las desviaciones de cada va-
riable con respecto a la media artimética correspondiente.

Los diferentes momentos de una distribucién bivariada se distinguen por
indices compuestos de dos cifras, cada una de las cuales indica la potencia
a que es preciso elevar las desviaciones de cada una de las variables para
obtener el momento correspondiente; asi, si el indice del momento es 11, se
tratars de la media de las primeras potencias de las desviaciones tanto de la
primera como de la segunda variable; si el indice es 12 se tratard de la media
de los productos de la primera potencia de las desviaciones de la primera
variable por la segunda potencia de las desviaciones de la segunda, si el indice
es 21, de la media de los productos de la segunda potencia de la primer varia-
ble por la primera potencia de las desviaciones de la segunda. Un indice 01
indicara la media de los productos de las potencias cero de las desviaciones
de la primera, por las primeras potencias de las desviaciones de la segunda
variable, o sea, que propiamente serd el primer momento de la distribucién
univariada de la segunda variable; 10 indicara el primer momento de la dis-
tribucién univariada de la primera variable; 02, el segundo momento de la
distribucién univariada de la segunda, etc. En general.

3 (desviacién ;)" (desviacién xp)®

N

MOMENTO ,, =

Cuando se trate de series de frecuencias:

= (desviacién #x1)" (desviacion x)°%fa

2 f1e

MOMENTO ,, =
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Expresion en la que fi2 representa las frecuencias de la distribucién con-
junta o sea, el nimero de casos que teniendo determinado valor para x; tienen
un valor determinado de x,.

Como en el caso de las distribuciones univariadas, en el de las bivaria-
das, si se desea obtener el equivalente de los momentos con respecto a la me-
dia aritmética en momentos con respecto a una media arbitraria, habrd
necesidad de substituir el valor de las desviaciones con respecto a la media
aritmética por su equivalente en desviaciones con respecto a la media arbi-
traria, desarrollar las potencias correspondientes y hacer reducciones. Busca-
remos la equivalencia sélo para el momento de orden 11 con respecto a la
media aritmética en unidades del intervalo.

2[( x1—2\51) (xz—iz )]
L2 J
2 f12
Si se expresan las desviaciones con respecto a la media aritmética en
unidades del intervalo como desviaciones con respecto a la media arbitraria
en esas mismas unidades se tendra (expresando la media aritmética como

suma de la media arbitraria més el primer momento de la distribucién —uni-
variada— en términos del intervalo por el intervalo):

11 —

x1—x1__x1—x'1-—M'1o‘_x1—x'1 , , ,
= - = Z —-M10=D1—M10

11 1

xz—Ez xz-—x'z——M'of X2 — &’ ,
I =5 T Me=Di—My

Substituidos estos valores, tendremos:
2(D'y — M'10) (D's — Moy) f1a
2 f12

My = 2 D'\D'afra — Moy 2 Dsf1z — M'r0 2 D'afys — 3 Wy oM
' 2 f12

My =

"01f12

Pero como X f;, = 3 f; = 3 f,, se tienen las siguientes equivalencias:
S Dafs  ZD'sfs

Xf12 fg
SDife  EDhf

2 fi2 2f

—
—MOI

= M0


compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo


TECNICAS ESTADISTICAS 161

Y, puesto que:

2 f12M’10M 01
S o,
12
La expresién anterior se convertira en:
2 D'\ D of10
1n= ——2;72'{1; — M'1M’10 — M1 oMoy + M'10M 0
12

Los dos altimos términos de la expresion anterior se anulan. En cuanto
al primer término de la misma es la suma (ponderada) de los productos de
las desviaciones de cada variable con respecto a sendas medias arbitrarias en
unidades de los intervalos correspondientes, o sea la M’1; con lo cual la expre-
sién anterior se transforma en:

[l’]u = M’]l - ]M,OIAI’IO

Para obtener el momento de orden 11 con respecto a la media aritmética
en unidades originales, seria necesario multiplicar M1 por el producto ij de
los intervalos. Sin embargo, este Gltimo paso no es por lo general necesario.

w1 = ijMu

fNDICE DE CORRELACION

En el estudio de las series bivariadas importa conocer el grado o la inten-
sidad con que las variaciones de uno de los caracteres o fenémenos estudiados
(las magnitudes de una de las variables) siguen las variaciones del otro carac-
ter o fenémeno estudiado (las magnitudes de la otra variable). Dicho grado
o intensidad se mide mediante el momento 11 con respecto a las medias arit-
méticas de las variables o sea, por medio de la media de los productos de las

desviaciones de cada variable con respecto a su media aritmética:

=[(22) (257 )]

My=—-—+—
11 ST

EN ——;1) (22 —J—Uz)]flz
2 f12

o W11 =
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A fin de reducir esta medida de relaciéon a términos abstractos y compa-
rables de serie a serie, se acostumbra expresar dicha medida en unidades de
las respectivas desviaciones cuadraticas medias, dividiendo el momento 11
entre el producto de la desviacién media cuadratica de la primer variable por
la desviacién media cuadratica de la segunda variable. El cociente de la divi- .
sién, r se conoce como “indice de correlaciéon”. Si se trabaja con Mi; mo-
mento 11 con respecto a las medias aritméticas en unidades de los intervalos,
dicho momento debera dividirse entre las desviaciones medias cuadraticas
de las variables también tomadas en términos de los respectivos intervalos
(Dg1 Dg2 0 51 y s). Si se trabaja con |t11, momento 11 con respecto a las me-
dias aritméticas en unidades originales, dicho momento debera dividirse entre

3 =3 /
(dq1, dgz 0 sea 61 y 03)
Segiin esto, las férmulas para r seran:

_ Mu

r—=

5152

P11
0y O2

CALCULO DIRECTO DEL INDICE DE CORRELACION

Conforme a la dltima de las férmulas dadas, el indice de correlacién re-
quiere, para su calculo, del siguiente procedimiento:

*—Consignense las frecuencias combinadas (fi2) en un cuadro de doble
entrada cuyos encabezados columnares seran los valores (o los pun-
tos medios) de la primer variable, y cuyos encabezados de las hileras
seran los valores (o los puntos medios) de la segunda variable.

2°—Stmense las frecuencias de cada columna para determinar las fre-
cuencias de la primer variable, y simense las frecuencias de cada
renglon para determinar las frecuencias de la segunda variable.
3°—Calcilese la media de la primer variable.

A.—Multiplicando cada valor o punto medio de dicha variable por
la frecuencia correspondiente y anotando dichos productos en
un renglén,

B.—Sumando todos los productos asi obtenidos,

C.—Dividiendo la suma entre el total de las frecuencias.

4°—Calciilese en forma aniloga (usando las columnas), la media arit-
mética de la segunda variable.
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5% y 6°—Determinense en los renglones y en las columnas, respectiva-
mente, las desviaciones con respecto a la media aritmética,
A.—Restando de cada valor o punto medio de la primer variable la

media aritmética de dicha variable y anotando los resultados en
un renglén, y A

B.—Restando de cada valor o punto medio de la segunda variable
la media aritmética correspondiente, anotando los resultados en
una columna.

7°—Obténganse los productos de cada frecuencia conjunta (fi2 de las
casillas del cuadro) por la desviacion con respecto a la media aritmé-
tica contenida en la misma columna y por la desviacién con respecto
a la media aritmética contenida en el mismo renglén a que pertenezca
la casilla, y anétese el producto de estas tres cantidades entre parén-
tesis en la casilla correspondiente. Siimense todas las cantidades entre
paréntesis de todos y cada uno de los renglones anotando los resul-
tados en una columna cuyos valores se sumaran al pie para obtener
el numerador del indice de correlacion.

8°—Obténganse las desviaciones medias cuadraticas de las dos variables.
Para ello:

A.—Elévense al cuadrado las desviaciones obtenidas en 5 y 6° anotan-,
do los resultado en un renglén y una columna.

B.—Stimense los cuadrados de las desviaciones de cada una de las
variables con respecto a sus correspondientes medias (por se-
parado).

C.—Dividanse las sumas asi obtenidas entre la suma de las frecuencias.

D.—Extraiganse las raices cuadradas de dichos cocientes. Los resul-
tados son las desviaciones medias cuadraticas de cada una de
las variables. :

9°—Multipliquense las desviaciones medias cuadréticas de las dos medias
entre si, y por la suma de las frecuencias. El resultado es el deno-
minador del valor del indice.

10°—Dividase el valor obtenido en 7° entre el valor obtenido en 9°.—El
resultado es el indice de correlacion 7.

CALCULO SIMPLIFICADO DEL INDICE DE CORRELACION

El calculo simplificado del indice de correlacién hace uso de las siguien-
tes igualdades:
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Mu = M'u - M'10M’01

s1= /a9 — (M'rg)*

S2 = \/M'oz — (M'm)2

El procedimiento es el siguiente: =,

*

I>—Consignense las frecuencias conjuntas’ (fi2) en un cuadro de doble
entrada cuyos encabezados columnaresiseran los valores (o los pun-
tos medios) de la primer yariable, y cHyos encabezados de las hileras
seran los valores (o los puntos medios) de la segunda variable.

2°—Stmense las frecuencias de cada columna para determinar las fre-

* cuencias de la primer variable, y las frecuencias de cada renglén para

determinar las frecuencias de la segunda variable.

3°—Calcilese el momento 11 con respecto a las medias arbitrarias en uni-
dades de los intervalos de las variables:

A.—Eligiendo de entre los puntos medios de cada una de las varia-
bles sendos valores a los que se considerara como medias arbi-
trarias, '

B.—Colocando:

0 frente a cada una de las medias arbitrarias —1, —2, —3 ..~
—n hacia arriba o hacia la derecha, +1, 42, 4+3..., +n ha-
cia abajo o hacia la izquierda,

C.—Multiplicando cada una de las frecuencias conjuntas (fi2) por
las desviaciones calculadas en B que se encuentren en su misma

~ columna y en su mismo renglon, y anotando el producto entré
paréntesis en la casilla correspondiente a la f;» con que se haya
trabajado,

D.—Sumando todas las cantidades entre paréntesis contenidas en cada
uno de los renglones, anotando las sumas en una columna cuyos
valores se sumaran al pie para obtener el momento 11 con res
pecto a las medias arbitrarias en unidades de los intervalos
(M'1).

4°—Obténganse los primeros momentos con respecto a la respectiva me-
dia arbitraria en unidades del respectivo intervalo tanto de la primera
como de la segunda variable; para ello:

A.—Multipliquense las desviaciones obtenidas en 3° B por las frecuen-
cias de la distribucién univariada de la primer variable (f1)
colocadas en un renglén, en tratindose de las desviaciones 4€


compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo


TECNICAS ESTADISTICAS : 165

esa variable con respecto a su media arbitraria, y las desviacio-
nes de la segunda variable con respecto a su media arbitraria
por las frecuencias de la distribucién univariada de ia segunda
variable (f:) colocadas en una columna (segiin qued6 expre-
sado en 29), ' :

B.—Stimense separadamente los valores de los productos obtenidos
para la primer variable y, por otra parte, los productos obte-
nidos para la segunda,

C.—Dividanse las dos sumas obtenidas en B entre la suma total de
frecuencias a fin de obtener el primer momento de la primer
variable con respecto a su media arbitraria en unidades de su
intervalo (M’1) y el primer momento de la segunda variable
con respecto a su media arbitraria en unidades de su interva-
lo (M'o),

D.—Multipliquense los momentos obtenidos en C, y

59—Réstese el producto obtenido anteriormente, del momento 11 con.
respecto a las medias aritméticas en unidades de los intervalos, obte-
nido en 3°, con el fin de obtener el valor del numerador para el indi-
ce de correlacion (Myy = M’11 — M'10M'01).

6°—Determinense los valores de las desviaciones cuadriticas medias en
unidades del intervalo para las dos variables. Para ello:

A.—Calctilense los segundos momentos de las respectivas distribu-
ciones univariadas
a.—multiplicando cada uno de los productos de las desviaciones

" por las frecuencias, por las desviaciones, a fin de obtener los
productos de los cuadrados de las desviaciones por las fre-
cuencias de las respectivas distribuciones univariadas (f; y
f2), anotando los resultados en un renglén y una columna,

b.—sumando separadamente los productos obtenidos en @ para
cada una de las variables, y

c.—dividiendo ambas sumas entre el total de las frecuencias, con
lo cual se habran obtenido el segundo momento con respecto
a la media arbitraria de la primera variable (M’z) y de la
segunda, (M’y2), ambos en unidades de los respectivos in-
tervalos.

B.—Calciilense los cuadrados de los primeros momentos (M’10 y M’o1)
con respecto a las medias arbitrarias en unidades de los inter-
valos, elevando al cuadrado los valores obtenidos en 4¢ C.
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C.—Réstese de cada segundo momento, el cuadrado del primer mo-
mento correspondiente (de M’z0, (M'10)2, de M’o2, (M'01)?).
D.—Obténganse las raices cuadradas de los residuos obtenidos en el
paso anterior. Los resultados son las desviaciones medias cua-
draticas de las distribuciones univariadas de las dos variables, en
unidades de sus respectivos intervalos.
7°—Multipliquense entre si las desviaciones medias cuadraticas de las
distribuciones dadas en unidades de los intervalos a fin de obtener
el denominador del indice de correlacion (0102).
8°—Dividase el valor obtenido en 5? entre el valor obtenido en 7° a fin
de obtener el valor del indice de correlacion rys.
Si entre dos variables x;, y xo existe una relacién rectilinea esto equivale
a afirmar: e¢.—que la primera variable es igual al producto (o al cociente)
de la segunda (x) por una cantidad constante (a la que llamaremos b), en el
caso mis sencillo, o b.—que la primera variable es igual al producto de la
segunda por una constante, aumentado (o disminuido) de otra cantidad cons-
tante (a la que llamaremos a) en el caso mas complicado. O, sea simbélica-
mente, ‘que si entre las variables x; y %2 hay una relacion rectilinea y a y b son
cantidades constantes, puede escribirse:

x1=a+bx2

A fin de encontrar la relacién, que liga a las desviaciones de cada una de

las variables con respecto a sus medias aritméticas, haremos las siguientes
consideraciones:

Si de los dos miembros de una ecuacidon se resta una cantidad constanfe
(por ejemplo, la media de la primera variable: x,), la ecuacién no se altera:

xl—x1=a—x1+bx2 o

Pero como x; — x; por definicién, representa a la desviacién (diferen-
cia entre cada x; y la media aritmética de las x; (representable por d;) vy la

diferencia @ —x; es una constante que podremos representar por a;, ten-
dremos:

di1 = a; + bx;

Si, basdndonos en la misma propiedad, restamos de ambos miembros la
media de las %, o sea, de la segunda variable, la ecuacién no se alterara:

dl—b;2=a1—|-bx2—b;2

Si se saca como factor comiin a b en los dos dltimos términos del segun-
. &
do miembro:
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dy — bxs = ay + b(x2 — x2)
Pasando a — bx; al otro miembro con signo contrario:
d1=a1+b;2+b(x2—;2) .

Pero los términos del paréntesis representan, por definicion, las desviacio-
nes de la segunda variable con respecto a su media aritmética, que se pueden
representar por ds y, por otra parte, a; | bxs es una suma de cantidades cons-
tantes, o sea, una constante que podemos representar por a;2 (la eleccién de
cuyos subindices es arbitraria, buscindose con ella sélo indicar el camino re-
corrido)

di = a2+ bd:

Esta expresién muestra, en una primera aproximacion, la relacién que liga
a las desviaciones de las dos variables con respecto a sus medias respectivas.
Mostraremos en seguida, que esta expresion es simplificable; para ello toma-
remos el momento de orden cero de toda la expresién (lo que equivale a tomar
las sumas de cada término y dividirlas entre el efectivo) :

A 2a +b Zd,
N N N
En la expresién anterior, = a es la suma de una constante, que es igual
a tantas veces la constante como sea el nimero de veces que se le tome como
sumando (es decir, es igual a Na). Como X @, igual a Na esta dividida entre
N, el primer término se reduce a a.

2 d]_ _ b E d2
. N a12 N
Si se despeja a @, se tiene: :
_ Edl _ Ed2
a12 = —]V_ N

Pero, las dos fracciones que figuran en la expresiéon son los primeros
momentos de cada variable con respecto a su media, y, segiin hemos visto ante-
riormente, el primer momento de una variable con respecto a su media es
cero; o sea:

a2 =04+560=040=0

Siendo @;2 igual a 0, la expresién anteriormente encontrada para la rela-

cién entre las desviaciones se convierte en
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dlzbdg

Si tomamos el primer momento de esta expresion considerando como fac-
tor de ponderacién a d», tendremos:

2 dyde 2dg?

NN
Despejando a b, se tendra:
b . 2 dldz'N
- N-Z d22

Las Ns. del numerador y denominador se reducen a la unidad, con lo
cual resulta: ‘

b= 3did2
T Sdg?
Pero, como:
_ Zdyd
= N G102

si en esta expresion se despeja a 2d;ds pasando el denominador al otro miem-
bro como factor, se tiene:

= d1d2 =Nr G102
Valor de = did> que podemos substituir en el valor de b

_ NT0'102
T 3d?

De la expresién anterior podemos tomar conjuntamente la N del nume-
rador y la 2 d2? o su reciproco, = d2® entre N, pudiendo demostrarse que:

3 dy? Xds® \ 2
N = \N = 0'22

O bien que:

O sea, que los dos valores que se han tomado conjuntamente pueden subs-
tituirse por 622 en el denominador de b:
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T 0102
b - o ) .
G~
Pero 6. en el numerador y 6s* en el denominador, se reducen a oz en el
denominador:

r 01 N

b=

O2

Como b es el factor constante por el que es necesario multiplicar las des-
viaciones de la segunda variable para obtener las desviaciones de la primera,
y hay otro factor constante por el que sera necesario multiplicar las desvia-
ciones de la primera variable para obtener las de la segunda, al que por
conveniencia también designamos por b, los distinguiremos por medio de sub-
indices; de este modo: -

01

bia = rig —
Oo

-

En forma analoga a como se hizo para bz, podremos obtener para el otro
coeficiente de regresion bg;: ‘
O2
bay =112 —
01
Obtenible mediante un cambio en el orden de los subindices de todas
las expresiones que intervienen exceptuada r, ya que 721 es igual a rio.
Propiedad—El coeficiente de correlacién de dos variables (r;3) es la
media geométrica del coeficiente de regresion de cada una de las variables
en la otra (bm y b21).

En efecto: _
La media geométrica de dos cantidades es el antilogaritmo del cociente

de la suma de los logaritmos de esas cantidades dividida por dos, o bien:
La media geométrica de dos cantidades es la raiz cuadrada del producto

de esas cantidades:

—— J (171 02

'\/b12°b21= rmarma
En el gran producto del subradical, la 61 del numerador de la primera
fraccién se reduce a la unidad con la o1 del denominador de la segunda frac-
cién, y lo mismo ocurre con la oz del denominador de la primera con el nu-
merador de la segunda fraccién, o sea, que queda sélo como cantidad subradi-
cal 742 tomada dos veces como factor, o sea 712 elevado al cuadrado. Como se
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trata de extraer el cuadrado de un cuadrado, el resultado final es r2, segin
se trataba de demostrar:

'\/blz'bzl = \/? — T2

Era fécil esperar este resultado teniendo en cuenta que las bes estan for-
madas por un factor comin r;2 y por sendos factores fraccionarios que son
reciprocos uno del otro.

De la propiedad anterior puede obtenerse un método de calculo del coefi-
ciente de correlacién a partir de los coeficientes de regresion.

PROCEDIMIENTO DE CALCULO DEL COEFICIENTE DE CORRELACION
MEDIANTE EL CALCULO PREVIO DE LOS COEFICIENTES
DE REGRESION

I*—Calculense las desviaciones de cada variable con respecto a su media arit-
mética correspondiente y anétense dichas desviaciones d; y d» en sendas
columnas, o en columna y renglén si se trabaja con una tabla de doble
entrada.

2°—Multipliquese cada desviacién de una de las variables por la correspon-
diente de la otra y simense los productos, o témese cada frecuencia con-
junta (fi2) de la tabla de doble entrada y multipliquese por las desvia-
ciones de ambas variables que se encuentren en la misma columna y ren-
glon que ella; anédtense los productos de estos tres factores en una co-
lumna y simense, para obtener el numerador (comin) de los coeficien-
tes de regresién. . )

3°—Elévense separadamente al cuadrado las desviaciones de cada variable con
respecto a su media aritmética y simense los cuadrados; para obtener los
denominadores (diferentes) de los coeficientes de regresion.

4°—Dividase el numerador comiin obtenido en 2° entre los denominadores ob*
tenidos en 3¢ para obtener los valores de los coeficientes de regresion.

5°—Obténgase la media geométrica de los dos valores obtenidos en 4¢. El re-

sultado es el coeficiente de correlacién (mejor llamado indice de correls-
ci6n, 712).
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SERIES CRONOLOGGICAS

CONCEPTOS GENERALES

Se da el nombre de serie dinamica o serie cronolégica a una sucesién
ordenada de valores (de donde “serie”) de un fenémeno cuya magnitud se
modifica en el transcurso del tiempo (de donde los calificativos de “dina-
mica” o “cronolégica”).

En ocasiones, con propésitos de precisién, se distingue entre serie em-
pirica y serie dindmica tedrica, refiriéndose en el primer caso a un conjunto
cronolégicamente ordenado de magnitudes observadas de un fenémeno cuyas
variaciones se suponen ligadas al transcurso del tiempo y, en el segundo caso,
a un conjunto cronolégicamente ordenado de magnitudes calculadas de ese
mismo fenémeno cuyo calculo se ha basado asimismo sobre el supuesto de
que dichas variaciones de magnitud se encuentran ligadas al transcurso del
tiempo. '

La liga o vinculo que se postula entre los diversos valores del fenémeno
estudiado mediante una serie dinimica y las unidades de tiempo transcurri-
das equivale a afirmar matematicamente que la magnitud del fenémeno esta
en funcién (o es funcién) del tiempo. O sea, que las variaciones del fenémeno
dependeran de las variaciones en el nimero de unidades de tiempo transcu-
rridas a partir de determinado momento.

Por lo dicho, puede observarse que, al hablar de series dinidmicas o series
cronolégicas nos estamos refiriendo y estamos poniendo en relacién dos mag-
nitudes (la magnitud del fenémeno y el nimero de unidades de tiempo) que
pueden asumir valores muy diversos y no un valor dnico e incambiable, de
tal modo que si bien el fenémeno puede alcanzar en un momento el valor r, en
un momento distinto puede tener el valor s (superior, inferior o incluso igual
como caso limite, con respecto a r), y, a su vez, las unidades de tiempo trans-
curridas al observarse el valor r del fenémeno pudieron ser n, y m las unidades
de tiempo transcurridas cuando se observé el valor s del propio fenémeno. O
sea, que las dos magnitudes con las que se trabaja en las series dinamicas
o cronolégicas no son cantidades constantes, sino variables, o sea, unos a modo
de receptaculos o vasijas que, dentro de las limitaciones impuestas por su
capacidad, pueden admitir diversos contenidos. De este modo, si por x repre-
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sentamos las unidades de tiempo transcurridas, x no representara especifica-
mente el primer momento, el primer mes o el primer afio, el segundo momen-
to, el segundo mes o el segundo afio, el enésimo momento, el enésimo mes o el
enésimo aifio de nuestras observaciones considerado cada uno de ellos en par-
ticular, sino que x estara por todos y cada uno de esos momentos, meses 0
aflos, sin ser ninguno de ellos y siendo todos (en el mismo plan en que un
género no es ninguna de las especies que lo integran y es o estd formado por
todas esas especies). En forma analoga, si por y representamos la magnitud
del fenémeno estudiado, y no representara exclusivamente el valor r alcanzado
por el fenémeno en la primera unidad de tiempo, ni tampoco el valor s alcan-
zado en la enésima unidad de tiempo, sino esos dos valores, y todos los demés
valores observados (y los no observados) del fenémeno en las diversas unidades
de tiempo. De ahi que en todo momento deba tenerse presente que x y y como
simbélicas de tiempo transcurrido y de magnitud del fenémeno no representan
una cantidad fija o constante, sino un conjunto de valores determinados por
una definicién o una ley matematicas.

Todo lo anterior significa que los dos elementos principales con los que
se trabaja en el estudio de las series dindmicas o series cronolégicas son varia-
bles cuyo dominio esta determinado por alguna definicién, por la eleccién de
un sistema de unidades o por alguna ley matematica. A

El hecho de que se postule la vinculacién entre las dos variables que in-
tervienen en las dos series dinamicas, o sea la afirmacién de que una de ellas
es funcion de la otra o depende de ella permite distinguirlas con los califica-
tivos de dependiente o independiente. De este modo, el tiempo se considera
como variable independiente, y la magnitud del fenémeno como variable de-
pendiente (ya que se supone —en forma un tanto convencional pero no pri-
vada de fundamento— que no es el tiempo el que transcurre en dependencia
de las magnitudes que alcance el fenémeno, sino que éstas estan condicionadas
por el transcurso del tiempo).

En esta forma, resalta el hecho de que todo estudio de series dinamicas
es un estudio continuamente ligado al tiempo transcurrido. Habida cuenta

de esto, las finalidades principales en el estudio de las series cronolégicas pue-
den delinearse como sigue:

19—Determinar si el fenémeno crece, decrece, o crece y decrece alternati-
vamente (con sujecién o no a determinado periodo), conforme trans-
curre el tiempo.

2¢—Determinar con qué ritmo o velocidad crece, decrece o crece y de

crece alternativamente el fenomeno por cada unidad de tiempo trans-
" currido.
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3%—Determinar la ley matematica del fenémeno, o sea encontrar cuales
son las operaciones mediante las cuales se puede obtener el valor de y
(magnitud del fenémeno) en un momento determinado si se conoce
el nimero de unidades de tiempo transcurridas.

4°—Predecir la magnitud que alcanzara el fenémeno en un momento dado
del futuro.

Si nos dejamos conducir por la secuencia de estas finalidades, podremos
darnos cuenta de que, a partir de la serie dinamica empirica, llegamos a una
serie dinimica teérica en la que se eliminan —conforme se verd mas tarde—
las variaciones accidentales (es decir, no atribuibles directamente al transcurso
del tiempo) que presentan los valores observados del fenémeno.

Para trabajar con una serie dinamica pueden emplearse los valores nu-
méricos observados del fenémeno o puede utilizarse su representacién grdfica.

La representacién grafica de una serie dinidmica comporta previamente
la necesidad de un sistema de localizacién de puntos en un plano (es decir, la
utilizacién de un sistema de ejes coordenados perpendiculares o no entre si, de
un sistema de coordenadas polares, etc.). Resuelto el problema de localiza-
cién, a cada par de valores de x y de y corresponderd un punto en el plano;
mediante la unién de tales puntos se obtendra la grafica de la serie, en la
cual estd implicada la relacién funcional de y con respecto a x ya que dichos
puntos se encontraron de tal modo que satisficieran simultineamente los reque-
rimientos que (por definicién, eleccion de unidades o ley matematica) se exi-
gian de x y los que en forma aniloga se exigian de y.

Cada uno de los puntos que en el espacio coordenado representan grafica-
mente las magnitudes del fenémeno en las diferentes unidades de tiempo, reci-
ben el nombre de polos.

Interpolar una recta o una curva a una serie empirica equivale a hacer
Pasar por entre los polos de la misma una linea que, al librar a la serie de las
variaciones accidentales que enmascaran las regularidades del fenémeno, re-
presente la tendencia del fenémeno a aumentar o a disminuir cuando se con-
sideran sus variaciones en un plazo mas o menos largo (tendencia secular), la
forma en que, dentro de cada unidad de tiempo ciertas modificaciones en su
magnitud se repiten periédicamente (variaciones estacionales), o la manera
en que la repeticién de las variaciones periédicas se producen en lapsos ma-
yores de tiempo (variaciones ciclicas).

Si, segiin hemos dicho, resulta equivalente trabajar con la serie numérica
o con la representacién grifica de esa serie, podemos agregar a lo anterior
que podemos trabajar asimismo con expresiones algebraicas que muestren la
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174 OSCAR URIBE VILLECAS

relacién entre las variables, y movernos en un plan de paralelismo que nos
lleva a afirmar que: :

Algebraicamente, interpolar una recta o una curva equivale a encontrar
una ecuacién que ligue las variaciones del fenémeno a las unidades de tiempo
transcurridas, lo cual, a su vez, vale tanto como determinar la ley matematica
que rige el fenémeno. Dicha determinacién se hace mediante la bisqueda de
ciertas cantidades constantes (g, b, ¢, ... n) que figurardn en la ecuacién-ley
como coeficientes, como exponentes o simplemente como términos indepen-
dientes de las diversas potencias de la variable independiente (x) y que rela-
cionadas mateméticamente entre si y con las potencias de x (por sumas, restas,
multiplicaciones, divisiones, potenciaciones, radicaciones, etc.), permiten en-
contrar los distintos valores de y, o sea la variable dependiente.

Las cantidades @, b, c, . ..n, constantes a cuya bisqueda se dirige princi-
palmente o como fin inmediato el anilisis de las series cronolégicas reciben el
nombre de pardmetros, y su determinacién no debe considerarse como fin en
si mismo, sino como medio para un fin: el de substituir sus valores en una
ecuacion de la forma:

\

y=ua-4 bx 4 c® 4 ... nam

La interpolacién de una recta o una curva determinada a la que natural-
- mente corresponderd una forma también determinada de ecuacién depende,

a.—en primer lugar, de los datos mismos del fenémenos en estudio,

b.—en segundo lugar, del nimero de observaciones hechas o nimero de
datos disponibles, y

c.—en tercer lugar, de la capacidad del estudioso para apreciar cual es 12

Tecta o curva que representa con mayor aproximacién la serie dind-
mica empirica en estudio. :

Esto dltimo que parece dejar librado el estudio de las series dinamicas
a la apreciacion subjetiva individual es un obsticulo que, sin embargo, se salva
ulteriormente, segiin se vera en paginas posteriores. En cuanto al factor de
indeterminacién a que esti sujeta la interpolacién de un tipo determinado
de curva o recta sé explica si se tiene en cuenta que, cuando dicha interpola-
cién se hace con base en un nimero muy limitado de datos hay porciones de
diferentes tipos de curva que son igualmente representativas de la serie en €s€
corto lapso de tiempo, pero con base en las cuales pueden hacerse prediccio
nes diversas en las que puede depositarse confianza en muy diverso grado.
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TENDENCIA SECULAR

INTERPOLACION DE UNA RECTA

A fin de dar una idea de la relacion existente entre una serie dinamica
mumeérica, su gréfica y su ecuacién, comenzaremos por considerar la mas sen-
«illa de las series que se nos podrian ocurrir, o sea aquella en la cual en la
primera unidad de tiempo (x — 1) el fenémeno hubiera alcanzado el valor
-de una unidad (un metro, un litro, una tonelada, un millén de toneladas, un mil
pesos o sea, y = 1), en la segunda unidad de tiempo (x = 2) el fenémeno
alcanzara el valor de 2 unidades (y = 2) etc., tal y como se expresa en la pe-
-quefia tabulacién siguiente:

Para representar graficamente esta serie, necesitaremos al-
gin procedimiento de localizacion de puntos en un plano, vy,
para resolver esta necesidad adoptaremos el sistema de dos
ejes (o rectas) perpendiculares entre si, que designaremos
como eje de las equis (eje horizontal), y como eje de las yes
(eje vertical), los cuales se cortan en un punto 0 llamado
origen, determinando en el plano cuatro cuadrantes.

Dentro de este sistema, para determinar la posicién de
un punto en el plano bastard con medir la distancia de dicho
punto a cada uno de los ejes (por medio de perpendiculares trazadas de ese
punto a los ejes). En forma aniloga, si conocemos el valor de las distancias
(“coordenadas”) del punto a cada uno de los ejes (“abscisa” la distancia al
eje de las yes, “ordenada” la distancia al eje de las equis) podremos encontrar
la posicién del punto.

De este modo, si consideramos las unidades de tiempo transcurridas (x)
.como distancias tomadas desde el origen sobre el eje de las equis, o sea como
distancias tomadas con respecto al eje de las yes, y las magnitudes del fen6meno
estudiado como distancias tomadas del origen sobre el eje de las yes, o sea
.como distancias tomadas con respecto al eje de las equis, y en cada uno de
sos puntos levantamos perpendiculares al eje correspondiente, obtendremos
un punto en el que se cruzaran dichas perpendiculares y el cual representara un
par de valores de x y y. Repitiendo el procedimiento, obtendremos puntos re-

s w8
b wh | R
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presentativos de los diversos pares de valores consignados en la serie y, unién-
dolos, una linea que representa a la serie.

En nuestro caso concreto, tomaremos sobre el eje de las equis una unidad
arbitraria correspondiente a nuestra primera x (x = 1) ; sobre el eje de las
yes esa misma unidad (con propésitos explicativos, ya que en otro caso la
magnitud del segmento unidad puede ser distinto para cada eje) ya que la ¥y
correspondiente de la serie es 1; levantando perpendiculares en esos puntos,
se determina la interseccién o sea el punto P de la grafica; para el segundo
par de valores, tomaremos 2 unidades sobre el eje de las equis (ya que x = 2)
y dos unidades sobre el eje de las yes (ya que ¥y = 2) a partir del origen, Y,
por el mismo procedimiento, determinaremos el punto M. En la misma forma,
determinaremos los puntos R, S, T; uniendo todos estos puntos obtendremos
una recta PT que prolongada hacia abajo pasara por el origen. La recta OT
representa la serie dindmica numérica, y trabajar con la serie o con la grafica
es equivalente (Figura 2).

Del simple examen de la serie numérica puede verse que cada y es igual
a la x correspondiente; de este modo, en forma que sintetiza las relaciones
entre los valores de la serie, poniendo en lugar de la coleccién de valores de la
primera columna (1, 2, 3, 4, 5) x, y en lugar del colectivo de la segunda co-
lumna (1, 2, 3, 4, 5) y, podremos escribir:

x=y o y=x

Esta expresion algebraica es equivalente a la serie dinimica numérica
y a la representacién grafica por medio de la recta OT, y constituye la ley del
fenémeno. '

Consideremos el caso menos sencillo de la serie:

Si representamos graficamente la serie por el mismo proceso
empleado en el caso anterior y conservamos los valores de 1os
segmentos unitarios sobre los ejes de las equis y de las yes, ¥
sobreponemos la grafica de esta segunda serie a la de la pri-
mera, obtendremos la recta OF que representa a esta nueva
serie.

Si vemos, como en el caso anterior, cual es la relacion
de cada una de las yes con su equis correspondiente en la se
rie numérica, tendremos las relaciones de la tabulacién S*
guiente.

e W= | ow
Sowomh | R
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RECTAS Y ECUACIONES DE PRIMER GRADO

Y
K a .«
M \ E
G
P ' 1
B \IO N
R
AB y = 6+tan607)x H
CD y=4+(tan 60% JV KL y-=8+(tan135°)x
EO y= (n 60°% Y= 8- lan4sx
MN y= 3-(tan 45%x
GH y=-3+(tan 60°x
PR 'y =-1=(tan 45°x
IJ  y=-5+(an 609

Figura 3
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O sea, que cada y es igual a 2 multiplicado por
x y la equis correspondiente (la primera y 2 es igual a
— ————— 2 multiplicada por la primera equis, 1). Si en lugar
1 2=2X 1 del colectivo de la segunda columna (2, 4, 6, 8, 10)
2 4=2X2 escribimos y, en lugar de la coleccién de nimeros
3 6 =2X3 2 que aparecen en todas las igualdad 2, y en lugar
4 8=2X4 del dltimo colectivo (1, 2, 3, 4, 5) su representati-
) 10=2X35 vo x, tendremos: y = 2x

Si comparamos las dos rectas representativas de las dos series numéricas
podremos darnos cuenta de que difieren entre si por la diferente inclinacién
de cada una de ellas con respecto al eje de las equis (y, consecuentemente tam-
bién con relacién al eje de las yes), ya que, en efecto, el angulo o que forma
la primera recta con el eje de las equis, es menor que el dngulo formado por la
segunda recta y ese mismo eje.

Si comparamos las dos ecuaciones correspondientes, podremos percatar-
nos de que mientras en la primera (y = x), « estaba multiplicada por la uni-
dad (ya que podria escribirse: y = 1x) en la segunda x aparece multiplicado
por otro valor (2), de lo cual podemos deducir que:

La inclinacién de una recta queda dada por el coeficiente de x en la ecua-
cién correspondiente. O bien que: El coeficiente de x en la ecuacién de pri-
mer grado indica cuil es el grado de inclinacién de la recta que la representa.

En la figura 3 se han representado diferentes rectas y se han anotado sobre
ellas sus ecuaciones a fin de que se vea la relacion entre el valor del coefi-
ciente de x y la inclinacién de la recta.

El coeficiente de x para el caso de cada recta es un valor constante que
Podemos representar por b (b vali6 1 en la primera recta, 2 en la segunda
recta considerada). De este modo si en lugar de ecuaciones particulares de la
forma y = x; y = 2x; y = — 2x; y = 0.5x, escribimos y = bx tendremos
una expresién general representativa de todas estas rectas.

Consideremos finalmente el caso de la serie siguiente:

Si representamos gréficamente esta serie y la sobrepo-

y nemos a la grafica de las series anteriores, podremos darnos
— cuenta de que la recta Q] representativa de esta serie es para-
5 lela a la recta OF representativa de la serie anterior; o sea,
7  que el angulo y formado por la recta QJ y el angulo B for-
9  mado por la recta OF y ese mismo eje son iguales (los dngulos
11 formados por dos paralelas y una secante que se encuentran
13  del mismo lado de la secante y en distinta paralela son igua-
les). Esto quiere decir que la inclinacién de las rectas repre-

s W | R
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sentativas de estas dos series es la misma; 2. Sin embargo, puede verse que, a
diferencia de lo que ocurre con la serie representada por OFE, la serie represen-
tada por QJ no esta formada por un conjunto de yes que sean iguales al du-
plo (2) de la equis correspondiente, ya que:

Para hacer desaparecer la desigualdad en cada

% y caso deberemos agregar algo al segundo miembro
— de esas desigualdades, a fin de obtener el primer
1 552X 1 miembro, o sean las yes. En el caso concreto, po-
2 752X 2 demos percatarnos de que si agregamos 3 unidades
3 95£2% 3 a cada segundo miembro de la desigualdad, la des
4 11542 X 4 igualdad se transforma en igualdad:
5 13542 X5
x Y
1 5=34+2X1
2 7T=3+2X2
3 9=3+2X3
x 4 11=3+2X4
" 5 13=3+2X5

Si comparamos las rectas QJ y OE representativas de las 2 series anali-
zadas, nos daremos cuenta de que, si bien tienen la misma inclinacién, difieren
en que mientras la recta OF pasa por el origen, la recta QJ, no pasa por el
origen, sino corta al eje de las yes por encima del origen.

Si debajo de cada columna de la serie colocamos la letra representativa
del colectivo correspondiente contenido en la columna, o el valor constante
que multiplica o se suma a esas cantidades, la serie Gltimamente examinada se
convierte en:

y=3+42x

Al comparar esta ecuacién con la ecuacién de la serie representada por
OE (y = 2x) podemos darnos cuenta de que dichas ecuaciones difieren €n
que mientras en la ecuacién de OF no aparece término independiente de x (0
dicho término es cero), en la ecuacién de QJ aparece un término independien-
te de x (3).

De estas dos comparaciones resulta que:

El punto en que la recta corta al eje de las yes queda dado por el términ®
independiente de la ecuacién de primer grado, o, lo que es lo mismo, el tér

mino independiente de la ecuacién de primer grado indica el punto en el qué
la recta corta al eje de las yes.
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TECNICAS ESTADISTICAS 181

El término independiente es un valor constante para cada recta, y puede
representarse por a. En la figura puede verse la forma en que, a diferentes
valores de @ y un mismo valor de b corresponden diferentes rectas.

Todo lo anterior, quiere decir que, en forma general, podemos considerar
a una recta representada por la siguiente forma de la ecuacién de primer grado:

y—=a- bx

A fin de hacer buen uso de esta ecuacion general de la recta, es conve-
niente precisar —incluso como reiteracién, en ciertos casos— el significado de
sus literales. Para ello nos referiremos a tres niveles distintos: el geométrico,
el de la geometria analitica y el propiamente estadistico.

1.—Nivel geométrico. .
¥, a, x.—representan distancias,
b.—representa una relacién entre distancias, ya que b puede definirse
como la tangente trigonométrica del angulo que la recta forma con
el eje de las equis y la tangente de un dngulo es la relacién entre el
cateto opuesto y el cateto adyacente a dicho dngulo. Por la figura 4
tenemos:

¥ ps
b = tan o. = tan XRP = tan SQP = w—
Pero: PS = PT — ST = PT — QO
de donde:
PT — Q0

N
2—Nivel de la geometria analitica. .

y.—distancia de un punto cualquiera de la recta al eje de las equis,
o sea la ordenada de un punto cualquiera de la recta. .

a.—distancia del punto en que la recta corta al eje de las yes con
respecto al origen (o sea a la interseccién de dicho eje con el eje
de las equis) ; recibe el nombre de ordenada en el origen.

x.—distancia de un punto al eje de las yes o sea la abscisa de un punto
cualquiera de la recta.

b.—relacion entre la distancia de un punto cualquiera de la recta al
eje de las equis, y la distancia del pie de dicha perpendicular al
punto en que la recta corta al propio ele de las equis; o bien:
relacién entre la distancia que se obtiene de restar a la ordenada
del punto (PT =1y) la ordenada en el origen (Q0 =a), y la

]
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abscisa del punto (OT = x). Si volvemos sobre lo establecido
en el nivel geométrico para b y substituimos las distancias por las
literales, tendremos:

—a

b=tanaoa =
x
El valor de b recibe el nombre de “pendiente” de la recta.
3.—Nivel estadistico. '

y.—magnitudes variables del fenémeno en el tiempo,

a—magnitud del fenémeno en el momento previo a aquel en que se
iniciaron las observaciones (de poca importancia practica per se),

x.—niimero de unidades de tiempo transcurridas desde el momento
en que se iniciaron las observaciones (o desde aquél que se con-
sideré6 como central en el estudio de la serie, conforme se vers
mas adelante),

b.—Velocidad o ritmo de crecimiento o decrecimiento del fenémeno.
Crecimiento o decrecimiento del fenémeno por unidad de tiempo

transcurrido.

Los casos particulares que pueden presentarse en la interpolacién de una
recta son:

Que a sea igual a cero, en cuyo caso, la recta pasa por el origen (y = bx).

Que @ sea mayor que cero, o sea que @ sea positiva, en cuyo caso, la recta
corta el eje de las yes por encima del origen (y = a 4~ bx).

Que a sea menor que cero, o sea que a sea negativa, en cuyo caso, la recta
corta al eje de las yes por debajo del origen (y = — a 4 bx).

Que b sea igual a cero, en cuyo caso, la recta es horizontal (y = a).

Que b sea mayor que cero, o sea positiva, en cuyo caso la recta es ascen-
dente, o sea que el fenémeno es creciente (y = a 4 bx).

Que b sea menor que cero, o sea negativa, en cuyo caso la recta es descen-
dente, o sea que el fenémeno es decreciente (y = a— bx).

Que b sea igual a 1, en cuyo caso, la recta forma un angulo de 45 grados
con los ejes. Si, ademas, @ es igual a cero, la ecuacién de la recta
queda simplificada al maximo (y = ).

PROCEDIMIENTOS DE INTERPOLACION

ler. Procedimiento Grifico: Este procedimiento deriva directamente de las
definiciones que se han dado de los parametros y de las variables en la ecua-
cién general de la recta, y consiste en:
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l.—representar graficamente la serie dinamica empirica (Fig. 4).

2.—hace pasar por entre los polos, a ojo, una recta que se encuentre apro-
ximadamente equidistante de los més bajos y de los mas altos,

3.—prolongar la recta asi trazada hasta que corte el eje de las yes,

4.—medir la distancia entre el punto de interseccién y el origen. Dicha
distancia nos dara el valor de a,

5.—prolongar la recta hasta que corte al eje de las equis,

6.—medir, con un transportador, el valor del dngulo formado entre la
recta y la direccién positiva del eje de las equis (4ngulo a),

7.—consultar una tabla de funciones naturales para determinar el valor
de la tangente del angulo a. El valor consignado en la tabla dara el
valor de b,

8.—determinadas @ y b se substituiran en la ecuacién general de la recta
para obtener la ecuacién que rige al fenémeno en estudio.

2° Procedimiento Grdfico: Este segundo procedimiento es mera variacién
. 3 .’ ~ . ” .
del anterior, ya que la determinacién del valor de @ es idéntico (o sea, que son

iguales hasta el 4° paso), variando en cuanto a la determinacién del valor de b
para el cual:

5.—desde x =1 se levanta una perpendicular al eje de las equis hasta
cortar a la recta en Q,

6.—desde Q se traza una perpendicular al eje de las yes; perpendicular
cuyo pie es M,

7.—se mide la distancia entre M y el punto de interseccién de la recta con
el mismo eje de las yes. Asi, se obtiene el valor de b. En caso de que
M, pie de la perpendicular trazada del punto Q cuya x vale 1 caiga
por debajo del punto I, interseccién de la recta con el eje de las yes,
la b debe afectarse del signo menos, )

8.—obtenidos a y b, se sustituyen en la formula general.

3er Procedimiento Grdfico: La determinacién del valor de a se hace como
en los casos anteriores; para determinar el valor de b:

5.—se elige un punto P sobre la recta,

6.—desde P se baja una perpendicular al eje de las equis para determi-
nar la ordenada (magnitud de la pérpendicular misma) y la abscisa
(distancia del pie de la perpendicular al origen) del mismo punto,

7.—desde I, punto de interseccién de la recta y el eje de las yes se traza

una paralela al eje de las equis que cortari a la ordenada de P en un
punto S,
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8.—se miden las distancias PS y SI,
9.—se divide PS entre SI para obtener b,
10.—obtenidas @ y b se substituyen en la formula general de la recta.

4° Procedimiento Grdfico: Es variante de todos los anteriores, pero espe-
cialmente del tercero, ya que sélo varia a partir del 7° paso:
7.—se miden las distancias PT y TO,
8.—se resta de PT el valor de a previamente determinado, y el resultado
se divide entre T0, con lo que se obtiene el valor de b,
9.—obtenidos a y b se sustituyen.

En todos los procedimientos anteriores, es necesario tener en considera-
cién que cuando la recta corta al eje de las yes por debajo del origen la a debe
ir afectada de signo menos, y restar a quiere decir sumarla algebraicamente o
sea, teniendo en cuenta su signo.

Procedimiento Elecciéon de Puntos. El procedimiento de determinacién
de a y de b por eleccién de puntos se basa en el supuesto de que “si un punto
pertenece a una recta, sus coordenadas satisfacen la ecuacién de dicha recta”, o
bien que si el punto pertenece a la recta al substituir la ¥ de la ecuacién por la
ordenada del punto y la x de la ecuacién general de la recta por la abscisa
del punto elegido se establece una igualdad entre los dos miembros de la ecua-
cién. De otra parte, como son dos las cantidades desconocidas @ y b cuyos
valores se buscan, y la teoria general de las ecuaciones pide que para que sea
definido el valor de las incégnitas haya tantas ecuaciones como incognitas, ne-
cesitaremos dos ecuaciones en las que figuren @ y b y, para tener esas dos ecua-
ciones necesitaremos elegir dos puntos sobre la recta, cuyas coordenadas subs-
tituidas en la ecuacién general de primer grado la satisfaran. El procedi-
miento es el siguiente:

1.—Se elige un punto P sobre la recta y se determinan sus coordenadas;

es decir:

a.—desde P se traza una perpendicular al eje de las equis y se mide
la distancia entre P y el punto de interseccién de la perpendicu-
lar con el eje; asi se obtiene la ordenada y,. Tj.: y, = 7,

b.—desde P se traza una perpendicular al eje de las yes y se mide la
distancia entre P y el punto de interseccién de la perpendicular
con el eje (o bien se mide la distancia entre el pie de la ordena-
da y, y el origen) ; asi se obtiene la abscisa x,. Ej.: x, = 2.

2.—En la ecuacién general de la recta (y = a 4 bx) se substituyen los
valores anteriormente encontrados y, y %, dejando intactas @ y b que
ain se desconocen. Asi se obtiene una primera ecuacion:
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yp=2a -+ bx, o, en el ejemplo: 7 =a 4 2b.

3.—Se repite todo el proceso anterior para otro punto Q elegido arbitra-
riamente sobre la recta, obteniéndose asi los valores y, y x, (13 y 5
en el ejemplo considerado), con lo que se obtiene la ecuacién:

Y¢=a-+ bx, o,en el ejemplo: 13 = a -+ 5b,

4.—con las ecuaciones obtenidas en 2 y 3 se constituye un sistema de dos
ecuaciones con dos incognitas:

Yp=a-+ bx, o, en el ejemplo: 7=4a+ 2b
¥Yq = a -+ bx, 13 =a+ 5b

5.—se resuelve el sistema conforme a los principios estudiados en la “Re-
vision Matemética Indispensable”, y asi se obtienen los valores de
ay de b.
Si resolvemos el sistema literal por sumas y restas (restando 2 de 1 ©
1 de 2) tendremos:

¥p = a + bxp
—(yq=a+bxp)
Yo — ¥ = @ — a -+ bx, — bx,

Yo — ¥q = bxp — bxg = b (xp — )

b:yp_yq
xp"—'xq

Esto quiere decir que podemos derivar un segundo procedimiento de
eleccién de puntos, si queremos obtener los valores de a y de b directamente
por la aplicacién de una férmula que evite la resolucién del sistema de dos
ecuaciones con dos incégnitas:

Procedimiento Eleccién de Puntos: Una vez determinados las coordend

das respectivas de P y Q (los dos puntos elegidos sobre la recta), substitd-
yanse esos valores en las siguientes formulas:

b=yﬂ—yq

Xp — Xq

Esto quiere decir que, en este caso, la determinacién del valor de b pre-
cede a la determinacién del valor de a. Como precaucién, debe tenerse cui”
dado de afectar a las diferencias y, — y, y x, — %q del signo que les corres*
ponda (mas o menos) y de hacerlo asimismo con el cociente de ambos.
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Método de los Minimos Cuadrados.—El método de interpolacién conoci-
do como “procedimiento de los minimos cuadrados” responde a la necesidad
de que la linea interpolada discrepe en tan poco como sea posible de la serie
dinimica empirica a la que se interpola. Para conseguir esto, se busca el que
la suma de los cuadrados de las diferencias entre las yes reales (valores de la
serie empirica) y las yes teéricas (calculadas mediante la ecuacién de la linea
correspondiente) sea un minimo, o sea 2(d%?) = un minimo; expresion en la
cual X (operador X) representa suma y d las diferencias o desviaciones entre
las yes reales y las yes teoricas.!

En virtud de que:

d= ¥Yr— ¥t
En la que y, representa a las yes reales y y: a las yes teéricas, y de que:
yt = a + bx

Conforme a la ecuacién general de la recta, podemos establecer:
d =y — (a4 bx)
y S(d?) = S[yr — (a + bx) 12
Si desarrollamos el cuadrado de la expresion contenida dentro del pa-
réntesis rectangular tendremos:
S(d?) = S[y* — 2yr(a + bx) + (a + bx)?]
Si en el segundo miembro de la igualdad ejecutamos las operaciones in-

dicadas en el segundo término, y desarrollamos el cuadrado del binomio del
tercer término, tendremos:

S(d?) = S[y,2 — 2y,a — 2y,bx -+ a® -+ 2abx + b2x?]

Conforme a la condicién expresada en un principio: S(d?) debe hacer-
se un minimo; esto equivale a que:

S[y — 2ya — 2ybx + @® + 2abx + b%?]

sea un minimo. A partir de este momento, para facilitar la escritura supri-

mimos el indice de ¥.
Como, segiin se demuestra en el Calculo Diferencial, para obtener el mi-

nimo de una expresién debe igualarse a cero la derivada de dicha expresién,

1 Advertencia—En el siguiente desarrollo, a causa de un descuido utilizamos S en
donde por uniformidad con el resto debimos emplear 3X; sin embargo, en cuanto el fondo
no se afecta con este cambio, no puede ocasionar tropiezo al lector atento.
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procederemos a encontrar dicha derivada, para lo cual es necesario tener en
cuenta que la derivada de una funcién es el limite de la relacién entre el in-
cremento de la funcién y el incremento de la variable independiente cuando
el incremento de. la variable independiente tiende hacia cero:

Au

Derivada de © con respecto a v =lim —
v—0 Av

Y, segiin esta definicién, para derivar una funcién u con respecto a la va-
riable inedependiente v:

l.—Incrementamos el valor de v, agregando Av.

2.—Mediante la substitucién de v por v 4+ Av en la funcién y la ejecu-
cién de las operaciones obtenemos el incremento de u correspondien-
te al incremento de v.

3.—Restamos de la funcién incrementada la funcién no incrementada para
obtener la relacién entre los valores de los incrementos.

4.—Dividimos ambos miembros “de la ecuaciéon por el incremento de la
variable independiente.

5.—Vemos cual es el limite de los cocientes contenidos en ambos miem-
bros de la ecuacién cuando el incremento de la variable independiente
tiende hacia cero.

Si aplicamos este procedimeinto de derivacién a la expresion:
S[y? — 2ya — 2ybx + a* 4 2abx 4 b2x?]

que igualaremos a v tomando como variable independiente a a (que, no obstan-
te ser constante en el caso de una recta concreta, resulta variable en cuanto se
consideran todas las rectas que seria posible interpolar a la serie dinamica em-
pirica llenaran o no la condicién de hacer minima la suma de los cuadrados
de las diferencias), tendremos:

I.—Incrementando a a (agregando Aa dondequiera aparezca o en la
expresion) :

S[y* —2y(a + Aa) — 2ybx + (a + Aa)? + 2(a 4 Aa) bx + b2a2]

Ejecutando las multiplicaciones indicadas y desarrollando los cuadra-
dos de los binomios de esta expresién, se tiene:

S[y* — 2ya — 2yAa — 2ybx + a? + 2a0a + (Aa)? 4 2aby -
+ 2Aabx + b2?]
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TECNICAS ESTADISTICAS 189

2.—Al incrementar uno de los elementos de esta expresion no subsiste la
igualdad con respecto a v que, por tanto, resultara incrementada en
una cantidad Av:

S[y2 — 2ya — 2yAa — 2ybx + a® + 2a a + (Aa)? + 2abx +
+ 2Aabx 4 b2 = v 4 Av

3.—Si de esta funcién incrementada restamos la no incrementada, miem-
bro a miembro y término a término (cancelando en ésta todos los
términos que existen en la no incrementada con el mismo signo),
tendremos:

S[y? — 2ya — 2yAa — 2ybx 4 @® + 2aAa 4 (Aa)? 4 2abx +
+ 2Aa-bx + b%x*] = v + _Al)_

O sea, que quedan tunicamente los términos subrayados:
S[2yAa + 2aAa 4 (Aa)* + 2Aa-bx] = Av

4.—Si se dividen los dos miembros de la igualdad por el incremento de
la variable independiente (en este caso @) tendremos:

2yAa  2aAa = (Aa)?2  2Aabx | A_v
S[Aa+Aa+Aa+ Aa ]_Aa

Av
S[2y + 2a + a + 2bx] = e

5.—Si se hace que Aa tienda hacia cero, el tercer término de la suma con-
tenida en el primer miembro tendera a cero, y Av/Aa tendera a la
derivada de v con respecto a a (ya que, segin la definicién, la deri-
vada de una funcién es el limite del cociente entre el incremento de
la funcién y el incremento de la variable independiente cuando éste
tiende a cero):

d
S[2y 4+ 2a 4 2bx] = derivada de v con respecto a a = ke

da

Fuera ya del proceso de derivacién, a fin de que la funcién alcance un
minimo, es necesario que:

S[2y + 2a + 2bx] =0

O bien que:
S[2(y +a+bx)] =0
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0, en vista de que un factor constante puede entrar o salir del opera-
dor 2 (= S en este caso) sin cambio alguno.

2S(y+a+bx) =0

Como para que un producto (2 por S de...) sea cero basta que uno de sus

factores sea cero, y el factor 2 no puede ser cero, tendrd que ser cero el otro
factor (S de...):

S(y+a+bx) =0

Pero como la suma de una serie de cantidades es igual a la suma de las sumas
de los diversos colectivos representados por esas cantidades:

S(y +a+4 bx) =Sy + Sa+ Sbx =0
Si se despeja Sy, se obtiene:
Sy = Sa + Sbx
Pero como @ ya en el caso concreto es una cantidad constante, la suma de N aes
es igual a N multiplicado por a:
Sy = Na + Sbx
O bien, segiin es mas usual:
Sy = Na + S(x)b
En esta forma, se obtiene una primera ecuacién de interpolacién median-
te la cual obtener el valor de a que haga de la suma de los cuadrados de las
diferencias un minimo. Sin embargo, como existen dos incognitas (a y b) se
requieren de dos ecuaciones para obtener los valores correspondientes. Para
obtener una segunda ecuacién de interpolacién, derivaremos la misma expre-
sién que nos sirvié6 de punto de partida, s6lo que en esta ocasién, la deriva-

remos con respecto a b en vez de hacerlo en relacién a a, y, en seguida anula-
remos esa derivada para obtener un minimo de la funcién:

S[y%> — 2ya — 2ybx + a® + 2abx 4+ b2x2] = ¢
De acuerdo con el procedimiento general de derivacién:

I.—Incrementamos b (agregando Ab en dondequiera se encuentre b en la
expresién) :

S[y* — 2ya — 2y (b + Ab)x + a® + 2a(b + Ab)x + (b + Ab)242]

Si ejecutamos multiplicaciones y desarrollamos la segunda potencia

del binomio b 4+ Ab, tendremos:
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S[y® — 2ya — 2yxb — 2yxAb + a2 4 2abx 4 2axAb +
+ b2 + 2bAb-a2 4+ (Ab)24?]

2.—Las expresiones anteriores, como incrementadas que estan, no podran
seguir siendo iguales a v, sino a v + Aw.

3.—Si de las expresiones asi incrementadas se restan las no incrementa-
das cancelando los términos comunes (o sefialando con subrayado los
que quedan después de la cancelacion) :

S[y®> — 2ya — 2yxb — 2yxAb + a® + 2abx 4 2axAb -+ b2 +
-+ 2bAb a2 4+ (Ab)%x%] = v +£

O sea:
S(— 2yxAb 4 2axAb + 2bAb-x* 4+ (Ab)3%%) = Av

4.—Si dividimos ambos miembros de esta ecuacion por el incremento de
la variable independiente (en este caso b) tendremos:

— 2yxAb 2axAb  2bAb-x® (Ab)%x% \  Avw
S ( & T Tm T Ta ) T Ab
O sea:
Ay
S(— 2xy + 2ax + 2bx* + (Ab)2?) = AL

5.—Si hacemos que b tienda hacia cero, o sea, que se haga tan pequefio
como sea posible, el dltimo término de la suma contenida en el pri-
mer. miembro desaparecerd, y el segundo miembro de la ecuacién se
convertird (conforme a la definicién de derivada) en la derivada de v
con respecto a b.

dv

S(—2xy + 2ax 4 2ba?) = —
db

O bien (sacando a 2 como factor comiin en el primer miembro) :
dv

S[2(— 2y + ax + b2*)] =

0, como un factor constante puede salir del operador X sin sufrir cambio:

2S(—x5r+ax+bx'~’) =
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0, alin:

dv
2 S[(—=y) + Sex + Sbx%] =

db

Pero S(— xy) = S(xy) ya que esto equivale a considerar que exis-
tia ante xy un factor — 1 que salié fuera del operador X; por tanto:

d
2[— Sxy 4 Sax 4 Sba?] = -d—;’-)

Ya fuera del proceso de derivacién, si para obtener un minimo anulamos
el valor de esta derivada, tendremos:

2[— Sxy 4 Sax 4+ Sbx?] =0

Como para que un producto sea cero basta con que sea cero uno de sus
factores y el primer factor (2) no puede ser cero,

— Sxy + Sax + Sbx®> =0
Pasando — Sxy al otro miembro:
Sax 4 Sba® = Sxy
O bien:
Sxy = Sax 4 Sbx?

Esta es una segunda ecuacién de interpolacién que, unida a la encontrada
anteriormente forma un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas, al tra-
vés del cual pueden encontrarse los valores de a y de b de tal modo que 12
suma de los cuadrados de las diferencias entre las yes de la serie dinamicd
empirica y las yes de la recta que se le intepole sea un minimo, de donde €l
nombre de procedimiento de los minimos cuadrados.

El procedimiento en si, puede resumirse como sigue:

1.—Se buscan los valores de Sy, N, Sx, Sxy y .Sx* requeridos por las dos
ecuaciones de interpolacién:

Sy = Na + S(x)b
S(yx) = S(x)e + S(x2)b

para lo cual:

a.—se suman las yes de la serie empirica al pie de la columna que
las contiene (Sy),
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b.—se cuenta el nimero de observaciones hechas, o sea el namero
de valores consignados (N),

c.—se suman las equis correspondientes (ya sea que estén dadas como
una sucesién de afios: 1940-1941-1942-1943... o que, con pro-
pésitos de simplificacién en las operaciones numéricas se haya
puesto delante de cada afio el nimero de orden correspondiente
comenzando con 1 (1, 2, 3, 4...). (S(x),

d.—se forman, en una columna adicional, los productos de cada una
de las equis por cada una de las yes correspondientes, y se suman
esos’ productos. (S(xy)),

e.—se buscan los cuadrados de las equis y se anotan en otra columna,
cuidando de que sean los cuadrados de los afios si con ellos se tra-
bajé desde el principio, o los cuadrados del niimero de orden de
esos afios si fue con estos ordinales con los que se trabajé desde
el principio, y se suman esos cuadrados (S(x?)). Fijarse que se
trata de la suma de los cuadrados y no del cuadrado de la suma
de las equis: S(x2) y no (Sx)2 pues no es lo mismo encontrar la
suma de las equis y después elevarla al cuadrado.

2—Se substituyen los valores encontrados para Sy, N, SX, Sxy y S(x?)
en las dos ecuaciones de interpolacion.
3.—Se resuelve el sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas, determi-

nando asi los valores de a y de b. .
4.—Los valores de a y de b se substituyen en la ecuacion general de la
recta:
y=a + bx

Variante: Lo dicho anteriormente se aplica sin mayores dificultades, cuan-
do entre los diferentes afios de observacién media un mismo lapso de tiempo:
cuando las observaciones se hacen de afio en afio, de década en década, etc. y
a cada una de las observaciones se le puede asignar cada uno de los niimeros
de la serie de nameros naturales 1, 2, 3, 4...; en cambio, cuando el lapso
que media entre la primera observaciéon'y la segunda es distinto del que existe
entre ésta y la tercera, etc., es necesario asignar a cada uno de los valores
de y la x que le corresponderia si la serie estuviese completa, y proceder, en
todo lo deméas como en el caso anterior; asi, por ejemplo, si suponemos que
nuestras observaciones correspondieron a los afios de: 1940, 1941, 1943, 1947,
1948, consideraremos completa la serie de 1940 a 1948 asignando a cada uno
de los afios de esa serie uno de los niimeros naturales del 1 al 9, con lo que
tendremos :
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Afio
1940
1941
1942
1943
1944
1945
1946
1947
- 1948

O =020 Ul Wb~ R

Es decir, que en nuestra columna de las equis, frente a la ye correspondien-

te al afio de 1940 aparecerd como equis correspondiente 1, frente a la de
1941, 2; frente a la de 1943, 4; frente a la de 1947, 8 y frente a la de 1948, 9;
que la Sx serd igual a1+ 244 +8+49=24, y la N serda 5 puesto que
fueron cinco las observaciones hechas en el lapso de 1940 a 1948 por carecer
de los datos correspondientes a varios afios intermedios. Puede decirse, de
paso, que, mediante el procedimiento de interpolacién, una vez encontrados
.los valores de @ y de b y substituidos en la ecuacién general de la recta
¥ = @ + bx pueden calcularse esos valores intermedios no observados po-
niendo en la ecuacién, en lugar de x el valor de x que le hubiese correspon-
dido al afio intermedio del que no se hicieron observaciones.

Método del aiio mediano. Este procedimiento es una mera simplificaci()n
del método de los minimos cuadrados ya que parte de sus mismos supuestos
Y, en términos generales consiste de los mismos pasos, consistiendo su diferen-
cia en que al elegir el afio mediano de las observaciones como origen de las
mismas se obtiene igual nimero de valores positivos y negativos de x, coB
lo cual se anula la suma de las equis y se simplifican las férmulas correspon-
dientes, con lo que, de la necesaria solucién de un sistema de dos ecuaciones
con dos incégnitas, indispensable en el procedimiento clasico de los mini
mos cuadrados, se pasa a la més simple solucién de dos ecuaciones indepen-
dientes de primer grado, cada una de ellas con una incégnita. En efecto sis
gracias al procedimiento que exponemos a continuacién, Sx se anula, tendre:
mos que las ecuaciones de interpolacién:

Sy = Na + S(x)b
S(yx) = S(x)a + S(x2)b

Se convierten en:

Sy=Na+0b=Na+ 0=Na Sy = Na
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S(yx) = S(x)a + S(2?)b = 0a + S(x?)b =04 S(22)b
S(x2)b = Syx

Si en estas dos ecuaciones despejamos a @ y a b, tendremos:

. S s .
S5i Sy =Na a= >y (por definicion esto es igual a la media aritmética

N
de las yes)
Si S(x2)b = S(yx) b:%

Conforme a todo lo anterior, el procedimiento en si consiste en:

1.—Determinar cuil es el afio mediano, contando del primer afio hacia
el centro y del dltimo afio de las observaciones hacia el centro igual
nimero de afios, y sefialando como mediano el afio en el que las dos
cuentas coinciden en un mismo niamero.

2.—Colocar frente al afio mediano un cero,

hacia arriba de él —1, —2, —3, —4, ...—n
hacia abajode él 1, 2, 3,4, ...n

siendo esta serie de valores que va de —n (correspondiente al pri-
mer afio) a n (correspondiente al dltimo afio) pasando por cero (que
corresponde al afio mediano) la que constituira la serie de equis con
las que habri que trabajar aplicando el procedimiento habitual de los
minimos cuadrados o, puesto que hemos visto que, por este medio
S(x) se iguala a cero y las férmulas de interpolacién se simplifican,
empléando las férmulas simplificadas, que, por substitucién de los
valores de Sy, N, Sxy y S»* dan inmediatamente los valores de a y de
b; o sea que hay que:
3.—Buscar los valores de Sy, N, Sxy y Sx* y substituirlos en:

_S
=N
__S(y=)
 S(s?)

4.—Substituir los valores de ¢ y de b asi encontrados en la ecuacién ge-
neral de la recta:

b

y=ua- bx
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Variante—La aplicacién del procedimiento, que es inmediata cuando el
ntimero de observaciones hechas es impar, necesita de una ligera modificacion
cuando el niimero de estas es par. Si suponemos que en el caso de un nimero
impar de observaciones el afio mediano fue 1940, a 1940 le corresponde cero,
y, mas precisamente, al mes mediano de 1940; es decir, a julio; en cambio si
suponemos que se traté de un namero par de observaciones, el afio mediano
estara encabalgado entre 1940 y 1941 (si agregamos un afio) o entre 1940 y
1939 (si restamos un afio a los de nuestras observaciones) ; o sea, tomando el
caso de 1940-1941, que el cero correspondera a los dltimos dias de diciembre
de 1940 y a los primeros de enero de 1941; que los meses centrales de 1940
distardn en menos medio afio de ese punto mediano (—0.5), y los meses cen-
trales de 1941 distaran en més medio afio de ese punto mediano (0.5) que los
meses centrales de 1939 distaran en 1 afio de los centrales de 1940, o sea 1 aio
y medio del punto mediano (1.5), etc. O sea, que la serie de las equis comen-
zard en — 0.5 y en 0.5 atribuidos a los afios en los que cabalga la mediana;
— 1.5, — 2.5, — 3.5, etc., hacia arriba de dicho punto, y 1.5, 2.5, 3.5, etc.
hacia abajo constituiran los valores de las restantes equis.

CALCULO: DE LA RECTA TEGRICA

Conforme hemos asentado en un principio, al lado de una serie dinami-
ca empirica, existe una serie dinamica teérica constituida por los valores de ¥
calculados a partir de la ecuacién que expresa la ley general del fenémeno.

Segilin esto, y teniendo en cuenta que la ecuacién de una recta es de 12
forma:

y=a-4 bx

podremos siempre, a partir de ella, calcular los valores de y correspondientes
a la recta tedrica si substituimos en la ecuacién general, en lugar de x los valo-
res respectivos (es decir: 1940, 1941, 1942, 1943 si se trabajé con el niimero
de los afios, 1, 2, 3, 4... si se usaron los nimeros de orden de esos mismos
afios, — 3, —2, —1, 0, 1, 2, 3 si se empled el método del afio mediano €OP
datos impares, — 3.5, — 2.5, — 1.5, — 0.0, 0.5, 1.5, 2.5, 3.5 si se empled €}
procedimiento del afio mediano para un nimero par de datos, etc.).

En la practica puede recurrirse a una tabulacién, en cuya primera co*
lumna se copien las equis correspondientes, en tanto que en la segunda se for-
man los productos de cada x por el valor de b (con su signo), y en una tercerd
columna se consigna el valor que se obtiene de sumar a cada uno de los PT%°
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ductos anteriores el valor de a. Los valores consignados en esta iltima columna
seran los valores de la y tedrica correspondiente.

Una vez obtenida la primera y teérica, el trabajo puede simplificarse si
se tiene en cuenta que cada y es igual a la anterior més una b; o sea, que una
vez calculada y; bastard con sumarle b para obtener y,, sumarle a y» b para
obtener y3, etc.

Cuando se ha utilizado el método del afio mediano para la interpola-
cién, es conveniente determinar el valor de la tendencia para el afio central
(o sea, para cuando x vale cero), sumar al valor obtenido el valor de 1b, 2b,
etc., como en el caso anterior para los afios que siguen al afio mediano, y restar
del valor de y para el afio mediano, 1b, 2b, etc., para los afios que preceden
a dicho afio.

Asimismo, como hemos dicho anteriormente, cuando hay lagunas en los
datos, se pueden calcular las yes correspondientes poniendo en la ley general
del fenémeno la x que le corresponderia y ejecutando las operaciones indica-
das en la ecuacién misma. En forma analoga, para determinar el valor de la
tendencia correspondiente a un mes determinado de un afio en el cual se han
hécho observaciones, bastara con considerar a cada mes como un doceavo de
afio. Asi, por ejemplo, si las observaciones se hicieron ordinariamente en los
meses de enero a partir del afio de 1940 y se busca el valor de la ¥ correspon-

“diente al mes de abril de 1940 como de enero a abril han transcurrido 4 meses,

la equis correspondiente sera igual a 4/12 o 4. 0.833(3) ya que a cada
mes le corresponde 1/12 de equis. En forma parecida se puede determinar
mateméticamente el valor de y para cualquier fraccién de afio, aun cuando
también se puede recurrir al trazo de la linea tedrica y determinar grafica-
mente qué valor de la recta le corresponde al valor dado de x.

PRONOGSTICO DE LA TENDENCIA

El mismo calculo de la recta teérica roporciona un medio de pronéstico
en cuanto al continuar la serie de las equis mas alli de las observaciones he-
chas, o de las unidades de tiempo realmente transcurridas, y substituir ese
valor de las equis en la ecuacién general de la recta, se obtienen los valores
que probablemente alcanzara el fenémeno en un momento dado del futuro.

A esta_extrapolacion previsora puede oponerse una extrapolacion retros-
pectiva que, dando a las equis valores inferiores a los consignados en la serie,
permite conocer la forma en que probablemente se desarroll6 el fenémeno en
un pasado para el que se carece de datos realmente observados.
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PARABOLA DE 2° GRADO

Si consideramos una serie como la siguiente,

% y
—4 16
—3 9
—2 4
—1 1
0 0
1 1
2 4 '
3 9
4 16

podremos ver, por su representacién grafica, que nos enfrentamos a una
serie dindmica que no queda representada por una recta, sino por una curva
que, en este caso particular, pasa por el origen y es simétrica con respecto
al eje de las yes. Las curvas del tipo de la representada en la grafica reciben el
nombre de pardbolas de segundo grado y tienen la propiedad (que no nos co-
rresponde demostrar en este lugar) de que la distancia de cualquiera de sus
puntos a un punto fijo llamado foco es igual a la distancia del punto que estd
sobre la curva a una recta fija llamada directriz.

Si, con objeto de estudiar las relaciones entre la serie dindmica numérica
y su representacién grafica examinamos cual es la relacién que existe entre
cada y y la equis correspondiente, podremos darnos cuenta de que:

x y
—4 16 = (—4) (—4) = (—4)2
—3 9=(—3) (—3) = (—23)2
—2 4=(—2) (—2) = (—2)2
—1 1=(—1) (—1) = (—1)2
0
1 1= 1D( 1)=( 1)2
2 4=( 2)( 2)=( 2)2
3 9=( 3)( 3)=( 3)2
4 166=( 4)( 4)=( 4)2
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Cada y es igual al producto de dos factores iguales a equis, o sea, igual a
la equis correspondiente elevada al cuadrado:

y =2

Tomemos en seguida, con propésitos de comparacién, otras series seme-
jantes en lo fundamental: '

x Yy
—4 32=2X16=2X (—4)2
—3 18=2X 9=2X (—3)2
—2 8=2X 4=2X (—2)2
—1 2=2X 1=2X (—1)2
0 0
1 =2X 1=2X( 1)*
2 8§=2X 4=2X( 2)2
3 18=2X 9=2X( 3)2
4 32=2X16=2X ( 4)2

Caso en que las yes son iguales a los cuadrados de las equis correspondientes
multiplicados por una cantidad constante, 2, o sea en que:

= 2x2
O, si representamos en forma mas general, la cantidad constante por b:
y = ba®
En la grafica correspondiente, las ramas de la parabola de segundo grado es-

tin mas préximas entre si que las de la parabola anterior.
Considérese la serie:

% y
—4 35=3+32=3+2(—14)2
—3 21=3+18=3+ 2 (—3)2
—2 11=3+4+ 8=3+2(—2)2
—1 5=34+ 2=3+4+2(—1)2

0 3

1 5—=...... e

2 11 =

3 2] =

4 35 =
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caso en que las yes son iguales al cuadrado de las equis multiplicado por
una cantidad constante (2), y adicionado de una cantidad también constan-
te (3), o sea en que:

‘ v =3 4 22

O, si representamos en forma mas general, 2, por b, y 3 por a: -
y = a 4 bx?

En la grafica correspondiente, la parabola corta al eje de las yes por en-
cima del origen, pero la abertura de las ramas de la parabola sigue siendo la
misma del caso anterior, en virtud de que en ambas series el coeficiente de x*
es el mismo.

Si construimos una serie dindmica en la que ademas de figurar los ante-
riores elementos (término independiente de x : @, y término en x2 : ba?) hicié-
ramos figurar un término en x : cx) tendriamos una serie del tipo:

x y
—4 19=35—16 =342 (—4)2 44 (—4)
—3 =21—12=3+2(—3)244 (—3)
—2 3=11— 8=3+4+2(—2)24+4(—2)
—1 1= 5— 4=3+2(—1)244(—1)
0 3= 3—0=3+2( 0)2+4+4( 0)
1 9= 54+ 4=342( 1)244( 1)
2 19=114+ 8=342( 2)244( 2)
3 33=21412=3+2( 3)24+4( 3)
4 51=35+16=3+2( 4)244( 4)

En este caso, cada ye es igual al cuadrado de la equis correspondiente multi-
plicado por una cantidad constante (2), adicionada de otra cantidad también
constante (3), y del producto de la equis correspondiente multiplicada por una
cantidad constante (4); es decir:

y=a-+ bx® + cx

en general, o, en el caso concreto:

y =3+ 242 + 4«

Podemos ver que, si representamos graficamente esta serie, seguimos obte-
niendo una parabola de segundo grado, sdlo que, en este case no se mantiene

la simetria con respecto al eje de las yes, sino que se desplaza hacia una recta
paralela al propio eje.
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~

Si la expresién ¥y = a + bx® 4+ cx se ordena conforme a las potenc1as
crecientes de x, se tiene:
‘ y = a + cx + bx>

Que podemos considerar como expresién bastante general de la ecuacién
de segundo grado, o sea, de la ecuacién representativa de una parabola de
segundo grado, pudiendo afirmarse que:

Una parabola de segundo grado queda representada por una ecuacién en
la cual la variable independiente (x) estd elevada al cuadrado como poten-
cia méxima.

Todo lo anterior significa que ademas de los términos usuales pueden
existir toda una serie de potencias de x siempre que ninguna de ellas sea supe-
rior a dos, y en todo caso la curva representada seguira siendo una parabola
de 2° grado, si, al mismo tiempo, dichas potencias son enteras y positivas.

Si en la ecuacién de segundo grado anulamos el término en % la ecua-
cién se convierte en una ecuacién de primer grado, y cada una de las ramas
de la paribola se convierte en una recta.

Si en la ecuacién de segundo grado se modifican convenientemente los
signos (b negativa), la parébola en vez de abrirse hacia arriba se abrira hacia
abajo. Tanto en uno como en otro caso no puede afirmarse tan sencillamente
como en el caso de la recta que el movimiento sea creciente o decreciente, ya
que el fenémeno crecera hasta determinado punto para después decrecer, o
decrecera hasta determinado punto para después crecer. En términos genera-
les, cuando & es positiva, el fenémeno serd primero decreciente y después cre-
ciente, y cuando b es negativa el fenémeno serd primeramente creciente y des-
pués decreciente.

Velocidad en el caso de un fenémeno que obedece a una tendencia para-
bélica—Si en un movimiento rectilineo establecemos la relacién entre el espa-
cio, la velocidad y el tiempo, en un momento determinado el espacio recorrido
(y) sera igual a la velocidad (que llamaremos b) multiplicada por el tiem-
po (que representaremos por x); es decir:

. y = bx
Si hacemos que el tiempo aumente en Ax, el espacio aumentara en Ay.
. y4 Ay = (x+ Ax)b
y + Ay = bx 4 bAx

Si restamos de esta ecuacién la original no incrementada y = bx, ten-

.

dremos:
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Ay = bAx
Si pasamos a Ax al otro miembro, tendremos: \ .
Ay ‘
— =}
Ax

Si hacemos que x tienda hacia cero, por definicién, la relacién entre el
incremento de y y el incremento de x tendera hacia la derivada de y con res-
pecto a x:

) Ay dy .
lim —_ ==
x = 0Ax dx

b no varia a pesar de que x tienda a cero porque b es una
constante, independiente de los cambios que experimenta x.

Segiin la expresién anterior, teniendo en cuenta que b representa la velo-
cidad del movimiento rectilineo considerado, podremos establecer que:

La velocidad en el movimiento rectilineo es igual a la derivada del espa-
cio (y) con respecto al tiempo (x).

Como b es una constante, puede afirmarse que, en el movimiento rectili-
neo la velocidad es constante (de ahi que las primeras diferencias entre las yes
de dicho movimiento sean iguales en el caso de la tendencia rectilinea).

En términos mas generales, se establece que:

Para cualquier clase de movimiento, rectilineo y uniforme o no, se define
la velocidad en un instante dado como el limite de la velocidad media cuando el
incremento temporal tiende hacia cero, o bien:

La velocidad en un instante dado es la derivada de la distancia con res-
pecto al tiempo.

Segiin esto, para encontrar la velocidad de un movimiento parabélico, bus-
caremos la derivada de y con respecto a x en la ecuacién correspondiente:

y=a+cx+bx2

Para derivar con respecto a x, incrementdremos las equis y anotaremos el
correspondiente incremento de y:

y + Ay =a+ c(x 4 Ax) + b(x + Ax)?
¥y + Ay = a + cx + cAx 4 bx® 4 2bx x4 b(Ax)?2
- Al restar la primera ecuacién de esta tltima, se obtiene:

y =cx -+ 2bx x 4+ b(Ax)2
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Si dividimos ambos miembros de la ecuacién por Ax:

A"y—=¢:--|—2bx+I)A:\c
Ax

Al tomar el limite de la relacién Ay/Ax cuando x tiende hacia cero,
tenemos: .

lim ﬂ—-dl'=0+2b:§

x—0 Ax  dx

O sea, que la velocidad del movimiento parabélico (derivada de y con
respecto a x) esta dada por la expresién: ¢ 4 2bx. .

‘Si se examina la expresién anterior, se vera que estid constituida por una
cantidad constante ¢, y por el producto de dos constantes 2 y b multiplicado
por una variable x; o sea, que a diferencia de lo que ocurre en el movimiento -
rectilineo, en el movimiento curvilineo (parabélico) la velocidad no es cons- -
tante, sino variable, y que al preguntarse por ella debe especificarse a la velo-
cidad de qué momento se refiere uno; asi, si suponemos que se tratara de
una de nuestras series representadas previamente en la que y = 3 + 4x -+ 242,
la velocidad estaria dada por una expresién de la forma: ¢ 4 2bx, o sea:
442X 2x =4+ 4x. De este modo:

En el aiio La velocidad serd:’
—4 444 (—4)=4—16=—12
—3 4 +4(—3)=4—12=— 8
—2 444(—2)=4— 8=— 4
—1 4 +4(—1)=4— 4= 0
0 444( 0)=4+4+ 0= 4
1 444( 1) =4+ 4= 8
2 444( 2)=4+ 8= 12
3 444( 3)=4+12= 16

4 44+4( 4)=44+16= 20

Esto quiere decir que en el primer momento de nuestras observaciones
(que hemos llamado — 4 conforme al procedimiento del afio mediano) la ve-
locidad es de 12 unidades de y por cada unidad de equis y, como dicha velo-
cidad es negativa, el fenémeno es decreciente (por ejemplo: la produccién
disminuye en 12 toneladas por afio), en tanto que, en el segundo afio de nues-
tras observaciones el decrecimiento en la produccién es menor puesto que
solo es de 8 (la produccién disminuye en ocho toneladas por afio en ese mo-
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mento), y a partir del quinto afio de nuestras observaciones (marcado con 0)
la produccién aumenta en vez de disminuir (velocidades de signo positivo) en
4 unidades de y por cada afio en el sexto afio, en 8 unidades en el séptimo, etec.

Por las cifras dadas en la segunda columna de nuestra pequeiia tabulacion
puede verse que la velocidad no es constante, sino variable, y que, en el caso
concreto que estudiamos va en continuo aumento (pasar de — 12 a — 8 repre-
senta un aumento tanto como pasar de + 8 a -} 12). Puede verse asimismo
que ese aumento en la velocidad es constante (de 4 unidades por afio) y que
las cifras correspondientes, al representarse graficamente quedan dadas por
una recta.

La ecuaciéon correspondiente la obtendremos de » = ¢ 4 2bx que es
la ecuacién de una recta en la que v representa las magnitudes variables del
fenomeno en el tiempo, ¢ la ordenada en el origen, y 2b el ritmo de crecimien-
to de la velocidad por cada unidad de tiempo. Dicho ritmo de crecimiento de
la velocidad por unidad de tiempo es lo que se conoce como aceleracién. En
virtud de que 2b es un producto de constantes (constante por ello mismo)
podemos afirmar que la aceleracién en un movimiento parabélico es una can-
tidad constante igual al duplo del coeficiente de x?> en la ecuacién general
de la parabola.

2b puede obtenerse buscando la derivada de v con respecto a x en la ecua-
cién v = ¢ + 2bx, ya que si incrementamos, buscamos la relacién entre los
incrementos y tomamos limites, obtendremos:

d
22—
dx
De ahi que se afirme que la aceleracién (2b en este caso) es la primera
derivada de la velocidad.
Como, por otra parte:
dy

d—x=c+2bx=v

O sea que la velocidad es la primera derivada de ye con respecto a x, pue-
de afirmarse que:

La aceleracién es la primera derlvada de la primera derivada de.ye con
respecto a x; o bien que:

La aceleracién es la segunda derivada de ye con respecto a equis.

Interpolacion de una pardbola de segundo grado: En la interpolacién de
una parabola de segundo grado pueden utilizarse en su gran mayoria los mé-
todos utilizados en la interpolacién de la recta, especialmente:
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1.—El Método de Eleccién de Puntos.
En este caso, los puntos a elegir serdn 3, ya que existen tres para-
metros (a, ¢, b) en la ecuacién general de la parébola de 2° grado,
cuyos valores es necesario determinar y, por lo mismo, se requieren
* tres ecuaciones, de la forma:

y1 = a -+ cx; + bx;®
y2 = a + cx2 + bxo?®
y3 = a + cxg + bxg®

en las cuales y; y % constituyen las coordenadas del primer punto,
¥2 y %2 las coordenadas del segundo punto, y y3 y %3 las coordenadas
del tercer punto elegidos sobre la recta. .
Con propésitos de simplificacién, puede prescindirse del término en
%, con lo que la ecuacién de la parabola se reduce a y = a 4 b2,
siendo por tanto necesarias sélo 2 ecuaciones, ya que sélo existen 2
parametros (a, y b), y requiriéndose por lo mismo la eleccién de
s6lo 2 puntos sobre la pardbola.
2.—El Método de los Minimos Cuadrados.

El criterio para encontrar las ecuaciones de interpolacién es el mis-
mo que el utilizado en el caso de la recta: los yalores encontrados
al través de ellas deben ser tales que la suma de los cuadrados de las
diferencias entre las yes reales y las yes teéricas sea un minimo.
Los resultados obtenidos tienen que ser distintos de los que se obiu-
vieron en el caso de la recta.

Obtencién de las Férmulas de Interpolacion pera una pardbola de segun-
do grado.—Partiremos de nuestro criterio de los minimos cuadrados expre-
sados matematicamente: _

S(d?) = minimo
d= Yr— ¥t
S (yr — y¢)? = minimo

Como las yes tedricas en este caso se calculan aplicando la férmula:
y: = a 4 cx -+ ba?, tendremos:

S(y: — (a 4 cx + bx?)2 = S(y — a — cx — ba?)? debe ser un minimo.

Para lograr que esa suma de cuadrados sea un minimo es necesario en-
contrar la derivada de la expresién y, en seguida, anularla. Si derivamos con
respecto al primer parametro obtenemos:
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S2(y —a— cx — bx?) ?=S2(y—a—cx—bx2)
. a

=2(Sy —Sa— Scx — Sbx?) =0

para que la expresién sea un minimo.

= Sy — Sa — Scx — Sbx®> = 0 |
Sy = Sa 4 Secx -+ Sba?

Como la suma de un conjunto de constantes iguales Sa, es igual a tantas
veces la constante (a) como veces aparezca, tendremos:

Sy = Na + Scx | Sbx?

como primera ecuacién de interpolacion.
Si derivamos la misma expresion con relacién al segundo parametro c,
obtenemos:

d
S2(y — a — cx — ba?) d—cx=S2(y—a—cx—bx2) x=
c ,
28 (yx — ax— cx® — bad) = 0
para que la expresién sea un minimo.

Syx — Sax — Scx? — Sbax® = 0
Syx = Sax + Scx? 4 Sbad

Esta dltima es nuestra segunda ecuacién de interpolacién.
Si derivamos la misma expresion con relacién al tercer parametro b,
obtenemos:

S2(y——a—cx—bx2) j—zaﬁ =852(y —a—cx—ba?)a? =
2 S(yx® — ax® — ca® — bxt) =0
para que la expresién sea un minimo.
Syx? — S ax® — Sex® — Shxt =0
Syx® = Sax? 4 Sca® + Shxt

Esta tltima constituye nuestra tercera ecuacién de interpolacién.
Reunidas las tres ecuaciones de interpolacién necesarias para la aplica-
cién del método general de los minimos cuadrados, se tiene:
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Sy = Na + S(x)c + S(2?)b
Syx = Sxa + S(x%)c + S(23)b
S(yx?) = Sx2%a + S(2%)c + S(x*)b

Con propésitos nemotécnicos, puede observarse que la primera ecuacién
de interpolacién se obtiene colocando un operador X = S delante de cada uno de
los términos de la ecuacién general de segundo grado; que la segunda ecua-
cién de interpolacién se obtiene multiplicando cada uno de los términos de la
ecuacion general de segundo grado por la primera potencia de la variable inde-
pendiente (por x) y agregando delante de cada uno de ellos un operador = = S;
que la tercera ecuacién de interpolacién se obtiene multiplicando cada uno de
los términos de la ecuacién general de segundo grado por la segunda poten-
cia de la variable independiente (por x?) y agregando delante de cada pro-
ducto un operador 3 = S. '

Si para mayor simplicidad se utiliza en lugar de la forma completa
de la ecuaciéon de segundo grado y = a + cx - bx® la forma incompleta
¥ = a + bx?, se requerira de sélo dos ecuaciones de interpolacién, obtenidas
por derivacién y ulterior anulacion de la derivada de S(y — @ — ba2)2 con
respecto a los parametros a y b. Al realizar la derivacién se encuentran como

ecuaciones las siguientes:
Sy = Na 4+ S(x?)b
Syx? = S(x2)a + S(x?)2b

Con objeto de recordar estas ecuaciones si se recuerdan las de la recta,
bastara con compararlas para darse cuenta de que, en dondequlera aparece x
en las ecuaciones de la recta, aparece x? en las ecuaciones de la parébola de

segundo grado.
Simplificaciones del método de los minimos cuadrados en el caso de la

interpolacién de una parabola de segundo grado.

1.—Método del Afio Mediano.

Si bien la eleccién de un afio mediano reduce las magnitudes de los
valores de x y facilita las operaciones aritméticas, a diferencia de lo
que ocurre en el caso de la recta, dicho artificio no anula ninguno
de los términos que intervienen en las ecuaciones de interpolacién:

Sy = Na + S()b
S(ya?) = S(a?)a + S(x*)b
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ya que en ellas intervienen dnicamente potencias pares de x, y las po-
tencias pares tanto de niimeros negativos como de niimeros positivos
son siempre positivas y, por lo mismo, no se anulan unas con otras.
En cambio, cuando se utiliza la forma completa, y, consecuentemente
el sistema de tres ecuaciones:

Sy = Na + S(x)c + S(x?)b
S(yx) = S(x)a 4+ S(x®)c+ S(28)d
S(yx®) = S(x®)a + S(2®)c + S(x*)b

puede mostrarse que tanto S(x) como S(x®) se anulan, con lo cual des-
aparecen de esas ecuaciones los términos que las contienen, o sea:

Sy = Na + S(x?)b
S(yx) = S(x?)c
S(yx%) = S(2?)a + S(x*)b

Como puede verse por estas expresiones, ¢ se puede obtener directa-
mente de la (2), despejando:

__S(yx)
T S(x2?)

y los otros dos parametros, @ y b, mediante la solucién del sistema
de dos ecuaciones con dos incéognitas:

Sy = Na + S(2?)b
S(yx?) = S(«®)a 4 S(x*)b

Puede observarse que el valor de ¢ (coeficiente de la primera poten-
cia de x en la pardbola) estd dado en términos analogos a aquellos
en los que en el mismo procedimiento del afio medaino esta dado b
(coeficiente de la primera potenma de x en la recta) en el caso de
la recta.

2.—Valor de los parimetros en términos del nimero de datos.—A fin de

encontrar la relacién entre los parametros de la ecuacién de segundo
grado y el nimero de datos, es necesario tener presentes las siguien-
tes relaciones:

N(N+1)

S(x) = —5—
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N(N+41) (2N +1)
2 3

S(#®) = ( N_(_Nzi__l_) ) 2 — S(x)2

(2N +1)
3

S(x?) = = S(x)

Ns —N
S(xt) = — + 2S(x%) — 25(x?) + Sx
Mediante la substitucién de estos valores en las tres ecuaciones de
interpolacién correspondientes, y la resolucién del sistema por medio

de determinantes de tercer orden, pueden obtenerse los valores de los
tres pardmetros en términos del niimero de datos.

PARABOLA DE 3er. GRADO

Mediante la representacion grafica de la serie siguiente:

% Y

—4 — 64

—3 — 27

—2 — 8

—1 — 1

0 0

1 1

2 8

‘ 3 27
4 64

Obtenemos una curva, una de cuyas ramas se encuentra en el primer
cuadrante, en tanto que la otra se encuentra en el tercero ya que, mientras
para una corresponden abscisas positivas y ordenadas también positivas, en
la otra se corresponden abscisas y ordenadas negativas. Si comparamos esta
curva con alguna de nuestras parabolas de segundo grado, podremos notar
que la rama que se encuentra en el primer cuadrante podria pasar por rama
de una parabola de 2° grado, y que la rama que se encuentra en el tercer
cuadrante podria tomarse por rama de otra pardbola de segundo grado; o
bien, que esta segunda rama podriamos imaginarla como la rama que se en-
contraria en el segundo cuadrante si se tratara de una parabola de 2° grado, y
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la cual se hubiese flexionado o doblado hasta llevarla a su posicién actual en el
tercer cuadrante. Quizds de estas semejanzas que pueden establecerse imagi-
nativamente, proceda el nombre de esta curva a la que se denomina también
“parabola” de tercer grado. _ '

Si tratamos de ver cuéles son las relaciones que existen entre cada ye y
la equis correspondiente de este serie, podremos darnos cuenta de que:

—4 —64 = (—4) (—4) (—4) = (—4)8
—3 —27=(—3) (—3) (—3) = (—3)
—2 — 8=(—2) (—2) (—2) =(—2)3
1 —1=(=1 (=D (=1 = (—1*
0 0
1 1= 1X1X1 [ =( 1)8
2 8= 2X2X2 =( 23
3 27 — 3 X3X3 =( 3)3
4 64 = 4 X4 X4 =( 4)3

Segiin esto, en nuestra serie, cada una de las yes es igual al cubo o ter
cera potencia de la equis correspondiente; es decir: y = 3,

Como en el caso de la recta y la pardbola de segundo grado, la potenci:
de x puede aparecer multiplicada por un factor constante distinto de uno (po:
ejemplo, b), lo cual hara variar Ia inclinaciéon de las ramas de la curva; pue
de asimismo cortar al eje por encima o por debajo del origen, a una distan
cia a, y pueden ademis, intervenir en la formacién de cada ye las potencia
de equis inferiores a la tercera. De este modo, la ecuacién general para est
tipo de curvas (parabolas de tercer grado) sera:

y = a -+ cx + dx® 4 bad

Cuando se pretende simplificar el proceso de interpolacién de una paré
bola de tercer grado, puede prescindirse de los términos en x y en %2 y traba
jar con la expresién:

y=a+bxs

‘Puede observarse que, a diferencia de lo que ocurre con la parabola d
segundo grado, la parabola de tercer grado es simplemente creciente o sim
plemente decreciente segiin el signo de b.

Para determinar el ritmo de crecimiento o decrecimiento procederemo
ateniéndonos a nuestra definicién de velocidad, segiin la cual ésta es igual
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la derivada del espacio con respecto al tiempo, o, en series cronologlcas, la de-
rivada de ye con respecto a x.
Si derivamos:

y:a.+cx+tlx2+bx"’

con respecto a equis, obtenemos:

dy dv _, dx dx
== — 4 2dx — + 3bx® —
dx 0+cdx+ dxdx_-l- ¥

d .
. + 2dx + 3bx® = velocidad.
dx
Por la anterior expresién, puede verse que la velocidad en este tipo de
fenmenos no es constante sino variable, ya que en su valor intervienen x y %*

que son valores variables.
Si tomamos la derivada de la velocidad con respecto al tiempo, obtendre-

mos la aceleracion (i. e. la segunda derivada de ye con respecto a equis).

dv . dx
= — 2bx —
o =04 2d -I— 3.2bx T
dv o
— = 2d + 6bx = aceleracién.
dx

Por esta expresién podremos darnos cuenta de que la aceleracién en un
fenémeno regido por un crecimiento parabélico de tercer grado no es constan-
te sino variable (a diferencia de lo que ocurre en el caso de la parabola de
segundo grado en la que si bien la velocidad es variable, la aceleracién es cons-
tante). La aceleracién del movimiento sujeto a una ley parabélica de tercer
grado, segiin puede verse por la expresién, esta sujeta a un crecimiento recti-
lineo (2d puede hacerse igual al término independiente de dicho crecimiento),
en estas condiciones no es extrafio el que la aceleracion aumente en cantidades
constantes: en 6b por cada aumento unitario de b; o sea, que si bien ni la pri-
mera derivada de y con respecto a x (velocidad) ni la segunda derivada de ye
con respecto a equis (aceleracién) son constantes, en cambio si lo es la tercera
derivada de ye con respecto a equis (o sea la primera derivada de la acelera-
cién con respecto al tiempo), de tal manera que, en un fenémeno que crece
conforme a una parabola de tercer grado, los terceros incrementos de la varia-
ble dependiente son constantes.

Interpolacién de una pardbola de tercer grado por el Método de los Mi-
nimos Cuadrados.—Para obtener las ecuaciones de interpolacién correspon-
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dientes partiremos como siempre, del criterio de que S(d*) sea un minimo o
sea que S(¥r — ;)% sea un minimo; en el caso concreto:

S(yr—y:)2 =S(y — a — cx — dx® — ba?)?

Como para obtener un minimo necesitamos anular las diversas derivadas
de la funcién con relacién a cada uno de los parametros @, ¢, d, b, comenza-
remos por derivar la funcién con respecto a a:

S2(y —a— cx — dx®> — ba?)

es la derivada correspondiente que, para
producir un minimo, debe de anularse:

2S(y—a—cx—dx?—bx®) =0
S(y —a—cx—dx2—ba®) =0
Sy — Sa — Scx — Sdx? — Sbx® = 0
Sy = Sa + Sex + Sdx® + Sbx?
Sy = Na + S(x)c + S(x2)d 4+ S(23)b

-En forma anéloga, si derivamos para ¢, tendremos:

S2(y—-a—cx—dx2——bx3)x%§ = 2S(y—a—cx—dx2—bx3)x=0
2(Syx — Sax — Scx® — Sdx® — Sbx*) =0

Syx — Sax — Scx? — Sdx® — Sbx* =0

Syx = S(x)a + S(2x®)c + S(x3)d + S(x*)b

Si-derivamos para d, obtenemos:

.S2(y—-_a—cx—dx2-.—bx3)x2(-¢g= 2S(y — a— cx — dx® — bx?) x®

, 2(Syx? — Sax? — Scx® — Sdx*t — Sbx®) = 0
Syx? = S(x?)a 4 S(x8)c + S(at)d + S(a5)b

Si derivamos para b, tendremos:

| sz(y_a;cx—dxz_bxs)xs%= 2S(y — @ — cx — da® — bx®)a®
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2(Syx® — Sax® — Scxt — Sdx® — Sba®) =0
Syx® = S(x®)a 4+ S(xt)c 4+ S(x5)d 4 S(x%)b

Segiin esto, las ecuaciones de interpolacién para una paribola de tercer
grado seran:

Sy = Na-4 S(x)c+ S(x?)d + S(»3)b

Syx = S(x)a 4+ S(x2)c + S(x®)d + S(x%)b
Syx? = S(x2)a 4 S(x®)c + S(x*)d + S(x5)b
Syx? = S(x®)a 4+ S(xt)c + S(x°)d + S(x8)b

Para obtener los valores de los parametros, @, b, ¢, d, que sera necesario
substituir en la ecuacién general de la parabola de tercer grado, habri nece-
sidad de buscar los valores de Sy, N, S(x), S(2?), S(x3) ... Syx, Sya?, etc. y .
substituirlos en estas ecuaciones. Una vez substituidos todos los valores que
pueden obtenerse a partir de la elaboracién de los datos de la serie empirica,
serd necesario resolver el sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incognitas
(los parametros @, b, ¢, d) mediante determinantes de cuarto orden.

Procedimiento del afio mediano.—Las simplificaciones que se obtienen
mediante la numeracién de la serie de las equis a ambos lados del lado mediano
se reflejan en la anulacién de las sumas de potencias impares de equis y, por
tanto, de los términos que contienen dichas sumas como coeficientes en las
ecuaciones previamente estudiadas; de este modo, dichas ecuaciones se con-
vierten en:

Sy = Na 4 S(2?)d
Syx = S(a2)c 4 S(2*)b
Syx? = S(a2)a + S(x*)d -
Syx® = S(x%)c + S(x%)d

Puede notarse que, de las ecuaciones asi simplificadas pueden formarse
dos sistemas, el primero de los cuales esti constituido por la primera y la
tercera ecuaciones, de las que se pueden obtener @ y d, en tanto que el segundo
sistema estd formado por la segunda y cuarta ecuaciones, de las que se pue-
den obtener ¢ y d. O sea, que la simplificacién consiste en que, en lugar de
trabajar con un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incognitas (que re-
quiere uso de determinantes de cuarto orden) basta con resolver dos sistemas
de dos ecuaciones con dos incégnitas, independientes (los sistemas de ecuacio-
nes) entre si: los sistemas resultan ser:
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=4

.Sy = Na + S(x?)d Syx = S(22)c + S(x*)b -
Syx? = S(x2)a + S(x*)d Syx® = S(a*)c 4 S(x®)b

Interpolacion de la pardbola de tercer grado en su forma incompleta.—
A menudo resulta demasiado embarazoso trabajar con la forma completa de la
ecuacién de tercer grado, por lo cual se prefiere trabajar con su forma incom-
pleta: y = & - ba®.

En tal caso, es facil demostrar que por derivacién con respecto a los pa-
rametros @ y b se obtienen las dos ecuaciones de interpolacion correspondientes.

S(d?) = S(yr—y:)* = S(y —a— ba?)?

d da
2 Sy — a— bx®)2 — o a e Ba8) 28
daS(y a — ba?) S2(y —a—bx )da

2S(y — a— bx®) = O para obtener un minimo.
" S(y—a—0b33) =0

Sy — Sa — Sbx® =0
Sy = Na— S(x®)b

d db
bx3)2 — 3
7 S(y—a %3)2 =S 2(y — a — ba®) x 7

2S(y—a—ba®) =0
S(yx® — ax® — bx®) =0
Syx® — Sax® — Sbx®* =0
Syx® = S(x%)a 4 S(x8)b

O sea, que el sistema de ecuaciones de interpolacién estara formado por:
Sy = Na + S(x®)b
Syx® = S(«®)a + S(x)b

Si se emplea el procedimiento del afio mediano, S(x%) se anula y, por
lo mismo, los términos que lo contienen como coeficiente desaparecen de las
ecuaciones anteriores que, de esta forma, quedan reducidas a:

Sy
= N, Jia=——
Sy a a N
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__ Sya?
T 5(a8)

Syxt = S(25)b b

HIPERBOLA

Consideremos la siguiente serie:

y

—

- 1.000
0.500
0.333
0.250
0.200
0.166
0.142
0.125
0.111
0.100

La grafica nos muestra la rama localizada en el cuadrante I, de una
curva que posee una segunda rama (poco o nada utilizada en Estadistica)
localizada en el III cuadrante; o sea una curva simétrica con respecto a la
bisectora de los cuadrantes II y IV; curva que tiene la propiedad de que
al aumentar los valores de equis, ¥ se acerca més y mas al eje de las equis sin
llegar a confundirse con él, en tanto que al disminuir los valores de equis, la
propia curva se acerca méas y mas al eje de las yes sin llegar a confundirse
con él, hecho que se expresa diciendo que la curva tiene como asintotas los
dos ejes coordenados. La curva que tiene- dichas propiedades se conoce con
el nombre de hipérbola.

Podemos observar en la serie dinimica cuya representacién se ha obte-
nido por medio de esta hipérbola (equilatera), que si multiplicamos cada
una de las equis por las yes correspondientes, obtenemos como producto la

unidad. En efecto:

(I

— .
C VWO UL B WN -

% y Este hecho puede expresarse mediante la ecuacién:
1X1.000=1 xy=1
2X 0500 =1

3X 0333 =1 Y como, por definicion, el reciproco de un niimero es el
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4 % 0250 = 1' nfimero que miultiplicado por él produce la unidad, po-
5% 0.200 =1 demos afirmar que en esta serie (representada por una
6 X 0.166 = 1 hipérbola) las yes son iguales al reciproco de las equis, lo
7 %X 0142 =1 cual se puede expresar asimismo, en la serie, como:

83X 0.125=1

9% 0111 =1
10 X 0.100 =1 :
.

x y O sea, que cada una de las yes es igual a la uni-
— dad (1) dividida entre la equis correspondiente, por lo
1 1.000 = 1/1 cual podemos escribir, en forma equivalente a la an-
2 0500 = 1/2 terior:

3 0333=1/3 1

4 4250 = 1/4 Y=3

5 0.200= 1/5

6 0.166= 1/6 .

7 0l42= 1/7 - Expresion. que hubiéramos podido obtener de la an-
8 0.125= 1/8 terior con despejar simplemente a y.

9 0111= 1/9

10 0.100=1/10

1
Pero — también puede representarse por x—! ya
%

que si multiplicamos y dividimos x~! por «, tenemos:

_(x—l)(:\s)__:\:—l"‘1 20 1

x—1

X , x X X

En estas condiciones, en lugar de 1/x puede escribirse x—1, con lo que
la expresién se convierte en:

y:x—1

Forma la més sencilla de representaciéon algebraica de una hipérbola.
Si suponemos una serie en la cual el producto de las equis por las yes
sea una constante distinta de 1 (por ejemplo b) la forma de la curva no cam-
biarda fundamentalmente, y las ecuaciones correspondientes resultaran ser:

xy=2>
-1 b
y=b-=-
x x

y = bx—1
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Si en lugar de aparecer x elevada a — 1 aparece elevada a potencias
negativas constantes distintas de — 1 (por ejemplo —¢) se obtendrén curvas
del mismo tipo, pero con diferente pendiente. Las expresiones correspondien-
tes resultaran ser:

xy = b
_, 1 b
y= % a0 :
y = bx—°

Puede suceder asimismo que aparezca un término adicional @, también
constante, cuyo valor producira el desplazamiento de la hipérbola hacia arri-
ba o hacia abajo, con lo que se puede aceptar, como forma bastante general
de la hipérbola, para usos estadisticos: »

=a-+ bx—°

Interpolacién de una Hipérbola por el Método de los Minimos Cuadra-
dos.—A esta altura de nuestro estudio, el Ginico problema a resolver consis-
tirdi en la obtencién de las correspondientes ecuaciones de interpolacién. A
fin de simplificar suficientemente el problema, consideraremos la interpola-
cién de una hipérbola de la forma:

y = bx—°
en la que @ = 0, y, ulteriormente, de una ecuacién de la forma:
- y=a- bz~

en la que ¢ = 1.
Férmulas de interpolacién para la hipérbola:

y=bx—° _
Dicha expresién puede }transformarse por medio de los logaritmos en:
log y =1log b4 log x~° =1log b—c log «
log y =log b—c log x

Si representamos log y por Y, log b por 4, —c por B y log x por X
tendremos la expresion:

Y=4+4BX

O sea una expresién andloga a la ecuacion de la recta. Si hacemos la
interpolacién correspondiente, obtendremos los valores de los parimetros
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A y B, cuyos antilogaritmos corresponderdn a los parametros b y ¢ de la
expresién original.

Las férmulas de interpolacién para la expresion

Y = A + BX v
serian:

. S(Y) =NA 4 S(X)B
S(YX) =8(X)4 4+ S(X?)B

Si en estas férmulas de interpolacién substituimos por Y, X, 4, B, los
valores originales y, x, log b y — ¢, respectivamente, tendremos las dos ecua-
ciones de interpolacién siguientes:

S(logy) = Nlog b -+ S(log x) (—¢)
S[(log y) (log x) ] = S(log x) log b + S[(log x)2](—¢)

Obtenido el valor de log b bastard con buscar su antilogaritmo para ob-
tener el parametro de la expresién original.
Expresado todo lo anterior en forma de procedimiento:

1.—Cuando se trabaja con la expresién y = bx—, se buscan los logarit-
mos de las equis y se anotan en una columna; se buscan los loga-
ritmos de las yes y se anotan en otra columna.

2.—Se suman separadamente las columnas de los logaritmos de equis ¥
la de los logaritmos de ye, para obtener S(log x) y S(logy) reque-
ridas por las ecuaciones de interpolacién.

3.—Se multiplica cada uno de los valores contenidos en la columna de
los logaritmos de y, por cada uno de los correspondientes valores
de la columna de los logaritmos de equis para obtener una colum-
na de productos (log y) (log x) que sumados daran S(log y) log %)
requeridos por las férmulas. Precaucién.—No creer que.se trata del
logaritmo de un producto y convertirlo en suma de los logaritmos
de los factores, ya que se trata del producto de dos logaritmos y, por
lo mismo, es preciso encontrar primero el logaritmo y ulteriormente
el producto y no primero el producto y después el logaritmo de ese
producto.

4.—Cada uno de los valores contenidos en la columna de los logaritmos
de x, se eleva al cuadrado sumando después los cuadrados para
obtener S[(log x)2]. Precaucién.—No confundir la suma de los
cuadrados de los logaritmos con la suma de los logaritmos de los cua-
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drados de x; o sea, que es preciso buscar primero el logaritmo y en
seguida elevar al cuadrado el valor encontrado y no buscar primero
el cuadrado de equis y en seguida buscar su logaritmo.
. 5.—Se substituyen los valores de S(log y), N, S(log x), S(log y) (log %),

S(log x)2 en las dos ecuaciones de interpolacién dadas.

6.—Se resuelve el sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas, con lo
cual se obtienen los valores de log b y de —ec.

7—Se obtiene el antilogaritmo de log b.

8.—Se substituyen los valores de b y — ¢ en la expresién:

y = bx—° \
Formulas de interpolacién para la hipérbola:
y=a-4 bx—1
Conforme al criterio de los minimos cuadrados:

S(d?) = S(y, —19:)2=8S(y — a— bx~1)%, para ser un minimo debe
anular sus derivadas con respecto a @ y a b; por lo que:

d
iS(y—a—bx"l)z =25(y—a—bx—1) d% 0

da
2[Sy — Sa— Sbx~1)] =0
Sy — Sa — Sbx—1 =0
Sy =Na + S(x—1)b
Primera ecuacién de interpolacién para la hipérbola.

d

ZSly—a—by=1)? =25(y—a—bx~1) —x—l =0
9S[yn—t — Sax—1— Sbx—2] =0
Syx—1!—Sax—1—Sbx—2=0

S(yx—1) =S(x"a + S(x—2)b

S(yx—1) =S(x~Y)a+ S(x—1)2

-

" Cualquiera de estas dos Gltimas expresiones puede tomarse como segun-
da ecuacién de interpolacién para la hipérbola.
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La forma procesal de obtener los valores de ¢ y de b conforme a lo ante-
rior, sera:

1.—Sumar los valores de las yes para obtener Sy.
2.—Buscar los valores de los reciprocos de x y sumarlos para obtener
S(x~1).
3.—Multiplicar cada uno de los valores obtenidos en esa forma por Tas
yes correspondientes, para obtener S(yx—!) mediante la suma de
los productos respectivos.
4.—Elevar al cuadrado cada uno de los reciprocos de las equis y sumar-
los para obtener S(x—1)2,
5.—Substituir todos los valores anteriores en las dos fé6rmulas de inter-
polacién.
6.—Resolver el sistema de ecuaciones para obtener (en este caso direc-
tamente) los valores de los parametros @ y b que deben substituirse
en la ecuacién:

y=ua-+ bx~1

LA CURVA DE PARETO DE DISTRIBUCIGN DE LOS INGRESOS COMO
CASO PARTICULAR DE CURVA HIPERBOLICA

Una curva de tipo hiperbélico expresada por la ecuacién
y = bx—°

en la cual la pendiente ¢ de la curva se ha encontrado empiricamente igual
a 1.5 aproximadamente es lo que constituye la llamada Ley de Pareto (la cur-
va correspondiente se llama Curva de Pareto) que rige la distribucién del
ingreso entre las diferentes capas de poblacién ley que, en términos corrien-
tes expresa que muchos tienen pequefios ingresos, pocos tienen grandes in-
gresos y un niamero medio de personas tienen ingresos medios.

Pitman, usando los datos relativos al monto de los ingresos y al niimero
de personas que disfrutan de determinados ingresos en Gran Bretaiia e Ir-
landa del Norte ha determinado los siguientes valores que dan la ley del
fenémeno en esos paises:

log ¥ = 10.1560 — 1.565 log x

1.565, valor de ¢ da la pendiente de la curva hiperbélica correspondiente,
o curva de Pareto.
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LOGARITMICA

Si consideramos la siguiente serie dinimica, y la representamos grafi-
camente, obtenemos la curva logaritmica

x ¥
1 0.0000
2 0.3010
3 04771
4 0.6020
5 0.6989
6 0.7781
7 0.8457
8 0.9030
9 - 0.9542
10 1.0000

La curva obtenida tiene la particularidad de que, en un principio, a
incrementos dados de la variable independiente x corresponden grandes in-
crementos de la variable dependiente o funcion y, en tanto que, mas tarde,
a incrementos dados de la variable independiente x corresponden - pequefios
.incrementos de la variable dependiente y; o sea, que a incrementos constan-
tes de x corresponden incrementos decrecientes de y: el crecimiento se conti-
niia, pero va haciéndose cada vez més lento. La forma de crecimiento repre-
sentado por esta curva puede ponerse en relacién de analogia con el creci-
miento normal de un ser humano que, en las primeras etapas de su vida
aumenta rapldamente de estatura y que, conforme avanza en edad crece cada
vez menos sin que llegue a dejar de crecer totalmente.

Si, como en casos anteriores, examinamos las relaciones que ligan a las
yes con las equis correspondientes, podremos darnos cuenta de que:

x y

1 0.0000 =log. 1

2 0.3010 = log. 2

3 0.4771 = log. 3

4 0.6020 = log. 4

5 0.6989 —=log. 5

6 0.7781 = log. 6 -
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x Y

7 0.8451 =log. 7

8 0.9030 = log. 8

9 0.9542 =log. 9
10 1.0000 = log. 10

Es decir, que la serie de la que es representacmn la curva de cuyas ca-
racteristicas hemos hablado rapidamente en'renglones anteriores esti forma-
da por una sucesién de valores en los que cada una de las yes es igual al logarit-
mo de la equis correspondiente, o sea:

y =log. x
Una expresién mas general de las series y curvas logaritmicas es:
y=a-+b log x

Puede demostrarse, mediante la aplicacién del criterio de los minimos

cuadrados que las ecuaciones de interpolacién aplicables al caso seran:

S(y) = Na + S(log x)b
S(y log x) = S(log x)a 4 S[ (log x)2]b

La simple bisqueda de las cantidades S(y), S(log x), S(y log %) ¥y
S[ (log x)2], su substitucién en estas ecuaciones, la resolucién del sistema de
ecuaciones para los pardmetros @ y b y la substitucién de los valores de éstos
en la ecuacion de la logaritmica: ¥y = a - b log x permite la interpolacién de
la curva correspondiente, el calculo de los valores de las yes teéricas y la pre-
diccién matemética del valor que probablemente alcance el fenémeno en un
momento dado del futuro.

EXPONENCIAL

Supongamos que se tiene la serie siguiente, y que se representa grafica-
mente:

o |

R LR
o -
BRBES o

256
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Si examinamos la curva que representa a la serie, podremos percatarnos
de que en ella ocurre precisamente lo contrario de lo que sucede en el caso
de la logaritmica, ya que, en un principio a incrementos dados de la variable
~_independiente corresponden pequefios incrementos de la variable dependiente
(compérense 3 — 2, y2 — ¥3, Y3 — ¥4, etc.), en tanto que més tarde, a in-
crementos dados de la variable independiente corresponden grandes incre-
mentos de la variable dependiente; o bien, que la funcién procede por incre-
mentos crecientes (y no constantes) conforme la variable independiente
aumenta por incrementos constantes.

El examen de los valores de y contenidos en la pequefia tabulacién de
la serie nos muestra que se trata de las sucesivas potencias de 2(2, su cua-
drado, su cubo, su cuarta potencia, etc.), 0 sea que:

R

y

4 = 22
- 8=2
16 = 2¢
32 =25
64 = 28
128 = 27
256 — 28

N ut s wih|

Si comparamos los exponentes de 2 con la equis correspondiente, podre-
mos observar que para obtener el valor de ye fue preciso elevar a 2 al expo-
nente x. O sea que:

y =2

La serie podria haber estado formada no por las sucesivas potencias
de 2, sino por las de 3, por las de 4, por las de b, en cuyo caso hubiéramos

tenido:

y:3"
y =4
y="b

O sea, que en esta clase de curvas cada ye puede considerarse igual a una.
constante b elevada a un exponente variable. Puede ocurrir, ademés, que los
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valores de ye procedan de esa potenciacién de una constante el exponente
variable x, pero multiplicado todo ello por otra constante a, lo cual no hace
cambiar sustancialmente la forma de la relacién entre las variables ni la forma

de la curva. Es decir, que podemos aceptar como forma bastante general de
la ecuacién exponencial: : : Vi

W\
y = ab” .
Si, a fin de determinar el ritmo de crecimiento del fenémeno, buscamos
su primera derivada, obtendremos:

dy d oG .
E}—I‘(ab ) _az; (b ) _'ab L.b

En- vista de que si bien @ y L.b (logaritmo natural de b) son constantes
b® es variable,, puede afirmarse que en este tipo de fenémenos la velocidt’id
es variable y crece de unidad .en unidad de tiempo en b veces (progresion
geométrica).

A fin de obtener las férmulas de interpolacién para el caso de la expo-

nencial, transformaremos la ecuacién general original tomando los logarit
mos correspondientes.

y=ab® -
log. ¥ = log. (ab®)

= log. a + log. (b%)
ldg. y =log.a 4 xlog. b

Si comparamos esta ecuacién con la de la recta, podremos notar la an#’
logia entre ambas:

y=a- bx
log.y =log.a 4 xlog. b

En efecto, en donde aparece y en la ecuacién de la recta, aparece log- ¥
en la de la exponencial; en donde aparece a en la de la recta, aparece log. 6 €2
la exponencial, y en donde aparece b en la recta aparece log. b en la exp?”
nencial; es decir, que podemos interpolar una recta a una serie formada POF
las equis y por los logaritmos de las yes, obteniendo los parametros correspo™
dientes en forma logaritmica; o bien, que las férmulas de intel‘pOl‘i“’ién
utilizadas para la recta pueden transformarse convenientemente para qué
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sirvan a la interpolacién de una exponencial, con poner en los lugares corres-
pondientes log. ¥ por y, etc. Seria ficil demostrar que una substitucién de
este tipo satisfara el criterio de los minimos cuadrados de hacer de la suma
-de los cuadrados de las diferencias entre las yes tedricas (logaritmos de las
yes tebricas en este caso) y las yes reales (logaritmos de las yes reales en el
caso de la exponencial) un minimo.

De las ecuaciones de interpolacién para la recta:

S(y) = Na 4 S(x)b
S(yx) = S(x)a + S(22)b

obtenemos:

S(log. y) = N log. a + S(x) log. b
S(xlog. y) = S(x) log. a + S(«?) log. b

Es facil percatarse de la mayor facilidad que tiene trabajar con estas
ecuaciones de interpolacién que no con las correspondientes en numeros

naturales:
Py=a"Pb°

Py® = Pa®P b=

En la que P (operador II) indica “producto de...”
Para trabajar con las ecuaciones logaritmicas de interpolacion en el
caso de la exponencial se procede como sigue:

1.—Se buscan los logaritmos de cada una de las yes de la serie dina-
mica y se anotan en una columna cuyos valores se suman para ob-
tener S(log. 7).

2.—Se suman las equis tal y como aparecen en la serie para obtener S(x).

3.—Se multiplica cada una de las equis por el correspondiente logarit-
mo de ye; se anotan los productos en una columna y se suman para
obtener S(x log. y).

4.—Se calculan los cuadrados de cada una de las equis y se suman para

obtener S(x2). '
5.—Se substituyen los valores anteriores en las ecuaciones de interpola-

cién, se resuelve el sistema de dos ecuaciones con dos incognitas para
los valores de log. a y log. b.

6.—Se buscan los antilogaritmos de log. @ y log. b obtenidos mediante
la resolucién del sistema de ecuaciones, para obtener a y b.

7.—Se substituyen los valores de @ y de b en la ecuacién:
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y = ab”®

Procedimiento del aiio mediano.—El procedimiento del afio mediano
permite simplificar la bisqueda de los pardmetros a@ y b, ya que, al través
suyo se anula la suma de las equis y desaparecen en las formulas de interpo-
lacién los términos que la contienen como coeficiente, las cuales se reducen'a:

S(log. y)
N

S o logoa =

S(xlog.y)
S (%)

Parémetros en términos de N.—Cuando se emplea el procedimiento ge-
neral, como en el caso de la recta, pueden substituirse:.

NN+4+1)
2

log. b =

S(x) por

NN+1) (2N +1)
2 3

S(2?) por

Ejecutando las operaciones correspondientes en forma aniloga a como
se hizo en el caso de la recta, pueden obtenerse los valores de ¢ y de b en
términos de N. :

METODO DE LOS MINIMOS CUADRADOS PARA EL CALCULO
DE LA TENDENCIA

El método de los minimos cuadrados busca hacer minima la suma de los
cuadrados de las desviaciones de cada valor de la serie dinamica teérica con
respecto al valor correspondiente de la serie dindmica empirica. La aplica-
cién del método permite obtener las necesarias ecuaciones de interpolacién
mediante un proceso de derivacién parcial de la ecuacién general con res-
pecto a cada uno de sus parimetros y de ulterior igualacién de los resulta-
dos a cero.

El procedimiento general de interpolacién puede resumirse en las si-
guientes etapas:

I*—Representacién Grafica de la Serie Dinamica Empirica con el ob-
jeto de poder determinar el tipo de curva por interpolar.
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2°—Fleccibn —por inspeccién ocular— de una de las curvas siguien-
tes como representativa de la serie dinimica empirica.

A.—Recta.

B.—Parabola de 2° Grado.
C.—Parabola de 3er. Grado.
D.—Hipérbola.
E.—Logaritmica.

3°>—Consignacién de la Férmula General de la curva elegida:

A.—Recta:
y=a+ bx
B.—Parabola de 2° Grado:
y =a-+ cx 4 ba?

C.—Paribola de 3er. Grado:
y =a+ cx + dx® 4 ba®
D.—Hipérbola (Equilatera) :

y =a-4 bx—1
E.—Logaritmica: -
y=ea -+ b log X

4°—Obtencién de tantas ecuaciones de interpolacion como parimetros
tenga la férmula general de la curva elegida.

A.—Recta:

2 parametros (a, b)
2 ecuaciones

B.—Parabola de 2¢ Grado:

3 parametros (@, c, b)
3 ecuaciones

C.—Parabola de 3er. Grado:

4, parametros (a, ¢, d, b)
4 ecuaciones


compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo


230 OSCAR URIBE VILLEGAS

E.—Hipérbola (Equilatera) :

2 parametros (a, b)
2 ecuaciones

F.—Logaritmica:

2 parametros (@, b)
2 ecuaciones.

Forma de las ecuaciones de interpolacién:

I.—Para obtener la primera de interpolacién, agréguese
un operador X a cada uno de los términos de la ecua-
cién general:

A.~—Recta:

2y = Na + 2(x)b
B.—Parabola de 2° Grado:

Sy = Na + Z(x)c + Z(22)b
C.—Parabola de 3er. Grado:

Sy = Na + Z(x)c + Z(a2)d + S(x3)b
D.—Hipérbola:

Sy = Na + Z(x~1)b
E.—Logaritmica:

Sy = Na + Z(log. x)b

II—Para obtener la iltima de interpolacién, multipliquense
todos los términos de la general por la funcién corres-
pondiente de x (por x en la recta, 2 en la parabola,
2® en la de tercer grado, x~! en la hipérbola, log. x en
la logaritmica), y agréguese un operador =:
A.—Recta:

S(yx) = 3(x)a + S(x2)b
B.—Parabola de 2° Grado:
2(ya®) = Z(2?)a 4+ S(2*)b
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C.—Paribola de 3er. Grado:

3(ysP) = 2(x®)a + Z(x®)b
D.—Hipérbola:

S(yx~t) =Z(x~Ya+ (x—2)b
E.—-Logaritmica:

S(ylog x) = Z(log x)a + X (log? x)b

II1.—Para obtener la faltante de interpolacién para la para-
bola de 2° grado, y una de las dos faltantes para la
paribola de 3er. grado, multipliquense todos los tér-
minos de la general por x y agréguese un operador X:

B.—Parabola de 2¢? Grado:
S(yx) =2(x)e+ Z(2®)c + S(2®)b
C.—Parabola de 3er. Grado:

B(yx) = 2(x)a 4 Z(2?)c + Z(a®)d +
- 4 =(2%)b

1V.—Para obtener la faltante de interpolacién para la para-
bola de 3er. grado, multipliquense todos los términos
de la general por x? y agréguese un operador X:

C.—Parabola de 3er. Grado:

S(ys?) = 2(s?)e + Z(«®)c + Z(at)d +
+ ()b

5%__Férmese con las ecuaciones anteriores un sistema de tantas ecuacio- -
nes como parametros:

A.—Recta:
3(y) = Na + Z(x)b

3(yx) = Z(x)a + 2(2?)b -
B.—Parébola de 2° Grado:

3(y) = Na + S(x)e + Z(22)b

S(yx) = 2(x)a + Z(2?)c + Z(2®) b
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S(ya2) = 2(a2)a + Z(2*)c + S(xh)b
C.—Parabola de 3er. Grado:

3(y) = Na + 2(x)c + Z(x?)d + ()b

I(yz) = Z(x)a + Z(2?)c + 2(s%)d 4 Z(«*)b

S(yx?) = Z(a2)a 4+ Z(23)c + S(x*)d + 2(x5)b

I(yxd) = S(a3)a 4+ S(xt)c + 2(2%)d + Z(x8)b
D.—Hipérbola:

2(y) =Na+ Z(x~1)b

S(yx—1) =Z(x~Na+ Z(x )b
E.—Logaritmica:

2(y) = Na + (log. x)b

Z(ylog. x) = S (log. x)a + Z(log.2 x)b

6°—Resuélvase el sistema de ecuaciones asi formado (por ejemplo, pol'
medio de determinantes)
7°—Substitiyanse los valores de los parametros asi obtenidos en las ecua-
ciones generales de las curvas correspondientes.

METODO DE LOS MINIMOS CUADRADOS (SIMPLIFICACION
DEL ANO MEDIANO)

A fin de simplificar el procedimiento de interpolacién de una curva
por el método de los minimos cuadrados, se expresan las unidades de tiempo
transcurridas como desviaciones con respecto a la mediana del periodo, en
términos del intervalo. Como es facil comprender, para que la simplifica-
cion sea practicable es necesario:

1°—Que los datos estén completos.
?—Que exista un intervalo constante.

Al expresarse las unidades de tiempo como desviaciones con respecto
a la media en unidades del intervalo, las sumas de potencias impares de x se
anulan, simplificindose por lo mismo las ecuaciones de interpolacién corres-
pondientes, reduciéndose los sistemas formados por ellas a una serie de ecua-
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ciones independientes, o a un conjunto de ecuaciones independientes y de

sistemas mas sencillos.
En efecto, al utilizarse las desviaciones con respecto al afio mediano
en unidades del intervalo, Zx, 2«3, 2x° desaparecen de las correspondien-

tes ecuaciones.
Asi, en el caso de la recta, el sistema original de dos ecuaciones con dos

incognitas:
Sy = Na + Z(x)b
S(yx) = S(x)a + Z(x2)b
se reduce a las dos ecuaciones independientes:
3y = Nea
S(yx) = Z(x2)b

Efectivamente, de la primera se puede obtener el valor de a, despejin-
dolo, y de la segunda, en forma independiente, el valor de b:

2
a=2L

N

En forma anéloga:
_ Z(yx)
T 2(?)

El procedimiento en si, en general, consiste en lo siguiente:

b

1°—Determinese cuil es el aio (mes, dia, etc.) mediano del periodo es-
tudiado, contando tantos afios del primero al dltimo como del ilti-
mo al primero a fin de determinar el central donde se cruzan las
cuentas, o a fin de determinar los dos centrales (niimero par de da-
tos) y tomar la media aritmética de los mismos.

29— Determinense las desviaciones de cada afio con respecto al afio me-
diano, restando del afio de que se trate el mediano y dividiendo en-
tre el intervalo, o, mecianicamente: ’

A.—Si se trata de niimero impar de datos,
pongase O frente al afio mediano,

—1, —2, —3...—n frente a los anteriores,

1, 2, 3 ...n frente a los posteriores.
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B.—Si se trata de niimero par de datos,

poéngase — 0.5 y 0.5 frente a los afios centrales,

—1.5, — 2.5, — 3.5 frente a los anteriores,

1.5, 2.5 3.5 frente a los posteriores.

?—Consignese la Ecuacién General de la Curva por interpolar.

4°—Obténgase de las ecuaciones generales de interpolaciéon anotadas en
el procedimiento anterior, las correspondientes a este procedimiento
simplificado haciendo desaparecer de ellas los términos que conten-
gan a Z(x), Z(«®), Z(x5), como factor; en esta forma, se obtiene:

A.—Recta:
2(y) = Na
2(yx) = Z(«*)b
B.—Parabola de 2¢ Grado:
2(y) = Na + Z(2*)b
2(yx) = Z(+®)c
S(yx?) = Z(x%)a + Z(x*)b
C.—Parabola de 3er. Grado:
3(y) = Na + Z(2*)d
S(yx) = I(a?)c + S(x*)b
S(yx?) = Z(x®)a + 2(x*)d
S(yxt) = S(xt)c + Z(x%)b

D.—Hipérbola:
La simplificacién no le es aplicable porque entre las des-
viaciones existe una nula cuyo reciproco es infinito.

E.—Logaritmica:
La simplificacién no le es aplicable, ya que algunas de las
desviaciones (la mitad de ellas para ser més precisos)

son negativas, y no hay logaritmos de nimeros nega-
tivos. ~
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4°—Témense separadamente las ecuaciones independientes, y férmense
uno o mas sistemas de ecuaciones con las que no lo sean..

A.—Recta:

Dos ecuaciones independientes:

2(y) = Na; S(yx) = Z(22)b

B.—Parabola de 2° Grado:
Una ecuacién independiente:

2(yx) = Z(x?)e
y un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas:
3(y) = Na + Z(»2)b
Z(ys?) = 2(a®)a+ Z(x*)b
C.—Parabola de 3er. Grédo:
Dos sistemas, cada uno de dos ecuaciones con dos incégnitas:
3(y) = Na + =Z(x?)d S(yx) = 2(x®)c + Z(x*)d
2(yx?) = Z(+*)a + Z(x*)d I(yx®) = Z(x*)c + Z(a%)d

5°—Resuélvanse por separado las ecuaciones independientes y los siste-
mas de ecuaciones por cualquier procedimiento conocido (por el de
los determinantes, por ejemplo), a fin de obtener los valores de los

parametros.
991 6o Sustitiyanse los valores de los parimetros en la ecuacién general de
! la curva elegida a fin de obtener la ley matematica del fenémeno.

PROCEDIMIENTO DE LOS SUBTOTALES

AUXILIAR EN LA APLICACION DEL METODO DE LOS
MINIMOS CUADRADOS

"Fundamentalmente, el procedimiento de los subtotales tiende a simpli-
ficar los calculos, obteniendo la suma de los productos de las potencnas de %
por y al través de las sumas acumulativas de las yes mismas.

Tomemos, como punto de partida, la serie:
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x y

1 Y1

2 Ye \-\,
3 Y3 .
4 ¥4

5 ¥s

Un primer subtotal puede obtenerse sumando todas las yes tal y como
aparecen en la serie, de tal modo que:

Si=yi+y2+ys+ 5+ 95
Sl =2y¢

Obtendremos un segundo subtotal (S:) si calculamos las sumas acumula-
das de las yes y las sumamos al pie; o sea, si anotamos frente a y; de la se-
gunda columna, y; en la tercera columna, si frente a y» de la segunda colo-
camos la suma de y;1 + y», frente a y3 la de y1 + y2 + 3 y en seguida
sumamos: '

x ¥i

1 71 Y1

2 ¥2 y1+ 2

3 ¥s i+ y2+ s

4 ¥4 yi+ y2+ ys+ s

5 ¥s i+ 2+ ys4+ yatys

So = 5y1 + 4y2 + 3ys + 2y5 + y;

Por lo anterior, puede verse que en el segundo subtotal, la y, aparece
5 veces, o sea, tantas veces como observaciones se han hecho (N), la y:
aparece 4 veces, o sea, tantas veces como observaciones se han hecho menos una
(N —1), la ys, 3 veces o sea tantas como observaciones menos 2 (N — 2),
etc. O sea, que, en general, el segundo subtotal estd formado por tantas veces
una de las ¥ como nimero de observaciones se hayan hecho (N) menos el"
niimero de orden de la y(r) menos uno; o sea que la enésima y se tomara N
veces menos el nimero de orden de la misma (N) menos uno, o bien,
N —(N —1), lo cual es igual a 1; es decir, que la enésima y se tomara una
sola vez. Un término general de orden r estara formado por la y, tomada
N —(r—1) veces:

Se=Ny1 + (N—1)y2+ (N—2)ys + (N —3)ys + (N —4)y5 +
+...N—(r—1)yr
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O bien:
Se = 3[N —(r —1)y,]

Pero, en cuanto se toman como x los nimeros naturales, r nimero de
orden de la y estd dado precisamente por el valor de la x que le corresponde,
por lo cual puede escribirse:

Sz = Z[N —(x — 1)y:]
Si se ejecutan las operaciones de dentro del paréntesis, se tiene:
Se=3[(N—m+ Dyl =
=Z[(N+1) —x)nl =
=Z[(N + Dy —xyi] =
=3(N + 1)yi — Zxiys =
= (N + 1) 3y; — Sxy;

Si despejamos la suma de los productos de las yes por las equis corres-
pondientes, tendremos: :

Symi = (N4 1) 2y:— Sz
Pero como la suma de las yes es el primer subtotal:
Eypc, = (N + 1) S1-—-Sg

Conforme a esta férmula, en cuanto se trata de buscar la suma de los
productos de las yes por la primera potencia de las equis correspondientes
para usarla en el método de los minimos cuadrados:

1°—Se suman las yes de la serie dindmica empirica para obtener un pri-
mer subtotal, igual a la =y; requerida por las ecuaciones de inter-
polacién del procedimiento general de los minimos cuadrados.

20— Se suman acumulativamente los valores de las yes, y estos valores
acumulados se suman a su vez para obtener un segundo subtotal Sa.

3°—Se multiplica el primer subtotal por el nimero que sigue al de ob-
servaciones, en la serie natural.

4°—Del valor obtenido en 3 se resta el valor obtenido en 2 para obtener
el valor de la suma de los productos de ¥ por x que habri de substi-
tuirse en las ecuaciones correspondientes del método general de los
minimos cuadrados.
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Para poder obtener la suma de los productos de y por la segunda poten-
cia de x, ademas de los anteriores, se necesitara del calculo de un tercer sub-
total que, eri forma aniloga a los anteriores, se obtendra sumando acumula-
tivamente los valores acumulativos usados en el segundo subtotal, y sumando
al pie los valores obtenidos:

29 Subtotal 3er. Subtotal W
Y1 Y1

A1 + 52 2{}'1 + 92

Y1+ y2+vs 3y1+2y2+ s

Y1+ 2+ ¥+ ¥a dy1 + 3y + 2y + ¥4

yi+y2+ys+y:s+9s Sy1 + dy2 + 3ys + 2ys + 5

15y1 + 10y2 + 6ys + 3ya+ 55 = Ss

Cada uno de los términos de esta expresion es igual a la suma de los N
primeros ntimeros (caso de y1), de los N — 1 primeros niimeros (caso de ¥2)
de los N — 2 primeros niimeros (caso de y3) ... de los N—(N—1) en el
caso de yy; como la suma de los N primeros niimeros es igual al niimero de
términos por el niimero més uno dividido entre dos, podemos escribir:

5X6 45 3 X4 2% 3 1X2
2 ¥+ 3 ye + 2 ¥3 + 2 ¥4+ g

Sg =

en el caso concreto, y, en general:

'=N(N+1) (N—1)N (N—2)(N—1)

S3 ) 71+ 9 ¥z + 2 yat
N (N (N —
b W 1)2(1v w—2)
O bien: : | -
Sq:’gv[ (N—(r—1)(N—(r—2) ] _
2 =
S, =3 [(N—r+1)(N—r+2) ]yr
2

Pero, como cuando se toman como equis los niimeros en su orden natural
coincide el valor de la x con el niimero de orden, se tendra:
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(N+1—x)(N+2—ux) ]y

Sa:.E[ 2

Si comparamos el valor del tercer subtotal con el del segundo

Se =Z3[N+1—2x)]ys

Podremos percatarnos de la existencia de cierta regularidad que es facil
hacer extensiva a subtotales de orden superior; en efecto, es facil probar las

siguientes igualdades:

s=3 [ H1=%) B
A S
1— N+2—
s=3 | O] <) (W2 =) ],"
— _ N3 —
sz | Wt ) W42 (V3 ],

En general:

TN+ 1—x) (N+R—1—x¢)J
S"zzl 1 R—1 ¥

Conforme a lo anterior, pueden establecerse las siguientes relaciones:
Se=(N+1)2 y —Say
253 = (N+1)(N4+2)= y — [(N 4+ 1) (N + 2) 1Zyx + Zya?
65, = (N+1)(N+2)(N+3)Zy
— [N+ 1)(N 4+ 2)+ (N + 1) (N + 3) +(N + 2) (N 4 3) Zyx]
LV + D) (N + 2)+ (N + 3) 1Ty — Zys?
Pero, puesto que Zy es el primer subtotal Sy
Sz = (N 4 1)S; — Zxy
Soy=(N+4+1)$,—38; -

Si se substituye este valor en el del tercer subtotal y se hacen las reduc-
‘iones necesarias, despejando a 2yx? se tiene:

Sya? = (N 4 1)28; — (2N + 3)Sz + 255
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En forma semejante, se puede obtener una expresion que de el valor de
Syx3 si se hacen substituciones y reducciones en el valor del cuarto subtotal.

METODO DE AGRUPACION PARA EL CALCULO DE LA TENDENCIA
Supongamos una serie cronolégica cuya tendencia sea rectilinea y de la
que contemos con un nimero par de datos:

xi Yi

1 y1=a+-b

-2 ye=a -+ 2b

3 ys=a -4 3b
.4 y4=a+4b

5 ¥s = a -+ 5b

6 Ye = a -+ 6b

Si dividimos los valores de esta serie en dos grupos que contengan el
mismo nimero de datos, y sumamos éstos dentro de cada grupo, obtendre-
mos dos sumas que designaremos Si y S: respectivamente. Si en seguida
restamos de la segunda suma la primera, obtendremos una diferencia D; que
nos permitira calcular el valor de b; en efecto.

X Yi
1 y1=eae+4+ b A
2 y2=a+2b ) Si=y1+y:+ys=3a-}6b
37  ys—=a-+3b >Sz-—81=3a+15b
4 yi=a-4b — 3a — 6b
5 y5=a+5b »Se=ys+4 y5+ ys =3a+ 15 —_—
6 ys—=a- 6b ) 9b
D1= 2-—-31’=9b
., D
e b——g—

Para obtener el valor de a, por ser b cantidad conocida en las expresio-
nes para las sumas S; y Sp, bastard con substituir este valor y despejar el
valor de @ en la mis sencilla (la expresién de S;) para tener los valores de

los dos parametros de la ecuacién que expresa la tendencia rectilinea; en
efecto, si:
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S1 = 3a 4 6b
S1—6b = 3a
_S1—6b
-3

Tanto en el caso de b, como en el de @, el denominador 9 del primero, y
el denominador 3 del segundo asi como el coeficiente 6 de b en el segundo
dependen del niimero de datos con el que se trabajé. Si se desea obtener
formulas mas generales, validas no sélo para 6, sino para 4, 2 o bien 8, 10,
datos, tendremos que hacer las siguientes consideraciones:

Denominador de la expresion que permite obtener el valor de b.—FEl de-
nominador de la expresién para b, (9) procede de la resta de los coeficientes
(15 y 6) de b en cada una de las sumas, y dichos coeficientes son la suma
de los valores de x que van del dltimo al siguiente al que se encuentra en

N
medio (de Na - 4+ 1) y la suma de los valores de x que van del primero
al que se encuentra en medio, o por mejor decir, al que es igual a la mitad
N
del dltimo (de 1 a ?) respectivamente. Como se trata de sumas de términos

que forman una progresién aritmética y dichas sumas se obtienen multipli-
cando la mitad del niimero de términos por la suma del primero y dltimo
término; estas sumas son, en el caso de los ltimos valores:

N
(vt )2 (re2)
?(N""z_"‘l. )'4 tytl

Ya que dicha suma corresponde a la mitad del nimero de datos N/2
(a 3 datos en el ejemplo), valor que necesita dividirse entre dos para aplicar
la férmula de la suma de los términos de una progresiéon geométrica; N/2
entre 2 es igual a N/4. En el paréntesis figura el valor N del coeficiente de b
para la dltima y, que es igual al niimero de datos (coeficiente de b en la y¢
de nuestro ejemplo de 6 datos, que es 6), en tanto que los otros dos términos

N
del paréntesis — - 1 representan en conjunto al coeficiente de b corres-
2 .

pondiente al dato cuya x es igual al nimero que sigue (de ahi el + 1) ala
mitad (de ahi el denominador 2) del nimero de términos (de ahi la N del
numerador). '
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Con respecto a la segunda suma de los coeficientes de b para las expre-

siones de y se tiene:

: N N )
“f14+=
4 ( + 2

Ya que, como en el caso anterior, la suma comprende a la mitad del
niimero de términos N/2; mitad que necesita dividirse entre 2 (de ahi N/4)
para aplicar la féormula para la suma de los términos de una progresién arit-
mética. De los términos en el paréntesis, 1 representa al coeficiente de b en
la primera y, y N/2 al coeficiente de b en el dato cuya x es igual a la mitad
del nimero de términos.

Si de la primera suma de coeficiente de b restamos esta segunda obten-
dremos el coeficiente de b en la expresién de D; o sea, el valor entre el que

habra que dividir D; para obtener b:

N N N NY _N N ___g/_)
F(regn) =5 (o) =5 (vt

Expresién en la que se ha sacado como factor comiin a N/4 y en la que

pueden anularse 4+ 1y —1, +N/2 y —N/2, con lo cual toda la expresion
anterior se reduce a:

N N2

2 oy=21

4 4

O sea, que, en general, cuando se utiliza esta formacién de dos grupos
para el calculo de b:

N2
D1 = Z b

o bien:
4D,
b= Nz

Determinacién del denominador de la expresién que permite obtener el
valor de a.—FEl denominador de la expresion para a(3) procede de la suma
de los coeficientes de @ (que siempre son 1) en la primera suma, la cual con-
tiene la mitad del nimero de datos de la serie total; o sean N/2 datos; como
el coeficiente de las aes es siempre 1, la suma de los N/2 coeficientes de @

serd N/2. O sea, que el denominador para la expresién de a seri igual a la
mitad del niimero de datos:
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L Si—6b_2(Si—6b)
- N N

2

- La férmula anterior sigue siendo vélida solamente para el caso concreto
estudiado, puesto que 6 (coeficiente de b) sigue dependiendo del niimero de
datos considerado.

Determinacién del coeficiente de b en la expresion para obtener el va-
- lor de a.—Fl coeficiente de b en esa expresién (6) procede de la suma de los
N/2 primeros niimeros naturales, o sea de la suma de N/2 términos de una
progresién aritmética que comienza con 1, y cuya suma es igual, segiin he-

mos visto, a:
N( 1 N
7 )

Segiin esto, la expresién general para a resulta ser:

o [s=F(§+1 )]

PROCEDIMIENTO DE CALCULO DE LA TENDENCIA
RECTILINEA POR AGRUPAMIENTO

I°—Dividanse las yes observadas, por mitad, en dos grupos y obténgase
la suma de las cantidades contenidas en cada uno de los grupos.

29— Réstese de la suma de los valores del segundo grupo la suma de los
valores del primero.

3°—Multipliquese la diferencia por 4 y dividase el producto entre el cua-
drado del namero total de datos. El resultado es el valor de b.

4°—Multipliquese el valor de b por el nimero que siga a la mitad del
niimero de datos, y por la cuarta parte del nimero de datos.

5°—Réstese el valor obtenido en 4° de la suma de los valores del primer
grupo. "

6°—Multipliquese el residuo por 2 y dividase entre el niimero de datos.
El resultado de esta dltima operacién es el valor de a.

7°—Substitiiyanse los valores obtenidos en la expresion general de la
recta.
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PROCEDIMIENTO DE CALCULO DE LA TENDENCIA RECTILINEA
POR AGRUPAMIENTO DE LAS EQUIS Y DE LAS YES

1°—Dividanse los datos, por mitad, en dos grupos y obténganse las su-
mas de los datos contenidos en cada grupo.

a—por una parte, para las yes o magnitudes variables del fendme-
no en el tiempo (S1y, S2y)

b.—por otra parte, para las equis o sea para las unidades de tiempo
transcurridas (S1z, S2s).

2°—Réstense de las segundas sumas (Szy, S2;) las primeras sumas (S
S1.) correspondientes, para obtener las respectivas diferencias (Diy
Dlz)'

3°—Dividase la diferencia correspondiente a las yes (D,,) entre la di-
ferencia que corresponda a las equis (Dy,). El resultado es el valor
del parametro b.

4°>—Multipliquese el valor asi obtenido por la primera suma de las
equis (bS1,).

52—Réstese el valor del producto asi obtenido, de la primera suma de
las yes (S1y — bSi0).

6°—Multipliquese la diferencia asi obtenida por 2 y dividase el producto
entre el nimero de datos. El resultado es el valor de a.

7°—Obtenidos los pardmetros a y b, substitiyanse en la ecuacién gene
ral de la recta.

El procedimiento anterior se resume en las dos férmulas siguientes:

— Dl”
b=3
@ = 2(510 - bslw)

N

PROCEDIMIENTO DE CALCULO DE LA TENDENCIA LOGARITMICA
- POR AGRUPAMIENTO DE LAS EQUIS Y DE LAS YES

Previo.—Obténganse los logaritmos de las equis, o unidades de tiempo tran®
curridas.

Central.—Trabajando con los logaritmos de las equis como si fueran las equis:
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calcillese la tendencia rectilinea por agrupamiento de las equis (de
los logaritmos de equis) y de las ‘yes, conforme al procedimiento
anterior. Substitilyanse los valores de los parametros a'y b asi ob-
tenidos en la ecuacién general de la logaritmica: y = a 4 b log «.

PROCEDIMIENTO DE CALCULO DE LA TENDENCIA GEOMETRICA
(0 EXPONENCIAL) POR AGRUPAMIENTO DE LAS
EQUIS Y LAS YES

Previo.—Obténganse los logaritmos de las yes, o sea de las magnitudes va-
riables del fenémeno en el tiempo.

Central—Trabajando con los logaritmos de las yes como si fueran las yes,
calciillese la tendencia rectilinea por agrupamientos de las equis
y de las yes (de los logaritmos de las yes) conforme al procedi-
miento descrito con anterioridad.

Posterior—Biisquense los antilogaritmos de los valores encontrados para los
parametros y substitiyanse dichos valores en la expresion general
para la exponencial y = ab® o bien substitiiyanse directamente
los valores de los parametros encontrados (log @ y log b) en la
expresién logaritmica de la exponencial:

y =loga+ xlogb

PROCEDIMIENTO DE CALCULO DE LA TENDENCIA GEOMETRICA
MODIFICADA POR AGRUPAMIENTO DE LAS
EQUIS Y DE LAS YES

Se conoce como tendencia geométrica modificada aquella en la cual,
para mostrar el caricter geométrico o exponencial del crecimiento, es nece-
sario agregar a la expresién ordinaria de la tendencia geométrica o exponen-
cial (y = ab? o y = bc” segiin nos conviene escribir aqui) un término (po-
sitivo o negativo) que se conoce como “factor o elemento de correccién” (que
representariamos por ¢ en caso de elegir la forma ordinaria de escritura de la
exponencial, pero que preferiremos representar por a eligiendo la segunda
forma de escribir la exponencial, por las relaciones que nos permite establecer
en cuanto a su procedimiento de célculo, segin se verd en seguida). De
esta forma, la expresién para la tendencia geométrica modificada sera:

y:a-{—bc"
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El célculo de este tipo de tendencia constari, fundamentalmente, de 2
etapas: el célculo de ¢, y el cilculo de @ y de b.

Calculo del parémetro c.—Para calcular el parametro ¢, témese un ni-
mero de datos que sea miiltiplo de 3; elegidos dichos datos, dénse a las equis

valores que vayan de O (para la primera equis) en adelante; una vez he-
cho esto:

I°—Agriipense los datos en tres grupos iguales en cuanto al niimero
de valores que comprenda cada uno.

2°—Siimense los valores de cada grupo obteniéndose las tres sumas co-
rrespondientes: s;, Ss, S3.

3°—Réstense: .
sz de s; para obtener una primera diferencia d;.
s3 de s» para obtener una segunda diferencia do.

4°—Dividase la segunda diferencia entre la primera.

5°—Extraigase del cociente una raiz que tenga por indice el total de da-
tos divididos entre 3 (raiz cuadrada si son 6 datos, ciibica si son 9,
cuarta si son 12, etc.). El resultado es el valor de c.

Cdlculo de los parémetros a y b.—Para el calculo de los parametros recu-
rriremos al procedimiento descrito con anterioridad, en la forma siguiente:

Previo.—Calciilense las diferentes potencias de ¢ indicadas por los valo-
res de x, elevando el valor recién encontrado a las potencias
0,1,2,3...N.

_ Central—Tomando los valores de ¢ elevado a x como si fueran las equis,
procédase a calcular una tendencia rectilinea mediante agru-
pamiento de las equis (de las ces elevadas a equis) y de las yes.
Los valores de los parametros obtenidos deberan substituirse
junto con el valor del pardmetro ¢ en la ecuacién de la ten-
dencia geométrica modificada ¥ = a 4 b¢®.

INTERPOLACION DE UNA CURVA DE GOMPERZ POR AGRUPACIGN

La ecuacién general para la curva de Gomperz es:

[

y = ab
la cual, mediante los logaritmos se convierte en:

logy =loga 4 c®log b
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En vista de que log y ocupa el lugar de las yes en la geométrica modi-
ficada y que cosa aniloga ocurre con los logaritmos de a y de b que substi-
tuyen a los parametros @ y b de la geométrica modificada, el procedimiento
de céilculo puede esquematizarse como sigue:

Previo.—Obténganse los logaritmos de las yes.

Central—Tomando los logaritmos de las yes como si fueran las yes,
interpélese una geométrica modificada.

Ulterior.—Substitiiyanse los valores de los parametros encontrados (c,
log @ y log b) en la forma logaritmica de la ecuacién de Gom-
perz, o bien busquense los antilogaritmos de los parimetros
encontrados en segundo término (log a y log b) y junto con

el parametro calculado en primer lugar (c), substitiyanse en la
a, .

forma ordinaria de la ecuacién de Gompérz (y = ab ).

INTERPOLACION DE UNA CURVA LOGISTICA POR AGRUPACION

La curva logistica o de Pearl — Reed tiene por ecuacién:
y—!=a -+ bc®

en la cual los reciprocos de las yes (y—!) ocupan el lugar que corresponde
a las yes en la geométrica modificada. Conforme a esto:
Previo.—Obténganse los reciprocos de las yes.
Central.—Tomando los reciprocos de las yes como si fueren yes interpéle-
se una geométrica modificada.
Ulterior.—Substitiiyanse los valores de los parametros e, b, ¢ en la ecua-
cién general de la logistica.

INTERPOLACION DE UNA CURVA DE GOMPERZ POR AGRUPACION

La ecuacién general para la curva de Gomperz es:
y = ab”ﬁ
la cual, transformada por medio de logaritmos es:
) log y = log a 4 c”log b

Conforme a lo anterior, el procedimiento de célculo consistira, como en
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el caso anterior, de dos etapas principales, el calculo del parametro ¢, ¥ el
célculo de los parametros a y b.

Célculo del parémetro c—Para obtener el valor de ¢ en la curva de
Gomperz:

Previo.—Obténganse los logaritmos de las yes.
Central.—Tomando los logaritmos de las yes como si fueran las yes, calci-
lese una geométrica modificada.

OBTENCION DE LAS FGRMULAS PARA LOS PARAMETROS DE UNA
TENDENCIA GEOMETRICA MODIFICADA

En la interpolacién de una tendencia geométrica modificada se hace us®
de la ecuacién:

y = a -+ bc®

en la que @, b y ¢ son constantes cuyo valor necesita determinarse a fin de
obtener la ley general del fenémeno y, como ya es usual en nuestras series
temporales, y representa las magnitudes variables del fenémeno en el tiemp®
y % las unidades de tiempo transcurridas (con la salvedad de que, en este casos
para aplicar las formulas que obtendremos a continuacién, la serie de las equis

debe iniciarse en el origen, o sea, que la primera equis debe hacerse igual
a cero).

Supongamos la serie:

x y

0 Yo = a + be
1 y1 = a -+ bet
2 y2 = a 4+ bc?
3 ys = a + bc?
4 ¥4 = a + bct
) ¥5s = @ + bc®

Si principiamos por formar tres grupos con los datos y sumar los valo-

res contenidos en cada grupo (las dos yes, en este caso, que cada grupo com”
tiene, obtendremos las tres sumas siguientes:

S1=}'o+y1:a+bc°+a—|—bc1=2a+b(co+cl).
Sz=y2‘+y3=a-|-bc2+a+bc3_—.2a_|_b(cz+ca)
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Ss = y4 + y5s = a + bct 4 a + be® = 2a + b(c* + ¢°)

Si en los segundos términos de los dltimos miembros de estas igualdades se
sacan como factores comunes c? ¢? y c%, las expresiones para las tres sumas
se convierten en:

S; = 2a 4 bc®(1 4 ¢)
Se = 2a 4 bc*(1 4 ¢)
Ss = 2a 4 bc*(1 4 ¢)

El valor de cada una de las sumas, dado por el segundo miembro de
cada una de estas igualdades, sigue conteniendo tres incognitas (los parame-
tros @, b y ¢). Si de cada una de estas sumas restamos la suma precedente
(de S, restamos S; y de S; restamos S:) lograremos eliminar una de las in-
cégnitas (a); en efecto, al hacer tales restas y obtener las diferencias D; y
D, tenemos:

Dy = S; — S1 = 2a 4 bc*(1 4 ¢)

—[26 4 bc®(1 4-¢)] = b(1 +¢) (* — )
Dy = S3 — Ss = 2a 4 bct(1 + ¢)

— [2¢ + bc2(1 4 ¢) 1 = b(1 +¢) (c¢* —¢?)

En las expresiones finales para las dos diferencias figuran sélo dos de
" las tres incégnitas originales. A fin de eliminar una incégnita mas (b), divi-
diremos la segunda diferencia entre la primera, con lo cual b en el numera-
dor y b en el denominador se reducen a la unidad. Ademas de esto y no como
algo buscado sino subsidiario, el factor comin (1 + ¢) se reducird asimismo:

Dy  b(1+c) (¢t —c2) ct—¢?
Di bl Fo) (22— —c°

Si se divide el numerador ¢* — ¢ entre el denominador ¢2 — c? se ob-

tendra como cociente ¢?; o sea que:
D,
—=c?
D,

En esta igualdad, para obtener el valor de ¢ bastara con extraer la raiz

cuadrada:
. D2
c= \ 7"

D,
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Conocido el valor de ¢, bastard con substituirlo en una expresién en la
que figure con b como una de las dos incognitas de la misma, para que se
pueda calcular el valor de b. Si se toma el valor de la primera diferencia Dy
(en la que figuran las potencias menores de c¢) se tiene:

Di=b(14+c)(c2—c®) =b(1l+c)(c2—1)

Expresion en la que podemos despejar a b:

Dy
(14¢) (*—1)

Si, con objeto de dar una forma mas simétrica y manejable a esta expre-
si6n multiplicamos numerador y denominador por ¢ — 1, obtendremos:

_ Dy(c—1) __ Die—1) _ e—1
A+fac—D(E—1) (—1)(E—1)  H&—1p
Para obtener el valor de a, bastara con substituir los valores de b y de ¢

en una expresién que contenga las tres incégnitas. Si se toma el valor de la

primera suma S; (en la que figuran los valores numéricos maés sencillos) se
tiene:

b=

Si=2a4 bc®(14¢) =2a+b(1+¢)

(el dltimo miembro ha sido escrito en vista de que una potencia elevada a la
potencia cero es igual a la unidad, por lo cual ¢® puede desaparecer de la ex-
presion).

Si en la expresién anterior despejamos a @ pasando el término b(1 4 ¢)
al otro miembro con signo contrario, y €l 2 que figura como coeficiente de a al
otro miembro como divisor, se tendra:

Si—b(l4c)
> -

Si se quiere obtener el valor de @ exclusivamente en términos de S; y
de ¢, puede substituirse el valor de b, con lo cual se obtiene:

S;—D (1 +c) S —p, o1 S D
7 1( ) M eIy T e

2 2 o 2

No debe olvidarse que, en todo lo anterior, hemos obtenido las férmulas
de ¢, b y a para un ejemplo bastante general, pero no todo lo general que se-
ria de desear, ya que el ejemplo se refiere a un caso en el que hay seis datos
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o sean tres grupos de dos datos y las férmulas calculadas sobre esta base se
aplican sélo a casos de seis datos. Sin embargo, seria facil mostrar o demos-
trar que las férmulas anteriores dejan de ser particulares para convertirse
en generales si: 1°—en lugar del indice 2 del radical que permite calcular el
valor de ¢, 2°—en lugar del exponente 2 de ¢ en la expresién para el calcu-
lo de b, y 3°—en lugar del denominador 2 y el exponente 2 de ¢ en la expre-
sién para a, se coloca N/3 o sea el valor que se obtiene de dividir el niimero
de datos entre 3 (grupos). Con esto, las expresiones se convierten en:

c 1 c—1
b=D, N — & (C" - 1)2
(3 —1)2
D
Sl_ N : S D1
. S —1 _ ! c"—1
= N - n
3

INTERPOLACION DE LAS LINEAS DE TENDENCIA POR EL
PROCEDIMIENTO DE LOS MOMENTOS FACTORIALES

Si en una serie dinimica cuyo crecimiento sea rectilineo representamos

la serie de unidades de tiempo transcurridas por la serie de los néimeros
naturales (x =1, 2, 3, 4, 5, ...) y designamos a la magnitud del fenémeno

correspondiente a la primera unidad de tiempo transcurrida (y;) con la le-
tra A, podremos afirmar que y; es igual a 4 (o sea, a la y anterior) mas una
vez el ritmo de crecimiento constante propio de la recta, que representaremos

por b; o sea:

En forma analoga, la y3 sera igual a la y> mas el ritmo de crecimiento b,
o sea, sera igual a la y; (= A4) mas 2 veces el ritmo de crecimiento:

Ve ‘
De la misma manera, se obtendrian las igualdades:
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ys=A + 3b

O bien, que podriamos escribir:

x y
1 4
2 A+ 1b
3 A+2b
4 A1 3b
5 A+ 4b

Si sumamos acumulativamente la columna de las yes, obtendremos la
siguiente columna:

x y

1 A A

2 A+ 1b 24 + 1b
3 A+ 2b 34 4 3b
4 A+ 3b 44 + 6b
5 A+ 4b 54 -+ 10b

A cada una de las expresiones contenidas en esta tiltima columna se les
conoce como “primer momento factorial” (para la recta) de una, dos, tres,
cuatro y cinco observaciones respectivamente; asi 54 + 10b es el primer
momento factorial (para la recta) de 5 datos u observaciones.

El examen de los momentos factoriales anteriores nos permite obser-
var que:

I°—Todos ellos son expresiones binomiales, o sea, expresiones de 2
términos.
2°—En todos ellos figura:

un término en 4, y
un término en b (precedido en el primer caso por un coeficiente
cero y anulado por ello mismo).

3°—El coeficiente de A4 es igual al valor de la altima x

(igual a 1 en el primer momento factorial de un dato,
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igual a 2 en el primer momento factorial de dos datos,
igual a N en el primer momento factorial de N datos).

4°—Fl coeficiente de b es igual a la suma de todas las x anteriores a

la altima.

(igual a la suma de cero niimeros naturales para un dato,

igual a la suma del primer niimero natural para dos datos,

igual a la suma de los dos primeros nimeros naturales para tres
datos,

igual a la suma de los N — 1 primeros nlimeros naturales para N
datos).

Como la suma de los primeros niimeros naturales es igual al pro-
ducto del altimo de ellos (en este caso N — 1 por el que le segui-
ria en la serie (N —1 -4 1=0N) dividido entre 2, podremos re-
presentar el coeficiente de este segundo término, en b, por:

N—1

N

Si se tiene en cuenta todo lo anterior, podremos representar el primer
momento factorial de N observaciones por:
N—1
2

N
Fy=NA-+N b

Esta expresién nos permitira encontrar el valor de los parimetros 4 y b
en cada caso particular siempre y cuando se asocie esta expresién a otra, ya
que habiendo dos parimetros A y b, son necesarias dos ecuaciones; de ahi
la necesidad de un segundo momento factorial de N observaciones.

Si en el ejemplo que sirvi6 de punto de partida sumamos acumulativa-
mente los valores de donde obtuvimos el primer momento factorial, tendremos:

4 A
24 + 1b 34+ 1b
34 + 3b 64 + 4b
44 + 6b 104 -+ 10b
54 + 10b 154 -+ 20b

A cada una de estas expresiones se les conoce como “segundo momento
factorial” (para la recta) de dos, tres, cuatro cinco, y seis observaciones, res-
pectivamente; asi, 4 es el segundo momento factorial (para la recta) de dos
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observaciones, 34 + 1b el segundo momento factorial de tres observaciones,
64 -} 4b el segundo momento factorial de cuatro observaciones, 104 -+ 10b,
el segundo momento factorial de cinco observaciones y 154 -4 20b, el segundo
momento factorial de seis observaciones; o sea, que en la suma acumulativa
basta con detenerse en el peniltimo renglén para obtener el segundo momen-
to factorial correspondiente a la ultima observacién.

Si se comparan los coeficientes de 4 en el segundo momento factorial
con los coeficientes de b en el primer momento factorial correspondiente (o
sea del mismo nimero de observaciones), podremos darnos cuenta de que
dichos coeficientes son iguales o sea, que se trata en uno y otro caso de las
sumas de los N — 1 primeros niimeros naturales. En cuanto al coeficiente
de b en el segundo momento factorial, el mismo puede obtenerse multiplicando
el coeficiente de 4 por (N —2)/3. O sea que, con respecto a los segundos mo-
mentos factoriales puede observarse que, en el caso de la recta:

I°*—Todos son expresiones binomiales.

2°—En las que figuran:
un término en 4, y
un término en b.

3°—En ellos, el coeficiente de 4 (suma de los N — 1 primeros niimeros
naturales) es igual a:

N—1
2

N

4°—El coeficiente de b se obtiene de multiplicar el coeficiente de 4 por
(N — 2)/3; o sea, que es igual a:

N—1N—2

N 2 3

Segiin esto, el segundo momento factorial de N observaciones para el caso
de la recta puede expresarse como:

¥ N—1 N—1N—2
D b

En cuanto se tienen estas dos férmulas (suficientes) para el caleulo de

los parametros que figuran en la ecuacién de la recta, es posible delinear el
siguiente:
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Procedimiento de interpolacién de una recta mediante el cdlculo .
de los momentos factoriales '

1°—Simense acumulativamente las yes de la serie dinamica empirica; la
altima suma acumulativa es el primer momento factorial de la serie

N

(=Fy). :
2°—Substitiyanse en la férmula del primer momento factorial para la

recta los valores de:

a.—el primer momento factorial de la serie dindmica empirica en-

contrado en I.

b.—el ntimero de observaciones que la serie comprende ().

3°—Ejecitense las operaciones necesarias en la ecuacién del primer mo-

mento factorial.
4°—Stmense acumulativamente las sumas acumuladas o primeros mo-
mentos factoriales encontrados en 1, deteniéndose en esta suma acu-
mulativa en el pendltimo renglon; la suma correspondiente a este
peniiltimo renglén es el segundo momento factorial de la serie dina-
N
mica empirica (Fz).
5°—Substitiyanse en la férmula del segundo momento factorial:
a.—el segundo momento factorial de la serie dinidmica empirica en-
contrado en 4.
b.—el nimero de observaciones.
6°—Fjeciitense las operaciones necesarias en la férmula substituida del

segundo momento factorial.

7°—Resuélvase el sistema de dos ecuaciones con dos incognitas (4, b)
formado por las expresiones obtenidas en 3 y 6.

8°—Substitiyanse los valores de los pardmetros 4 y b en la ecuacién

general de la recta:
¥y = A —|— b(x _ 1)

Esta expresion utilizable en el caso de los momentos factoriales, puede
reducirse a la forma mas comin si se ejecutan operaciones en la anterior:

Como b es una constante, se puede asociar con la 4 que es como ella una
constante independiente de cualquier potencia de la variable:
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Si comparamos esta expresion con la mas general de la recta, veremos
que el lugar. que en ella ocupa a estid ocupado en esta otra por .4 — b, o sea,
que a = A — b, lo cual coincide con el supuesto del que partimos, ya que
aceptamos que A representaba la primera magnitud del fenémeno y;, o sea
aquella que puede hacerse igual a la ordenada en el origen (a) mas una vez ek
ritmo de crecimiento constante b(4 = a -}- 1b).

O sea, que la ley general del fenémeno puede volver a expresarse en la
forma ordinaria si

8°—Se resta el valor de b del valor de 4 (4 — b) y tanto el valor resul-
tante de esa resta (a) como el valor de b se substituyen en la ecua-
cion general de la recta: ;

y=a-+ bx

EXTENSION DEL PROCEDIMIENTO DE LOS MOMENTOS FACTORIALES
A LA INTERPOLACION DE OTRAS LINEAS POLINOMIALES

El procedimiento de los momentos factoriales es aplicable en la inter-
polacién de lineas de tendencia de la forma polinomial:

¥ = @g + a1x + a2x® + azx® ... - q.0"
Para ello:

I.—Se necesitan tantos momentos factoriales como parédmetros (ao,
a1, az, @3, ...a,) figuren como coeficientes de las potencias de
la variable (x, 22, x3, ...x") en la ecuacién (dos en el caso de la
recta en el que sélo existen los parametros @y y @, tres en el de
la pardbola de segundo grado para la que existen los parametros
@, @ y az...etc.).

II.—Cada momento factorial es un polinomic formado por tantos tér-
minos como parametros haya.

III.—El coeficiente de un término de orden r en el primer momento
factorial estard dado por r fracciones cuyos numeradores consti-
tuyan una serie decreciente de nimeros naturales a partir de N,
numero de observaciones, y cuyos denominadores estén formados
por la serie creciente de los niimeros naturales a partir de 1 (y

terminando en r); o sea, que el conjunto de los denominadores
forma “factorial 7’
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Segiin esto, el coeficiente del primer término sera T

N N—1
1 &
el del segundo 7 5

el del tercero l N—1N—2
1 2 3

etc.

IV.—El coeficiente de orden r del segundo momento factorial sera igual
al coeficiente de orden r 4 1 en el primer momento factorial (o
sea, que el coeficiente del paridmetro ao en el segundo momento
factorial es igual al del parimetro a; en el primer momento, el
del pardmetro a; del segundo igual al del a; del primero, etc.).

V.—El coeficiente de orden r del tercer momento factorial sera igual
al coeficiente de orden r - 2 en el primer momento factorial, o al
coeficiente de orden r 4 1 del segundo.

VI.—En general, el coeficiente de orden r del momento factorial de
orden s sera igual al coeficiente de orden r 4-(s — 1) del primer
momento factorial o al momento de orden r 4 1 del momento de
orden s — 1.

VII.—Formados los momentos factoriales necesarios, sera necesario re-
solver el sistema de ecuaciones formado por ellos (mediante deter-
minantes, por ejemplo), y

VIII.—Substituir los valores de los parametros asi encontrados en la ex-
presiéon polinomial correspondiente (del zipo de la anotada al
principio de este paragrafo).

PROCEDIMIENTO DE LOS POLINOMIOS ORTOGONALES PARA LA
DETERMINACION DE LINEAS DE TENDENCIA

Supongamos dos polinomios p; y ps en la variable u. Si se obtienen los
valores de p; y p2 para todos los valores de u, se multiplica cada valor de p;
por el correspondiente de p. y al obtener la suma de dichos productos, dicha
suma resulta nula, se dice que los polinomios p1 y p2 son ortogonales.

En general, para que un conjunto de polinomios (y no ya sélo dos) sea
ortogonal, es preciso que las sumas de los productos de los polinomios toma-
dos de dos en dos, sean nulas, o bien que:

2pips =0 Spips=0... Spipa =0
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3pops =0 Zpeps=0... 2papn =0
E.‘Pnpl = Eplpn =0

Una linea de tendencia puede expresarse como la suma de una serie de
términos, cada uno de los cuales estd formado por el producto de un facto.r
constante por un polinomio que con los restantes forma un conjunto de poll-
nomios ortogonales (de orden 0, de 1°, 2°, 32, ... enésimo orden):

v = Lopo + Lypy <+ Lopz + Laps + . .. Lups

Mediante el criterio de los minimos cuadrados, se obtienen (para el caso
mas sencillo de Lopo 4 Lip; + Laps), las ecuaciones del tipo siguiente:

vao = L02p02 + LIZPIPO -I— L2Ep2po
2vp: = LoZpop: + LiZp,® + Ls3psp,
2vpe = LoZpopz + Li1Zpips + LaZpy?

Como 1., p1, p2 se requiere que formen un conjunto de polinomios orto
gonales, esto significa que:

Zpopr = Zprpo =0
Spop2 = Zpapo =0
2pi1p2 = Zpsp1 =0

O sea, que en las ecuaciones de interpolacién se anulan todos los tér"

minos en los que aparecen esas sumas de productos de polinomios, con lo cual
las ecuaciones se reducen a:

Svpo = LoZpy?
Svp; = L, Zp,?
Svpy = LyZpy?

De estas expresiones se pueden despejar las constantes L.

b
Ly= 2”1’;’
Po
X
L1 = 21’17.21
D1
; _ Zup2

T, o
}:])2"
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Si, como hemos convenido, po representa un polinomio de grado cero,
P1 un polinomio de grado uno, p: un polinomio de segundo grado, etc., y re-
presentamos por medio de kas afectadas de subindices los coeficientes cons-
tantes de estos polinomios en la variable u, tendremos:

po= u° =1
P1= kyo u® + ul = k1o + u
P2 = koo u® 4 koy u 4 u? = koo + koy u + v?

(Convencionalmente, se ha destinado el primer guarismo del subindice
doble que afecta a la % para indicar el grado del polinomio al que correspon-
de, en tanto que el segundo guarismo del propio subindice se ha destinado a
indicar la potencia a la que el coeficiente afecta.)

La condicién de ortogonahdad de estos polinomios impone el que las
sumas de los productos de los mismos tomados de dos en dos sean nulas;
es decir:

Zpop1 =21 X p1) =2p1 =0
Zpopa = Z(1 X p2) =Zp2=0
2p1p2 =0

Si en estas expresiones se substituyen los valores dados anteriormente
para p; y para pg, tendremos:

3p1 = 3 (Ko +u) =3kio+Zu=0
2?1 = 2.(1510 + u) = Zkyo + -Zu =0
2p1p2 = (k1o + u) pe = k1oZp2 + Zpau =0

La forma de los polinomios que cumplen estas condiciones de ortogona-
lidad puede simplificarse si u se expresa como desviacién de las unidades de
tiempo con respecto a su media en unidades del intervalo. En estas condicio-
nes, las sumas de las potencias impares de u se anulan, anulando también a los
términos en los que aparecen como factores, reduciéndose las expresiones an-

teriores a:

2ps = Zkyo = Nkyo =0
Epz = ko + Su? =Nkso + 2wr=0
Ep;pg =3pu=20

En la dltima expresion, se eliminé el término kloEpz porque, conforme
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a las condiciones de ortogonalidad, Zp, debe ser nulo; no se eliminé el se-
gundo término porque Zpou representa una suma de los productos de cada
una de las p; por cada una de las ues y si bien tanto la suma de las po indi-
vidualmente es nula como lo es la suma de las ues tomadas individualmente,
la suma de los productos (distinta del producto de las sumas) no tiene por
qué ser necesariamente nula.
De las expresiones anteriores, podemos despejar a los coeficientes cons-
tantes kig, k2o y obtener:
ko = % =0
— Zu?
N
Para el valor de ks, substituiremos en la dltima ecuacién el valor de
p2 y despejaremos:

Zpgu = Z(kgo + k21u + uz)u = kzozu —'l- k212u2 —-l- Eus = k212u2 =0

Despejando a ko, se obtiene kg = 0
Si, en estas condiciones substituimos los valores de las constantes en 10s
polinomios correspondientes, obtendremos:

kao =

n=kot+u=u

Su? 2
P2 = koo + koyu + u? = — > Zu

2— 2
N Te=sE——g
Pero Zu? es igual a dos veces la suma de los cuadrados de los (N+41)/2
nimeros naturales, cuyo valor substituido en el de p, da:
N—1
12

p2=u2—

En forma semejante, pueden obtenerse las férmulas para los polino-
mios de tercero, cuarto, quinto . .. grado: ‘

p3=u3;_—.3ivz;7__u
20
3N —13 3(N? —1) (N2 — 9)
—_— T - 2
pa=t w vt 560
—_— 4 __ 99( 2 p
g uS — 5(N2 —7) ot 15N+ — 230 N2 4 407

18 ~ 1008 N
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PROCEDIMIENTO DE LOS POLINOMIOS ORTOGONALES PARA LA
DETERMINACION DE LINEAS DE TENDENCIA

Para determinar lineas de tendencia medlante el procedimiento de los
polinomios ortogonales:

I.—Calcilense los coeficientes Ly, L1, Ly . . . Ly, que habran de afectar
a los polinomios de primero, segundo, tercero o enésimo grado en
la expresién orto-polinomial de la tendencia,

I°—calculando los valores de Ao, A1, A2, A3, ... A,, para lo cual:
a.—deberan obtenerse los subtotales primero, segundo, terce-
0, ... enésimo de la distribucién, y
b.—dividirse dichos subtotales entre las combinaciones del ni-
mero de datos tomados de uno en uno, el niimero de datos
més 1 tomados de dos en dos, el niimero de datos mas 2
tomados de tres en tres, el niimero de datos méis 3 tomados
de cuatro en cuatro, el niimero de datos mas n tomados de
n+1lenn- 1.
2°—substituyendo los valores de Ay, A, A3, ... A; en las férmulas
dadas en el cuadro adicional para el célculo de las A primas
correspondientes.
3°—substituyendo los valores de las A prima en las férmulas para
el calculo de las L, o bien:
a.—multiplicando cada A" por el valor correspondiente con-
tenido en la diagonal subrayada del cuadro, y
- b.—dividiendo el producto entre el resultado de multiplicar tan-
tos factores decrecientes a partir de N — 1 como indique
el sub-indice de la L cuyo valor se calcula.

II.—Determinar las formas de los polinomios de primero, segundo, ter-
cero, . . . enésimo grado, substituyendo el valor de N en las férmu-

las para pi, pe, ps, - ..

I1I.—Reducir la ley del fenémeno a la forma ordinaria:
1°—Multiplicando cada L por el polinomio correspondiente.
2e —Agrupando y reduciendo términos semejantes (los que conten-

gan las mismas potencias de la variable).
3°—Ordenando los términos resultantes segiin el orden creciente de

las potencias de la variable.
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FORMULAS DEL PROCEDIMIENTO DE LOS POLINOMIOS ORTOGONA-
LES PARA LA INTERPOLACION DE TENDENCIAS

1*—Férmulas de las A:

General:
Ss+1
b = N+r
(731)
Particulares:
Ao:——-—;i——— 11?_.——————;:-2—
(1) (vi1)
— Ss _ Ss
k=N T N+3
("3%) (")
l.—‘ S§ _ Sa
T s "T(NF¥5
(v3e) ("s°)
}tc:-—-—-—s—‘r———— }\7:-—_£8_—.___
N+Q) N+7
7 ("s")
5 = SO P 'S]_o
“(N+38 T(N¥O
( 9 ) ( 10 )

2°—F6rmulas para las A’:
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bo+M4de + A4+ A 4+ A 4+ ke 4+ Mk R

Moj1

Mil1 — 1
1'2_—3 2

Myl —6 10 — 5

Yef1 —10 30 — 35 14

Vil —15 70 — 140 126 — 42
Nell —21 140 — 420 630 — 462 132
Ay —28 252 —1050 2310 — 2772 1716 — 429

Mg 1 —36 420 —2310 6680 —12012 12012 — 6435 1430
Mol 1 —45 660 —4620 6930 —42042 60060 —51480 24310 —4862

—

3*—Férmulas para las L:

Lo = ¥,
Ll:N-6—il’1
30 ,
L=F—m—3"
140

— ¢
Ls (N—1)(N—2)(N—3) °
L — 630 "
TN —2)(N—3)(N—4) *

RITMO DE CRECIMIENTO DE UN FENOMENO

Una vez que, por cualquiera de los procedimientos resefiados brevemen-
te en péaginas anteriores, se ha determinado la ley matemitica que rige un
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264 OSCAR URIBE VILLEGAS

fenémeno, conviene determinar, operando sobre esa misma expresion ma-
tematica, si:

1.—el ritmo de crecimiento es constante o variable, y
2.—de ser variable, el modo en que varia.

A fin de determinar el ritmo de crecimiento de un fenémeno, se procede
a encontrar la primera derivada de la magnitud del mismo con respecto al
tiempo, en la ley matematica que lo rige.

Consideremos, por ejemplo, el caso de la recta:

y=a-+ bx
Si calculamos la derivada de'y con respecto a x, tenemos:
dy d(a+4bx) da dbx bdx
—_————  — —=0 —=b
dx dx dx + dx +

Como la primera derivada de la funcién con respecto al tiempo es la ve-
locidad o ritmo de crecimiento del fenémeno, y en este caso esa primera deri-
vada es igual a b, siendo como es ésta una constante, podemos afirmar que:

Un movimiento rectilineo tiene un ritmo de crecimiento constante; o sea,
que el fenomeno aumenta en una misma cantidad por cada unidad de tiempo
transcurrida. Dicho ritmo estid dado por el coeficiente de x (tiempo) en la
ley general del fenémeno o por la pendiente de la recta que representa tal
fenémeno.

De ahi también que, a intervalos de tiempo constantes correspondan di-
ferencias constantes entre cada uno de los valores del movimiento rectilineo
y los valores previos correspondientes o bien que, en tal tipo de movimiento
sean constantes las primeras diferencias.

En el caso de una parabola de segundo grado, la ley general del fené-
meno puede representarse por la ecuacién:

y =a -+ cx + ba?
Si obtenemos la primera derivada de dicha expresién, tendremos:
dy d(a- cx -+ ba?)
dx dx

dy __da. d(cx) dbx®
dx  dx dx dx
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TECNICAS .ESTADISTICAS 265

=04c— +b—”2

:c+2bx -

El hecho de que en esta primera derivada de la funcién con respecto a
la variable dependiente (tiempo), siga figurando esta tltima, indica que en la
parabola de segundo grado, el crecimiento del fenémeno no es constante sino

_variable; o sea que el incremento en la magnitud del fenémeno al pasar de
una unidad de tiempo a la siguiente (de un afio a otro) no es la misma sean
cuales fueren las unidades de tiempo consideradas, segiin ocurrié en el caso
de la recta, sino que dicho incremento sera distinto segiin que se trate del
paso de la primera unidad de tiempo a la segunda, de la segunda a la ter-
cera o de la peniltima a la Gltima.

La expresion de la velocidad instantinea en un movimiento parabélico:
¢ -} 2bx, presenta la estructura propia de un movimiento rectilineo ya que,
en efecto, existe un término independiente de la variable x, y x aparece multi-
plicada por un coeficiente también constante 2b.

En el caso de una paribola de 3er. grado, la ley general del fenomeno
esta dada por:

y=a+ cx + da® + ba®
El cilculo de la primera derivada da como resultado:

dy d(a+cx+ dx® 4 bx®)
dx dx
dy de dx_ ,dx* da

—_— = —+d—+b—
dx dx+cdx+ dx+ dx

d_y = ¢ +} 2dx + 3bs®
dx

La existencia de términos en los que figuran la primera y la segunda
potencia de la variable independiente tiempo muestra que la velocidad o rit-
mo de crecimiento de un movimiento parabdlico de tércer grado no es cons-
tante sino variable; el hecho de que la potencia méxima que figura en dicha
expresién sea el cuadrado de la variable indica que la velocidad aumenta a
su vez, conforme a un movimiento parabélico de segundo grado.

Si se calculan las segundas derivadas para los movimientos parabélico
de 2° grado y parabélico de 3er. grado o sea, si se obtienen las primeras deri-

vadas de sus velocidades, se obtiene:
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266 ‘OSCAR URIBE VILLEGAS

Para la parabola de 2° grado:

Velocidad: ¢ -4 2bx

Primera derivada de la velocidad o Aceleracién:
dlc 4 2bx)

dx
Para la paribola de 3er. grado:

Velocidad: ¢ + 2dx 4 3bx2

2b

Primera derivada de la velocidad o Aceleracién:

d(c 4+ 2dx 4 3bx?)
dx
O sea, que en el caso de la parabola de 2° grado, la aceleracién es cons-
tante, y el movimiento, uniformemente acelerado. En la parabola de 3er. gra-
do, la aceleracién es variable, y el movimiento acelerado (sin ulterior adver-
bializacién).
Ritmo o Velocidad Media de Crecimiento en los Movimientos Rectilineo,
Parabélico de 2° Grado y Parabélico de 3er. Grado—En el caso del movi-
miento rectilineo, la velocidad media de crecimiento seria:

= 2d 4 6bx

Zb  Nb

N TN~

En el caso de una parabola de 2° grado:
3(c + 2bx) ¢+ 2b3Zx  Nec Sk _
N = N _T+2b-N—:c—|—2bxa

Si se ha trabajado con x expresadas como desviaciones con respecto al
afio mediano, conviene calcular la velocidad media de crecimiento mediante
la media cuadratica:

4 2(c+ 2bx)* ‘/ 3 (c® + 4dcbx + 4b%2)
N - N

3c? 4 4cbZx + 4b%3x2
N

2
ch+4cb§,,+4b2 EA’:
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TECNICAS ESTADISTICAS 267

Pero x, es en este caso igual a cero, o sea, que desaparece todo el segun-
do término, y la expresién de la velocidad media en el movimiento parabé-
lico se reduce a:

s
2
‘/c2+4b N

En el caso de la parabola de tercer grado, se obtiene como expresién
para la velocidad media de crecimiento:
3(c + 2dx 4 3bx?) ¢ 4 2dZx - 3bZx?
N - N o
2x?
N

Velocidad instantinea en el caso de un Movimiento Hiperbélico.—Sea la
expresion:

y=a-+ bx~1
Si tomamos su primera derivada:
dy d(e+ bx™?) ~ dx—1t :
—_——,—— = =b(—1)x—2=
dx dx 0+ dx b( )%
= — b2 = — — g

2

<

Segiin esta expresién en el caso de la hipérbola equilitera de que se
trata, el ritmo de crecimiento es negativo, o sea, se trata de un ritmo de de-
crecimiento, y dicho ritmo es inversamente proporcional al cuadrado del tiem-
po transcurrido (que figura en el denominador) ; o bien, que en el caso de la
hipérbola hay siempre decrecimiento (nos referimos siempre a la parte posi-
tiva de la hipérbola que es la tGinica de interés estadistico), pero dicho decre-
cimiento que es rapido al principio (cuando x es pequefio), se va haciendo
més y mas lento (conforme x aumenta).

En general, para una hipérbola, sea o no equildtera, puede trabajarse

con la expresion:
y = bx—"

Si se calcula la primera derivada de dicha expresion, se obtiene:

Q: b(—n)x—"1=—nbx—(*+V = —nb

dx 2
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268 OSCAR URIBE VILLEGAS

O sea, que se trata de un ritmo de decrecimiento, inversamente propor
cional al tiempo segin la potencia n 4 1. L
En el caso de una curva logistica del tipo:

1 be”
y 1
Si se toma la primera derivada, se obtiene:
dy d(b—1c2) ,de—7 L ) ‘
—_——— = )" =b—1le—?(— =—b—1c—"°L
Tn . b T b—c—2(—1)Lec b—1c c

En esta expresién de la velocidad de un movimiento logistico, puede
verse que — b~ y Lc son constantes y que ¢~ es variable en cuanto su expo-
nente lo es; o sea, que la velocidad de este movimiento es variable y depende .
de las variaciones de c¢—?; esta dltima expresién segiin es ficil reconocer

~(constante elevada a un exponente negativo variable) es una exponencit!l
negativa que puede representarse asimismo por (1/¢?). De este modo, con-
forme crezca x, crecera exponencialmente (o sea con un ritmo de crecimiento
acelerado) c” y, en cuanto ¢ (denominador) crezca, disminuira el valor de 12
fraccién 1/c?, disminuy/endo con ella el ritmo de crecimiento del fenémeno
logistico. Todo esto indica que un crecimiento logistico procede por incre:
mentos aceleradamente decrecientes que tienden a anularse (cuando x es infic

nitamente grande, lo es mucho méas ¢® y 1/c® tiende a hacerse infinitamente
pequefio).

OBTENCION DE LOS VALORES TEGRICOS DE LA TENDENCIA,
: POR SUBSTITUCION

Para obtener los valores que teéricamente deberia alcanzar un fenémeno
en el caso de que estuviese sujeto solamente a tendencia secular, se procede
a substituir los valores de las equis empleadas en el proceso de interpolacion,
en la ley matemética del fenémeno. Para proceder ordenadamente y meca-
nizar el procedimiento, conviene servirse de una tabulacién auxiliar, en 18
cual figuren serialmente los valores necesarios para la substitucién; ash
por ejemplo, en el caso de la recta, cuya expresién matemética general es:
y = a -+ bx, se necesitaran dos columnas principales (una para cada tér-
mino de la expresién) y de ellas una dividida en dos sub-columnas (una desti-
nada al coeficiente y otra a la variable). En la tabulacién conviene proceder
del niicleo de la ecuacién (punto en el que se encuentra la variable indepen-
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TECNICAS ESTADISTICAS 269

diente elevada a su maximo exponente) hacia la periferia; o sea, que en el
caso de la recta, la tabulacién se hara como sigue:

PriMERA CoLUMNA.—Para el término que contiene a x.
Primera Subcolumna.—Valores de las x con que se trabajé la inter-
polacién.
Segundo Subcolumna.—Producto de cada x por el valor encontrado
para el parametro b.

SecuNpA CoLuMNA.—Para el término independiente de x.
TeERCERA COLUMNA.—Suma de la segunda * y la segunda subcolumna de
la primera.—Resultado: yes teéricas.

Los encabezados serian los siguientes:

Término en x

a a 4 bx
% bx

En el caso de la parabola de segundo grado, cuya expresion es:
y = a + cx + ba® '
la tabulacién se hara como sigue: .

PrivERA COLUMNA.—Para el término en 2.
Primera Subcolumna.—Para las equis de la interpolacién.
Segunda Subcolumna.—Para los cuadrados de las equis.
Tercera Subcolumna.—Para los cuadrados de las equis multiplica-
dos por el pardmetro b.

SEGUNDA CoLUMNA.—Para el término en x.
Primera Subcolumna?.—Péu;a las equis multiplicadas por el para-
metro c. ' ’
TerCERA' COLUMNA.—Para el término independiente de x.

" [

* En todo lo que sigue, después de los ordinales “primera”, “segunda”, “tercera’f’,

“cuarta”, se da por supuesto el término “columna”.
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270 OSCAR URIBE VILLEGAS

Cuarta CoLumNa.—Para la suma de la tercera, la segunda y la tercer
subcolumna de la primera. R: yes teéricas.

Los encabezados de la tabulaciéon serian:

Término en x2 Término en x Término Ind. Y teorica

bx? cx a a + cx + ba®

x2

En el caso de la parabola de tercer grado, cuya expresion es:
y =a+ cx + dx® + bx®
la tabulacién se hari como sigue:

PriMERA CoLUMNA.—Para el término en 23.
Primera Subcolumna.—Para las equis de la interpolacién.
Segunda Subcolumna.—Para los cubos de las equis.
Tercera Subcolumna.—Para los cubos de las equis por el parame-
tro b.

SEGUNDA COLUMNA.—Para el término en 2.
Primera Subcolumna.—Para los cuadrados de las equis.
Segunda Subcolumna.—Para los cuadrados de las equis por el pa-
rametro d.

TERCERA COLUMNA.—Para el término en .
Primera Subcolumna.—Para las equis multiplicadas por el parame-
tro c.

CuarTA COLUMNA.—Para el término independiente.

QuiNTA CoLuMNA.—Para la suma de la cuarta, tercera, segunda subco-
lumna de la segunda y tercera subcolumna de la primera. Resulta-
do: yes teéricas.

Los encabezados de la tabla son:

Término en x* | Término en x* |Término en x| T. Ind. | Yes teéricas

% 2 | | 2 | d |- cx . a | atcxtda?
+ ba®
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TECNICAS ESTADISTICAS 271

En el caso de la hipérbola, cuya expresién matematica es:"
y=a-+ bx?
La tabulacién se hara como sigue:

PriMERA CoLUMNA.—Para el término reciproco de x.
Primera Subcolumna.—Equis de la interpolacion.
Segunda Subcolumna.—Reciprocos de las equis.
Tercera Subcolumna.—Reciprocos de las equis por el parametro b.

SecunpA CoLuMNA.—Para el término independiente.

TeERCERA CoLUMNA.—Para la suma de la segunda columna y de la tercera
subcolumna de la primera. Resultados: yes tedricas.

Los encabezados de la tabla son:

Término en x—? Término independiente Yes tedricas

x——l

-1
bx ¢ a4 bx—?

Si 1a hipérbola que se ha interpolado no es equilatera, la expresién de la

misma sera: .
= bx—" '

de la que es equivalente la forma logaritmica:
log. y = log b—nlog x
Si se trabaja con la primera de estas expresiones, la tabulacién debera’
hacerse en la forma siguiente:

PriMERA COLUMNA.—Para el término en x~".
Primera Subcolumna—Para las equis de la interpolacién.
Segunda Subcolumna.—Para las equis elevadas al exponente n.
Tercera Subcolumna—Para los reciprocos de esas potencias multi-
plicados por el parimetro b. Resultados: yes tebricas.

Los encabezados de la tabulacién seran entonces:

Término en x~"

% z" x"=1/2" bx—"
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Si se usa la forma logaritmica, la tabulacién se hara como sigue:

PrIMERA CoLUMNA.—Para el término en log x.
Primera Subcolumna.—Para las equis de interpolaci6n.
Segunda Subcolumna.—Para los logaritmos de las equis.
Tercera Subcolumna—Para los logaritmos de las equis por n.

Secunpa CorLumNA.—Para el logaritmo de b.
TERCERA CoLUMNA.—Para la primera, menos la tercera subcolumna de

la tercera columna. Resultado: logaritmos de las yes tedricas.

CuarRTA CoLuMNA.—Para los antilogaritmos de los valores de la tercera
columna. Resultado: yes tedricas.

Los encabezados serian los siguientes:

Término en log x log b log b — nlog x Antilog.

X

nlogx| log x T. Ind. Log de la Y teérica Y tejrica

En el caso de la logaritmica, cuya expresién es:

y=a-+blog x

la tabulacién se hard como sigue:

PRIMERA COLUMNA.—Para el término en log x.
Primera Subcolumna.—Para las equis de interpolacién.
Segunda Subcolumna.—Para los logaritmos de esas equis.
Tercera Subcolumna.—Para los logaritmos de las equis por el pa-
rametro b.

SecunpA CoLuMNA.—Para el término independiente.

TERCERA. COLUMNA.—Para la suma de la segunda columna y de la tercera
subcolumna de la primera columna. Resultado: yes teéricas.

Los encabezados son los siguientes:

Término en log x T. Ind. Y teérica

x log x~| blogx a a-b log x
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TECNICAS ESTADISTICAS : 273

En el caso de una exponencial, la expresién matemaitica es:
¥ = ab®
La tabulacién de la exponencial se hara como sigue:

PriMERA CoLuMNA.—Para el factor exponenclal
Primera Subcolumna.—Para las equis de interpolacion.
Segunda Subcolumna.—Para el parimetro b elevado a una potencia
igual a cada una de las equis.

SEGUNDA CoLUMNA.—Para el factor no exponencial, o coeficiente.

Tercera CoLuMNA.—Producto de la segunda, por la segunda subcolum-
na de la primera. Resultados: yes tedricas.

Encabezados de la tabulacién:

' Factor exponencial Coeficiente Y tedrica

% b a ab®

Si se trabaja la forma logaritmica de la exponencial,
log y =log a4 x log b
la tabulacién se hara en la siguiente forma:

PrIMERA CoLUMNA.—Para el término en x. '
Primera Subcolumna.—Para las equis de interpolacién.
Segunda Subcolumna.—Para las equis de mterpolaclon por el lo-
garitmo del parametro b.

Secunpa CoLUMNA.—Para el término independiente.
Primera Subcolumna—Para los logaritmos del paridmetro a.

TercERA COLUMNA.—Para la suma de la segunda, y la segunda subco-
lumna de la primera. - -
CuArRTA COLUMNA.—Para los antllogarmnos de la tercera. Resultados:
yes teéricas. ’

Término en x Término Independiente
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OBTENCION DE-LOS VALORES DE LA TENDENCIA POR MEDIO .
DE DIFERENCIAS FINITAS

Si consideramos una serie cronolégica cuya tendencia sea rectilinea, po-
dremos reemplazar cada una de las y; por una expresién de la forma a + bxi;
si, ademds, igualamos la serie de las x; a la serie de los nimeros naturales,
tendremos, en lugar de la serie de las i, (a + 1b), (¢ + 2b), (a + 3b) ...
(@ +(n—1)b), (a + nb).Si de cada una de estas y; restamos la anterior,
obtendremos las “primeras diferencias” de esta serie rectilinea:

%; ¥i Primeras diferencias At
1 a4+ 1b (a 4+ 1b) — (a 4 0b) b
2 at+ 2b (@ + 2b) — (a 4 1b) b
3 at+ 3b (a + 3b) — (a 4 2b) b

(n—1) a4+ (n—1)b

n at+ n b (@ + nb) — (a 4 (n—1)b) .b.

El dltimo caso tipifica lo que representa buscar las primeras diferencias
de una serie rectilinea, ya que n puede representar el valor de cualquiera de
las equis; en efecto, al restar de a - nb, valor de la ¥n, €l valor de la ye ante-
rior Yn— igual a @ 4-(n —1)b las aes se anulan, puesto que son iguales Y
de signo contrario, obteniéndose: nb —(n —1)b, expresién en la que puede
sacarse como factor comin a b: b(n— (n—1, lo cual es igual a b X 1 0
sea, a b, sea cual fuere el valor de n.

Todo lo anterior quiere decir que en este caso —de tendencia rectilinea—
las primeras diferencias son constantes.

Y asi como podemos afirmar que las primeras diferencias de un movi-
miento rectilineo son constantes, la afirmacion inversa también es cierta, ©
sea, que, cuando las primeras diferencias son constantes, el movimiento €s
rectilineo.

En forma aniloga, si consideramos una serie cronolégica cuya tenden-
cia esté representada por una paribola de segundo grado, la serie de las ¥
quedari representada por expresiones de la forma (a + 1b), (a + 4b):
(@4 9b) ...[a+(n—1)2]b, (a + n?)b, en las que los coeficientes de b
son los cuadrados de los niimeros naturales ya que, tratindose de una pari-
bola de segundo grado, una expresién general (incompleta puesto que le falta
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término en x) es: y; = a -+ bx;%. Si de cada y; se resta la anterior, se obtiene
una serie de “primeras diferencias” cuyos valores no son constantes sino
variables (3, 5b). De estas diferencias podria mostrarse que el crecimiento
es rectilineo; en efecto, si se toman las primeras diferencias de estas primeras
diferencias de la serie original (o sea, si se calculan las “segundas diferen-
cias” de la serie original, se obtiene una serie de constantes (2b).

En efecto, tomemos los valores de dos yes contiguas:

Vs = @ + n?b
Yn—1— & + (n— 1)2b

La primera diferencia entre estas yes se obtendra restando de ¥4, y5—1, lo
cual produce

[0 — (n—1)2]b=[n2 —(n2 —2n 4+ 1)]b = [P® —n%® + 2n — 1]b =

=2n—1)b

Si, en forma analoga, tomamos la diferencia entre y,_1 y y» — 2, obtendre-
mos como primera diferencia:

’ [(n—1)2—(n—2)2] = [(n2—2n+l)—(n2—4n+4)]b_
’ = (2n— 3) b
Asimismo, la diferencia entre y,4+1 y ¥» sera: -

[(n41)2—n2]lb=[(n2+2n+ 1) —n2]b= (2n+41)b _
Tomadas en su orden, estas tres diferencias formarian la serie (2n — 3)b,
primera diferencia entre ys_1 y ys—2; (2n— 1)b, primera diferencia entre
¥ ¥ ¥n—1; (2n 4 1)b, primera diferencia entré ¥ni1 y ¥n.
Si se resta de (2n — 1)b, la diferencia anterior, (2n — 3)b, se obtiene
como segunda diferencia (primera diferencia de las primeras diferencias):

(2n—1)b— (2n —3)b=1[2n—1) — (2n —3)1b =
= [2n—1—2n43]b=2b

Este es el valor de la segunda diferencia de la serie yn—1, ¥n, ¥n41.
Si se resta de (2n + 1)b, la diferencia anterior (2n — 1)b, se obtiene
como segunda diferencia:
(2n 4+ 1)b— (2n— Db= [2n+1) —(2n—1)]b=
. =[2n+1—2n41]6=2b
Como puede verse, la segunda diferencia, independientemente del valor
que se tenga para n (o, lo que es equivalente, para x;) es constante en
este caso.
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O sea, que en el caso de una paribola de segundo grado, las segundas
diferencias son constantes. La inversa también es cierta, o sea, que cuando
las segundas diferencias son constantes, el movimiento queda representado por
una parabola de segundo grado.

Por razonamientos anilogos, podria mostrarse que.

Para un polinomio de grado N, las diferencias de orden &V son constantes.

También podria mostrarse que:

Cuando las diferencias de orden N de una serie son constantes, la serie
puede representarse por un polinomio de grado N.

De estas propiedades, en tanto que la segunda sirve para determinar en
muchas ocasiones el tipo de curva a interpolar o de polinomio a perecuar, la
primera tiene una utilidad muy grande en el céalculo simplificado de los valores
teéricos de la tendencia.

En efecto, hemos visto que el calculo de los valores de la tendencia re-
quiere la substitucién de los diversos valores de x; en la ecuacién general
correspondiente o ley del fenémeno, y que esta substitucién da lugar a célcu-
los embarazosos que tratamos de mecanizar mediante la elaboracién de cua-
dros que nos den los diferentes valores requeridos para el calculo final, pero
que no nos libran de tener que ejecutar varias operaciones diversas, como la
elevacién de x; a las diferentes potencias que se requieran, la multiplicacién
de dichas potencias por los coeficientes correspondientes, y la suma o resta de
los diferentes valores obtenidos. Las propiedades de las diferencias finitas
de orden N permiten reducir estos cilculos al minimo, y transformar todas las
operaciones restantes en simples procesos de suma.

Supongamos, para el caso, que la tendencia fuese rectilinea y hubiésemos
obtenido como ley general una ecuacién de la forma y; = a - bx;. Si calcu-
lamos los dos primeros valores y; y y2 mediante la substitucién de x; por su
valor y la ejecucién de las operaciones correspondientes, y en seguida resta-
mos del valor de y; el de y; obtendremos una primera diferencia de primer
orden. Como sabemos que esta diferencia de primer orden sera constante (o
sea que la segunda diferencia de primer orden serd la misma, la tercera dife-
rencia de primer orden sera la misma, etc.), sabemos de antemano que la
diferencia entre y3 y y2 tendra ese mismo valor, o sea que sumando dicho
valor a y; obtendremos y;. En forma anéloga, sumando la diferencia cons-
. tante de primer orden a y; obtendremos ¥ ...suméandola a y,_; obtendre-
mos Y.

Si suponemos el caso de una tendencia parabélica de segundo grado y

calculamos los tres primeros valores de y: (y1, 2, ¥3) restando de y. y; y de
¥3 ¥2 obtendremos la primera y la segunda diferencia de primer orden que no
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tienen por qué ser iguales, ya que mientras el polinomio es de’ 2? grado, las
diferencias son de Ier. orden. Si de la segunda diferencia de primer orden
se resta la segunda diferencia de primer orden, se obtiene una primera dife-
rencia de segundo orden cuyo valor serd constante, ya que coinciden el grado
del polinomio representativo de la tendencia (parabola de 2¢ grado) y el ni-
mero de orden de la diferencia (diferencia de 2° orden). Esto quiere decir
que, sin conocer el valor de la tercera diferencia de primer orden, ya sabe-
mos que su diferencia con respecto a la segunda diferencia de primer orden
es el valor recientemente obtenido, o sea, que si sumamos dicho valor a la
segunda diferencia de primer orden obtendremos la tercer diferencia de pri-
mer orden, y que sumando ese mismo valor a esta tercer diferencia obten-
dremos la cuarta diferencia de primer orden o, en general sumando la dife-
rencia de segundo orden a la diferencia n — 1 de primer orden se obtendra
- la diferencia n de primer orden. Obtenidas las diferencias de primer orden y
conocidas y3, ¥2 y ys que se obtuvieron por el procedimiento ordinario de
calculo, bastari con sumar a y; la correspondiente diferencia de primer orden
para obtener ys, a ys la correspondiente diferencia de primer orden para
obtener y5 o, en general, sumar a y,—1 la correspondiente diferencia de pri-
mer orden para obtener yy.

En general, para obtener los valores tedricos de la tendencia por medio
de las diferencias finitas:

I°>—Calcilense, por el procedimiento ordinario de substitucién de los va-
lores de x; en la ecuacién general, tantas y; como sean necesarias
para encontrar una diferencia de orden n (en general, si el grado del
polinomio es N, se necesitara calcular por el procedimiento ordlna-
rio N 4 1 yes teéricas).

2°—Mediante restas sucesivas entre cada ye y la precedente, calcilense
las primeras diferencias, mediante restas entre estas diferencias de
primer orden, las de segundo orden, y asi sucesivamente hasta obtener
una diferencia de orden igual al grado del polinomio.

3°—Mediante suma de la diferencia de orden igual al grado del polino-
mio con las diferencias correspondientes de orden inmediato inferior,’
obténgase toda la serie de éstas, mediante la suma de éstas con las
correspondientes de orden inmediato inferior, obténganse estas otras,
hasta encontrar las de primer orden que, sumadas a las yes calcula-
das previamente, permitirin completar la serie de las yes calculadas.

’
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VARIACIONES ESTACIONALES

Un gran nimero de fenémenos, a mas de la tendencia general a aumen-
tar o a disminuir en el curso de los afios, muestran combinadamente una ten-
dencia al alza en determinados meses o estaciones del afio que contrasta con
la tendencia que a la baja muestran en otros meses o estaciones. Esas fluc-
tuaciones del fenémeno en el curso de los diversos meses o estaciones del afio
se conocen con el nombre de “variaciones estacionales”.

Las variaciones estacionales se expresan, en general, como promedios de
relativos (o de tantos por ciento) de los valores observados con respecto a
ciertos valores centrales o normales, ajustados en tal forma que el promedio
de tales promedios de relativos sea igual a 1 (o a 100 en caso de haberse
trabajado en tantos por ciento).

Los indices asi calculados, expresan en qué tanto (por ciento) se alejan
proporcionalmente en mis o en menos los valores reales de los valores que
seria dable esperar si el fenémeno no estuviera sujeto a variacién estacional.

Conforme al concepto que hemos dado de variaciones estacionales, cua-

tro resultan ser los pasos esenciales para el calculo de los indices de varia-
cién estacional:

1°—Determinar el valor central o normal que servira de base para calcu-
lar los relativos o los tantos por ciento: valor central del tipo
de una media estadistica, la mediana, etc., o valores normales
como los de las magnitudes calculadas mediante la tendencia secular,
por medio de promedios méviles, etc.

2°—Calcular los relativos (o los tantos por ciento) de cada valor obser-
vado respecto del valor central o de los valores normales elegidos.
Para ello, habra que dividir cada valor observado entre el valor ele-
gido como base (con lo cual se obtendra el relativo), o hacer dicha
divisién y multiplicar el cociente por 100 (con lo cual se obtendria
el tanto por ciento).

3°~—Promediar todos los relativos o tantos por ciento correspondientes
a todos los eneros, a todos los febreros, a todos los marzos, etc. (ya
sea mediante el calculo de la media aritmética de todos los valores
de un mismo mes obtenidos para los diferentes afios, o ya sea me-
diante la determinacién de la mediana).

4°—Ajustar los promedios a fin de que su suma, dividida por 12 (meses
del afio) resulte igual a 1 (si se trabajé con relativos) o a 100 (si se
trabajé con tantos por ciento).
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Ay

En seguida distinguiremos, dentro de este proceso general.que todos si-

guen, segin trataremos de mostrar, cuatro técnicas para el calculo de los in-
dices de variacién estacional:

a.—Procedimiento de las medias mensuales.
b.—Procedimiento de relativos de la tendencia. 4
c.—Procedimiento de relativos de las medias méviles.
d.—Procedimiento de los eslabones relativos.

Procedimiento de las medias mensuales—Este es uno de los procedi-

mientos mas sencillos y rapidos, y consiste fundamentalmente en (seguimos
los lineamientos del proceso general de cdlculo de las variaciones estacionales,
delineado anteriormente) :

1°—Flegir como base de comparacién un valor central (particularmenté
la media) ; para ello:
a.—Calcular la media de cada mes, sumando los valores observadas
y dividiéndolos entre el niimero de afios en que se hayan hechos
las observaciones. ' )
b.—Sumar las medias de todos los meses y dividir el resultado entre
12 (meses) para obtener la media general.
2°—Calcular los relativos (o %s) de los valores-observados con respecto
a dicho valor central o media, dividiendo cada uno de los valores
observados entre la media general (y multiplicando el resultado por
100 si se desea obtener en forma de porciento).
3°—Promediar todos los relativos correspondientes a un mismo mes, su-
mandolos y dividiéndolos entre el nimero de afios o determinar el
valor mediano de dichos relativos contando tantos del afio mis remo-
to hacia el mis préximo como del mis préximo hacia el mas remoto
y eligiendo el central (donde las cuentas se cruzan).
4°—Ajustar los promedios correspondientes a cada uno de los meses,
para lo cual:
a—Se suman dichos promedios mensuales y se dividen entre 12
(meses).
b.—Se ve si este promedio (puesto que puede determinarse también
la mediana en lugar de calcular la media aritmética) es:
Igual a 1 (o 100 si son %s) en cuyo caso no necesitan ajuste,
Mayor que 1 (o 100) caso en el que el exceso deberad dividirse
entre 12 (meses) y restarse de cada uno de los promedios
mensuales obtenidos (que ya son indices estacionales pero


compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo


280 OSCAR URIBE VILLEGAS

“no ajustados”), a fin de obtener los indices estacionales
ajustados.

""Menor que 1 (o que 100) caso en el que el defecto debera divi-
dirse entre 12 (meses) y sumarse a cada uno de los pro-
medios mensuales obtenidos, a fin de obtener indices esta-
cionales ajustados.

Procedimiento de relativos de la tendencia.—LEste es uno de los procedi-
mientos que traban més légicamente dentro del marco analitico de las series
temporales o cronolégicas. Fundamentalmente, consiste en:

I°*—Flegir como término de comparacion una serie de valores normales
(los valores calculados de la tendencia), para lo cual:
a.—Se obtienen los promedios de cada afio, ya sea sumando los va-
lores de todos los meses y dividiendo entre 12 (media aritméti-
ca) o, ya sea determinado el valor mediano para lo cual serd
necesario ordenar los valores mensuales en orden creciente o de-
creciente, determinar cudles ocupan los lugares sexto y séptimo,
sumarlos y dividirlos entre 2 (mediana).
b.—Con los promedios de cada afio (sean medias aritméticas o me-
dianas) se forma una serie cronoldgica de valores a los cuales
se les interpola la curva correspondiente.
¢—Se determinan los valores mensuales de la tendencia, substituyen-
do la x; de la ley general del fenémeno por 1/12, 2/12 ...
12/12=1,141/12 ... 2 ... 3 ... 4 ... n (o utilizando
cualquier otro procedimiento de simplificacién como el de obten-
cién de los valores de la tendencia mediante diferencias finitas).
2°—Calcular los relativos (o %s) de los valores observados con respecto
a los valores normales correspondientes dividiendo el valor observa-
do en un mes especifico entre el valor de la tendencia calculado
para ese mes de ese afio determinado.
3*—Promediar todos los relativos (o %s) correspondientes a un mismo
mes en los diferentes afios, ya sea sumandolos y dividiendo la suma
entre el nimero de afios (media aritmética) o ya sea determinando
la mediana.
4°—Ajustar los promedios de relativos (o de %s) de cada mes, para
lo_cual:
a—Se calcula el promedio (media aritmética o mediana) de dichos
promedios de relativos mensuales, o sea el promedio mensual
general (sumando y dividiendo entre 12 u ordenando, determi-
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nando los valores sexto y séptimo, sumindolos y ‘dividiendo la
suma entre dos).

b—Se divide cada promedio mensual de relativos (que es ya un
indice estacional no ajustado) entre el promedio general, con lo
cual se obtiene un indice ajustado de variacién estacional.

Procedimiento de los relatwos de las medias moviles—Si se tiene una
serie de x;, se conoce como “suma mévil de 2 en 2” la que se obtiene al sumar
%1 Con ¥z, X2 con %3, X3 €ON %4, ... 0, en general x, con x,.1; como “suma
movil de 3 en 3” se conoceria a la que se obtuviera de sumar x; con x: y xs,
axycon X3y %4 ... 0, en general ¥, con Xnt1 y cOn xqy2. En general, las
“sumas méviles de m en m” seran las que se obtengan al sumar m valores a
partir del primero, m valores a partir del segundo, m valores a partir del
tercero, etc. Con la notacién del operador =, dichas sumas méviles podrian
representarse como sigue:

N
2 (% + x41) para la suma moévil de 2 en 2.
«—1

N
S (% + %41 + %i42) para la suma mévil de 3 en 3.
= )

N

> (% + %41...+ %iym) para la suma moévil de m en m.

i=1

O bien, puesto que la suma del parentems puede escribirse simplifica-
damente mediante un operador pOH

N=m
2 ( para la suma mévil de m en m.

En forma aniloga a como hemos dado la nocién de suma mévil puede
darse la de media mévil, si se tiene en cuenta que si se divide cada “suma
mévil de m en m” entre m (niimero de datos considerado) se obtendra la
correspondiente “media mévil de m en m”.

Cuando el valor de m para la suma mévil y para la media mévil es im-
par, el resultado de cada media mévil es equiparable al valor central de los
que han servido para obtenerlo; asi, si se ha calculado una media mévil de
3 en 3, la primera media mévil no corresponderd ni al primer dato ni al
tercero, sino que sera comparable con el segundo, la segunda media mévil
no lo sera ni con el segundo ni con el cuarto sino con el tercero (ya que para
obtenerla se sumaron el segundo, tercero y cuarto). Es ficil comprender el
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que al calcular las medias moviles queden valores inequiparables a una media
mévil: en el caso de medias méviles de 3 en 3, no hay posibilidad de equi-
parar con una media moévil ni el primer dato ni el Gltimo; en el caso de
medias moéviles de 5 en 5, no hay posibilidad de equiparar con una media
mévil ni los dos primeros ni los dos dltimos, o sea, que, en general, se pierden
m — 1 datos, de los cuales (m — 1) /2 corresponden al principio y (m — 1)/2
al fin de la distribucién en cuanto m es impar. Cuando m es par se pierden
asimismo m — 1 datos, de los cuales (m — 1) /2 corresponden al principio y
(m — 1)/2 al fin de tal distribucién; sin embargo, a diferencia de lo que
ocurre en el caso de m impar, en que las medias méviles obtenidas son equi-
parables con alguno de los valores de la serie, en el caso de m par, las medias
méviles no son equiparables a los valores de la serie, ya que, por ejemplo, si
se trata de medias méviles de 2 en 2, la primera media mévil no puede equi-
pararse ni al primero ni al segundo valor de los que sirvieron para calcularla,
" sino a un punto intermedio entre ambos, la segunda media mévil no corres-
ponde ni al segundo ni al tercero sino a un punto intermedio, etc., lo cual
hace necesaria —en cuanto tratan de equipararse las medias con los valores
de la serie— una nueva operacién llamada “de centrar”, y la cual consiste en
calcular la media mévil de 2 en 2 de las medias méviles previamente obte-
nidas. Como es facil comprender, esta operacion de centrar las medias mé-
viles sélo tiene razén de ser en caso de m par, ya que en caso de m impar, la ope-
racién de centrar se convertiria en operacién descentradora.

Con estos conceptos previos, sera facil entender la forma en que las me-
dias méviles permiten el calculo de las variaciones estacionales de acuerdo
con el procedimiento siguiente:

*—Se eligen ciertos valores normales (medias méviles de 12 en 12 da-
tos, por ser doce los meses, centradas para el séptimo mes) como
base de comparacién, calculando para ello:
a—La suma mévil de 12 en 12 meses, sumando de enero a di-
ciembre del primer afio, de febrero del primer afio a enero dtl
segundo, de marzo del primero a febrero del segundo... como
si los meses constituyeran (como en realidad constituyen) una
serie continua.

b.—La media mévil correspondiente, dividiendo cada suma mévil
entre 12,

c—La media mé6vil centrada, sumando la primera media mévil con
la segunda, la segunda con la tercera, etc., y dividiendo cada
suma entre dos. Esto debera hacer que cada media mévil de 12
en 12 centrada para el 7° mes haga coincidir la primer media
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movil centrada con julio del primer afio, la segunda media mévil
centrada con agosto... la séptima media mévil centrada con
enero del segundo aiio..., etc.
2°—Se calculan los relativos (o %s) de los valores observados con res-
pecto a las medias méviles centradas correspondientes dividiendo
dichos valores observados entre dichas medias méviles.
3*—Se promedian los relativos de los valores observados respecto de las
medias méviles centradas correspondientes a un mismo mes (los rela-
tivos de todos los julios se suman y se divide la suma entre el nime-
ro de los relativos sumados, que serd igual al nimero de afios menos 1;
se hace lo mismo con los relativos de los agostos. .. de los eneros, de
los febreros, ... etc.).
4°—Los promedios obtenidos para cada mes (indices no ajustados de
variacion estacional) se ajustan por el procedimiento ya indicado en
el caso de los relativos de la tendencia, a fin de obtener los corres-
pondientes indices ajustados de variacion estacional.

Hay quienes consideran (Rigleman and Frisbhee, por ejemplo) que los
indices de variacion estacional calculados por el procedimiento de los rela-
tivos de las medias méviles son mas representativos por seguir la media mévil
de doce meses bastante de cerca la curva de los ciclos.

Procedimiento de los eslabones relativos—En el procedimiento de los
eslabones relativos, el proceso general delineado en las primeras paginas como
esquematizacién de la forma de calcular las variaciones estacionales, se con-
vierte en un proceso complejo, ya que, como se vera en seguida, es necesario
obtener relativos en dos ocasiones: al determinar los valores de los “eslabo-
nes” y al formar la “cadena de relativos”; por otra parte, el ajuste comprende
dos operaciones principales: la eliminacién de la discrepancia de los valores
obtenidos para un mismo mes en dos afios sucesivos dentro de la cadena de
relativos, y la expresién de cada elemento de dicha cadena como relativo (o
como %) de la media de la cadena ajustada por discrepancia de los valores
de un mismo mes en dos afios sucesivos.

Esto muestra la necesidad que hay de usar dos ordenaciones de las etapas
del procedimiento de los eslabones relativos: una que muestre la sucesion de
las diferentes fases del mismo con independencia de cualquier otra conside-
racién (y dentro de la cual usaremos la notacién 1¢, 22, 3¢, etc.), y otra que
sefiale la relacién de esas diferentes fases con las etapas del proceso general
de calculo de las variaciones estacionales (para lo cual usaremos los roma-
nos I, II, III, ... etc. en correspondencia con las cuatro etapas del proceso

general).
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Conforme a estas indicaciones previas, el procedimiento de cilculo de las
variaciones estacionales puede delinearse en la forma siguiente:

I1°—(I).—Elijanse como base de comparacién los valores correspon-
dientes al mes inmediato anterior a aquel del cual se va a
calcular el eslabén relativo (Diferencia con respecto a los
anteriores procedimientos: ni eleccién de un valor central ni
de una serie de valores normales calculados, sino de una se-
rie de valores empiricamente observados).

20—(II) —Calculo de los relativos (o de los %s) de cada valor obser-
rrespondiente a febrero entre el de enero, del correspondiente
a marzo entre el de febrero... del -correspondiente a enero
del segundo afio entre el que corresponda a diciembre del
primer afio, etc.) para obtener los “eslabones” correspondien-
tes que indican lo que representa el valor de cada mes con
respecto al valor del precedente.

3°—(II) —Determinacién del promedio (en este caso de la mediana y
no céalculo de la media aritmética) de todos los eslabones co-
rrespondientes a un mismo mes a fin de obtener las- “me-
dianas mensuales de eslabones” que indiquen cuanto, en pro-
medio, representa el valor de cada mes con respecto al ante-
rior, en la serie de afios estudiada.

4°—(I).—Eleccién de la mediana de eslabones correspondiente a enero
como base fija de comparacién de las demas medianas men-
suales.

50— (1I).—Calculo de los relativos (0 %s) de cada promedio mensual
con respecto a la base fija (mediana de enero), teniendo en
cuenta que:
a.—El relativo de enero con respecto a si mismo es igual a

1 (%e/%6=1) o a 100 (si se trabaja con %s).

b.—El relativo de febrero con respecto a enero (%;/x,) es la
mediana misma de los eslabones de febrero con respecto
a enero (%xy/xe).

c.—E]l relativo de marzo con respecto a enero es igual a la
mediana de los eslabones de marzo con respecto a febre-
ro (%m/x;) multiplicada por el relativo de febrero con
respecto a enero (x7/%). En efecto, el producto de estos
relativos produce (%m/%7. %1/%¢) %p/xe. :

d.—El -relativo de abril con respecto a enero-es igual a la .
mediana de los eslabones de abril con respecto- a marzo
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- (%/%m) multiplicada por el relativo de marzo con res-
pecto a enero acabado de obtener (%s/%m. Xm/%e = %o/%s).

e—En general, el relativo de un mes con respecto a enero

serd igual a la mediana de los eslabones del mes con res-
pecto al mes precedente, multiplicada por el relativo del
mes precedente con respecto a enero.

f—El relativo de enero con respecto a enero sera igual a la

mediana de los eslabones relativos de enero con respecto
a diciembre del afio anterior (%,/%s) multiplicada por el
relativo del mes precedente (diciembre) con respecto a
enero (x4/%.). Este producto deberia dar 1 (x./xg. xs/%,
=1), pero esto ocurre raras veces, lo cual es de esperar,
si se tiene en cuenta que el diciembre con respecto al
cual se tomaron los eslabones y estd dada la mediana de
los eslabones de enero es el diciembre del afio anterior, y
que el relativo de diciembre con respecto a enero con-
tiene como numerador el diciembre del afio mismo (o sea
llamando x;—; al del afio previo y x4 al del mismo afio,
se tendrd: x,/%g—1. %a/% 7= 1 e igual a x;_1/x;). Esta
_ diferencia con respecto a 1 (o a 100 si se trata de %s)
impone el ajuste.

69——(IV) ~—Ajuste en dos etapas:

50— (11) —

a—Reduccién del segundo relativo de enero (el encontrado

hace un momento) al valor 1 (o 100) del primer rela-
tivo de enero, considerando la discrepancia entre ambos
como debida a la tendencia (por tanto, igual a b si la
tendencia es rectilinea) por lo que: se dividira la discre-
pancia entre 12 y se (restard) (o sumard) 1/12 al valor
de febrero, 2/12 al de marzo, etc.,...12/12 o sea la
discrepancia entera al segundo relativo de enero que que-
dard en 1 (o en 100).

b.—Reduccién de los valores anteriores (que dan cada valor

mensual con respecto a enero) a relativos (o %s) del
promedio de los mismos, para lo cual: se encontrari la
mediana (o se calculard la media aritmética de los valo-
res obtenidos) y se dividird cada uno de esos valores
entre dicho promedio, obteniéndose asi los indices ajus-
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286 OSCAR URIBE VILLEGAS

tados de variacién estacional por el método de los esla-
bones relativos.

AJUSTE POR TENDENCIA DE LOS INDICES ESTACIONALES CALCU-
LADOS MEDIANTE ESLABONES RELATIVOS, CUANDO LA
‘ TENDENCIA NO ES RECTILINEA

En el procedimiento de calculo de los indices de variacién estacional
mediante los eslabones relativos se hablé ejemplificativamente del ajuste por
tendencia, haciendo mencién del caso de una tendencia rectilinea. En lo que
sigue, trataremos de sefialar la forma de ajuste en términos mis generales
para cuando la tendencia esti representada por una expresiéon de grado n.

Para el efecto, consideraremos €l valor del primer enero como resultante
de considerar que no ha transcurrido una sola unidad de tiempo, resultando
por lo mismo igual al pardmetro (a) “ordenada en el origen” de la curva repre-
sentativa de la tendencia. Consideraremos asimismo que el paso del primero
al segundo enero representa el transcurso de una unidad de tiempo (o bien
una diferencia de 1 en las abscisas de la curva), correspondiendo por tanto
1/12 a febrero, 2/12 a marzo, m/12 al enésimo mes, como diferencia de
abscisas o como lapso transcurrido de enero al mes que se considera.

Conforme a lo anterior y si pensamos en una forma. simplificada de
‘expresién de la tendencia, los valores para los diferentes meses, seran:

enero: a-4b(0/12)" a
febrero a4 b(1/12)»

mes de orden m: a4 b(m/12)"

eneros: a + b(12/12)» atb

O sea, que los dos eneros discrepan en b, y para lograr que el segundo
sea igual al primero se necesitara restar de su valor (12/12)" de b; en el caso
del mes de orden m, si se quiere eliminar la tendencia habré que restar

(m/12)" de b.
' Asi si se trata de un fenémeno con tendencia rectilinea y se busca €l
valor de marzo una vez eliminada la tendencia, por ser marzo el tercer mes
(segundo después de enero) habri que buscar la diferencia b entre los eneros,
y multiplicar su valor por (2/12)! = 2/12. Si la tendencia fuese parabélica
de segundo grado y se buscara el valor de abril, por ser abril el cuarto mes
(tercero después de enero) seria necesario multiplicar dicha diferencia b por
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(3/12)2 = 9/144 y restar dicho valor del que se tenia para abril. Si la ten-
dencia fuese parabélica de tercer grado y se buscara el valor de septiembre,
siendo septiembre el noveno mes (octavo después de enero) se necesitaria mul-
tiplicar dicha diferencia b por (8/12)% = 512/1728. .. etc., restando la dife-
rencia del valor dado para el mes en cuestién si el valor del segundo enero
es superior al del primero, o sumandola si el valor del segundo enero es infe-
rior al del primero. .

Ajuste cuando la tendencia es exponencial: Si como expresién de una
tendencia exponencial aceptamos y = ab”®, conforme a los supuestos anterio-
res, tendremos:

enero 1: ab ° a
1
febrero: ab 12
2
marzo: ab 1?
m
mes de orden m: ab 12
12
enero 2: ab 12 ab

Como puede comprenderse ficilmente, de lo que se trata no es ya de
una diferencia entre el segundo y el primer enero, sino propiamente de un
cociente entre ambos; lo que interesa entonces es dividir el valor del segundo
enero entre el del primero para obtener b. O sea que si los dos eneros son uno
respecto de otro b veces mayor, para lograr que el segundo sea igual al pri-
mero se necesitara dividir al segundo entre b; en el caso del mes de orden m
si se quiere eliminar la tendencia habra también que dividir entre la raiz
doceava de la potencia emésima de b, o entre b elevado a m sobre doce (que
son una misma cosa).

Como extraer raices superiores a la tercera requiere un proceso laborioso,
pueden utilizarse los logaritmos, y en vez de dividir entre la potencia m sobre
doce de b, se puede encontrar el logaritmo de b, multiplicarlo por m y dividirlo
entre 12, obtener el antilogaritmo del resultado y entre este antilogaritmo dividir
el valor del mes emésimo. ,

Asi, en tratandose de un valor cuya tendencia sea exponencial, si se busca
¢l valor de marzo una vez eliminada la tendencia, por ser marzo el segundo
mes después de enero, habra que buscar el cociente b entre los eneros (ola
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diferencia entre los logaritmos de los eneros) buscar su logaritmo (que si se
buscé la diferencia entre los logaritmos de los eneros se habra obtenido ya
directamente), dividir log b entre 12 y multiplicarlo por 2 (o multiplicar por
2 y dividirlo entre 12), buscar el antilogaritmo del resultado y dividir el va-
lor que se tenia para marzo entre el antilogaritmo asi obtenido. En caso de que
la tendencia fuese exponencial decreciente seria necesario multiplicar los valo-
res por el antilogaritmo en lugar de dividirlos entre el mismo.

VARIACIONES CICLICAS

Las variaciones ciclicas son movimientos de ascenso y descenso alterna-
tivo de los valores de una serie cronolégica, la cual pasa de una situacion
normal a un periodo de prosperidad, de éste a uno de receso, a uno de depre-

- 8i6n, a uno de recuperacién, y a un nuevo periodo normal para volver a ini-
ciar un nuevo ciclo.

Las variaciones ciclicas se miden fundamentalmente como desviaciones
porcentuales con respecto a los valores normales de la tendencia corregida por
la variacién estacional.

Conforme a lo anterior, el calculo de la variacién ciclica comporta:

‘

I°—Calcular. los valores de la tendencia en la forma que ya es habitual.

2°—Calcular los indices de variacién estacional (12 indices en caso de
tratarse de datos mensuales, que seridn comunes a todos los afios
considerados).

3*—Calcular los valores normales de la tendencia corregida por la varia-
cién estacional, multiplicando el valor de la tendencia para un mes
'determinado de un afio también determinado por el indice de varia-
cién estacional correspondiente a dicho mes en la serie.

4°—Expresar los valores observados como relativos (o como %s) de los
valores normales, dividiendo cada valor de la serie empirica entre €l

~ correspondiente valor normal.

5?—Restar de los relativos de los valores normales con respecto a los va-

" lores normales, 1 (en caso de haberse trabajado con relativos) o 100
(en caso de haberse trabajado con tantos por ciento). Los valores
obtenidos son las variaciones ciclicas, ya que, por este procedimiento,
se han eliminado la tendencia y las variaciones estacionales.

En caso de necesidad de comparacién de las variaciones ciclicas de un
fenémeno A con las variaciones ciclicas de otro fenémeno B, conviene reducir

’
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las variaciones de uno y otro a términos comparables mediante la expresién
de las mismas en ‘unidades sigmaticas, lo cual requiere que para cada uno de
los fenémenos estudiados:

a—Se eleven al cuadrado las desviaciones ciclicas obtenidas.
. b—Se sumen dichos cuadrados.

¢.—Se dividan entre el nimero de meses o estaciones que figuren en la
serie. -

d.—Se extraiga la raiz cuadrada del cociente, con lo cual se habra calcu-
lado el valor de & para el fenémeno.

e—Se divida cada desviacién ciclica entre el valor encontrado, con lo
cual dichas variaciones serdan comparables con las obtenidas en forma
analoga en el caso de otros fenémenos.

NUMEROS INDICES

.

Los niimeros indices son, fundamentalmente, relativos o medias de rela-
tivos que sirven para apreciar las variaciones conjuntas de un grupo de va-
riables con respecto a la magnitud alcanzada por las mismas en cierto periodo,
lugar o institucién, tomados como base. ,

Si wi, vi, w; es el conjunto de variables por estudiar, podremos representar
por uo, vo, wo los valores correspondientes alcanzados por dichas variables ‘en
el periodo, lugar o institucién que ha de servir como base de comparacién, y
por uy, vi, w1 Uz, V2, Wa, . . . los valores alcanzados por esas mismas variables
en periodos distintos, en lugares distintos o en instituciones distintas de aque-
llos que sirven como base de comparacion. _

En cuanto los niimeros indices son fundamentalmente relativos de varia-
ciones conjuntas, seri necesario pensar en la forma de conjuntar los valores
de las variables consideradas tanto en el periodo, lugar o institucién que se
estudie como en el periodo, lugar o institucién base y tras ello relacionar
matematicamente esos conjuntos de variables.

La forma mas sencilla e inmediata de conjuntacién que se ofrece es la
suma de los valores de la variable, de una parte, en el periodo, lugar o institu-
cién de estudio, y, de otra, en el periodo lugar o institucién base. Si ui, vy, wx
nos representan los valores de las variables en el periodo, lugar o institucién
de estudio (valores que, como caso particular pueden ser iguales a los del
periodo, lugar o institucién de base), su suma u; -+ v; 4+ w; nos representara
el valor conjunto de esas variables en dicho periodo, lugar o institucién., A su
vez, ug + vo + wo representara el valor conjunto de esas mismas variablés
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en el periodo, lugar o institucién elegidos como base. Si por p representamos
a las diferentes variables del conjunto (i, vi, w;), la magnitud conjunta del
grupo en él periodo, lugar o institucién de estudio podra representarse por
2p;, y la magnitud conjunta del grupo en el periodo, lugar o institucién base
por Zpo. Como el nimero indice es fundamentalmente el relativo que mide
la variacién entre la magnitud conjunta del grupo de variables en el periodo,
lugar o institucién de estudio y la magnitud conjunta del mismo grupo de
variables en el periodo, lugar o instituciéon de base, podremos obtener dicho
valor dividiendo Zp;/Zp,.

Este indice —el mas sencillo de los que se puedan considerar— es el
que se conoce como “indice agregativo” o “indice aditivo™.

Pero los niimeros indices pueden ser no sélo relacién entre las variaciones
conjuntas de un grupo de variables en dos lugares, periodos o instituciones
distintas, sino considerarse también como medias del conjunto de las varia-
. ciones de un grupo de variables, en dos lugares, periodos o instituciones dis-
tintas. Y, esta nueva concepcién de los niameros indices, no obstante su apa-
rente semejanza con la anterior (en efecto, sin forzar mucho las cosas se
podria incluso hablar en el primer caso de “las medias de las variaciones
conjuntas”. .. que convertiria la apariencia de semejanza en aparente iden-
tidad), es una concepcién distinta de las cosas: nocién que marca la primacia
de la variacién de cada variable individual conjuntada posteriormente con la
variacién de las otras variables, frente a la nocién previa que marca la prima-
cia de la variacién conjunta de todas las variables previamente conjuntadas (y
hacemos valer aqui el pleonasmo por su calidad de subrayante).

Conforme a esta nueva nocion, es necesario obtener, en primer término,
la variacién relativa de cada variable con respecto a la magnitud de la misma
en el periodo, lugar o institucién que sirven como base y, ulteriormente, con-
juntar dichas variaciones mediante el célculo de las medias correspondientes.
O sea, en primer término, calcular los relativos u;/ug, vi/vo, wi/wy de cada
variable y, en seguida ejecutar con ellos las operaciones necesarias para el
célculo de una media o sea, si ejemplificamos con la media aritmética, sumar
dichos relativos y dividir entre el nimero de ellos (que es al mismo tiempo
el nimero de las variables) :

()
p Po

N

Como es facil comprender, podran calcularse tantos nimeros indices
como medias distintas segin las necesidades practicas lo impongan. Aqui men-
cionaremos sélo los célculos mediante:

woov  w .
_+_‘+__‘ N o bien
Uo Vo Wo
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1—Media aritmética de los relativos.
2.—Media geométrica de los relativos.
3.—Media arménica de los relativos.

Media aritmética de los relativos—Para obtener nitimeros indices median-
te este procedimiento:

I*—Dividase el valor alcanzado por cada variable en el periodo, lugar
o institucién estudiado entre el valor alcanzado por esa misma va-
riable en el periodo, lugar o institucién de base, con lo que se obten-
dran los relativos correspondientes. :

2°—Stmense los relativos- de las diversas variables del grupo.

3*—Dividase dicha suma entre el niimero de variables.

La férmula correspondiente seria:

( )

Media geométrica de los relatwos.—El procedimiento de calculo podria
resumirse como sigue:

1°—Dividase el valor de cada variable en el periodo, lugar o institucién
de estudio entre el valor alcanzado por la misma en el periodo, lugar
o institucién de base.

2°—Encuéntrese el logaritmo de cada uno de los relativos asi obtenidos.

3°—Stimense los logaritmos de los relativos.

4°—Dividase la suma de los logaritmos entre el niimero de variables con-
sideradas en el grupo.

5°—Biisquese el antilogaritmo del cociente (cf. obtencién de la media
geométrica en general).

La férmula correspondiente a este procedimiento seria:
E(log ( )

Media arménica de los relativos—No obstante que en éste como en los
otros casos, el titulo mismo indica cuales son las operaciones por realizar, es-
quematizaremos el procedimiento en la siguiente forma:

fndice , = Antilog

1°—Calciilense los relativos del valor de la variable en el periodo, lugar
o institucién de estudio con respecto al de esa misma variable en el
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periodo, lugar o institucién de base, dividiendo el primero entre
el segundo.

2°—Obténganse los reciprocos de dichos relativos.

3°—Stmense los reciprocos de los relativos.

4°—Dividase la suma de esos reciprocos entre el nimero de variables
consideradas.

5?—~Calcilese el reciproco de dicho cociente.

La férmula correspondiente es:

-1
(2)

)

Si se toma en cuenta que el reciproco de p,-/ Po es una fraccién que tiene
por numerador el denominador de su reciproca y por denominador el nume-
rador de la misma (po/p:) ya que multiplicadas dan 1, y que, asimismo el
reciproco de la suma de los reciprocos de los relativos entre el nimero de va-
riables es igual a una fraccién que tenga por numerador el niimero de varia-
bles y por denominador la suma de los reciprocos de los relativos podran
hacerse en la formula y en el procedimiento, las transformaciones siguientes:

=( % )“1

N

* (%)
Pi

En forma de procedimiento, el calculo de este indice se reduciria a:

Indice , = (

! fndicea-‘:

' fndice,,:

I*—Calcular los relativos de los valores de la variable en el periodo, lu-
gar o institucion de base con respecto a los valores de dicha variable
en el periodo, lugar o institucién de estudio.

2°—Sumar dichos relativos, y

3*—Dividir entre dicha suma, el nimero de variables consideradas.

Ponderacion de los nimeros indices—En el calculo de los nimeros indi-
ces es necesario tener en consideracién que no todas las variables tienen la
misma importancia dentro del conjunto, sino que hay unas que tienen mayor
lmportancla que otras, unas que tienen mayor peso o que pesan mas que
otras, o mejor aiin, unas que son mas densas que otras.
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La necesidad de tomar en cuenta la diferente importancia de las varia-
bles dentro del conjunto se refleja matematicamente en la precisién que hay
de ponderar cada una de esas variables, o sea, de multiplicar cada una de esas
variables por un factor adecuado de ponderacién que, en la mayoria de los
casos es la frecuencia con la que se presenta la magnitud considerada de la
variable.

Asi, por ejemplo, en cuanto se tratan de calcular indices de precio (“pa-
tria de origen” de los niimeros indices), el factor de ponderacién de los pre-
cios por unidad es el nimero de unidades (producidas o consumidas, segiin
el caso) y, ese niimero de unidades es, fundamentalmente, la frecuencia co-
rrespondiente a los precios unitarios.

Sin embargo, para que la ponderacién en vez de ser mecénica tenga sen-
tido en el caso del calculo de los niimeros indices debera darsele una orien-
tacion un tanto diferente de la acostumbrada; en efecto, es indispensable
considerar que los niimeros indices pretenden poner de relieve una relacién
entre las variables mismas, y que si los valores de las variables se multiplican
por los factores de ponderacién correspondientes a los periodos, lugares o
instituciones de estudio (en tratindose de la magnitud de las variables para
dicho periodo, lugar o institucién de estudio) y de base (en tratandose de
las magnitudes para periodo, lugar o institucién de base), lo que medira el
indice sera la variacién total de fenémeno. ‘ ‘

En cambio, si un mismo factor de ponderacién (frecuencia correspon-
diente al periodo, lugar o institucién de base O frecuencia correspondiente
al periodo, lugar o institucién de estudio) se aplica a la magnitud de la varia-
ble en el periodo, lugar o institucién de base Y a la magnitud de la variable
en el periodo, lugar o institucién de estudio, esto equivaldrd a hacer que
permanezca constante uno de los factores que intervienen en el total y que,
por lo mismo, se midan tinicamente las variaciones del factor que interesa (el
conjunto de variables).

Asi, si por ejemplo, nos referimos a indices de precios, multiplicar los
precios del afio de estudio por las cantidades del afio base y los precios del
afio base por las cantidades del afio base equivale a hacer el estudio de la va-
riacién de precios como si en el transcurso del tiempo entre el afio base y el
afio de estudio la produccién no hubiese aumentado ni disminuido. En forma
aniloga multiplicar tanto los precios del afio de estudio como los precios del
afio base por las cantidades del afio de estudio, equivale a estudiar la varia-
cién de precios como si o en el supuesto de que en el afio base se hubiesen
producido las mismas cantidades que se han producido en el afio de estudio.

Como podréd comprenderse, en un caso se obtienen valores ligeramente
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mas altos, en otro ligeramente més bajos, y la solucién que de inmediato se
ofrece es promediar los obtenidos mediante un sistema de ponderacién con los
obtenidos mediante el otro sistema, llegindose por este procedimiento a férmu-
las como la lamada “Férmula ideal de Fisher”, que es fundamentalmente una
media geométrica (\/) de indices ponderados mediante cantidades en el aiio

=z >p;
eseq( ZPdo )y mediante cantidades en el de estudio ( Pig )
2Ppogo 2pogi
lo que da como férmula:

1= EPiQO X zptfh
2PoQo zpolh

AJUSTE PREVIO DE SERIES CRONOLOGICAS

En muchas ocasiones, el verdadero caracter de una serie cronoldgica esta
enmascarado por la influencia variable que sobre los datos de la misma ejer-
cen otros fenémenos concomitantes que, en veces hacen aparecer como mayor
y en otras como menor la magnitud del fenomeno estudiado correspondiente a
una fecha determinada. Las influencias de este tipo se ejercen principalmente
sobre datos de caricter econémico (ventas, produccién, etc.) y requieren que
se hagan con las series cronolégicas por estudiar ajustes previos, entre los
que cuentan como principales:

1.—Ajuste deflactario, y
2.—Ajuste calendarico.

El ajuste deflactario tiene por objeto eliminar de las series por estudiar
todas aquellas variaciones de magnitud que no dependen del mismo y puro
desarrollo del fenémeno, sino que son producto de las variaciones de precios
registradas en el periodo; o sea, que deflactar los datos de una serie crono-
légica consiste fundamentalmente en eliminar de ella lo que son variaciones
conjuntas del sistema al que pertenece o por el que se encuentra directamente
. influida, para dejar como material de estudio las variaciones que le son
propias.

Para ajustar deflactariamente los datos de una serie se hace uso de los
indices de precios que, fundamentalmente, son niimeros relativos que expre-
san la relacién matemitica entre el sistema de precios de un afio dado y ese
mismo sistema en un afio que se toma como base de comparacién. El afirmar
que a un afio dado corresponde un indice de 1 o de 100 equivale a indicar que
el sistema de precios en ese afio es el mismo (en conjunto) del afio base; el
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que a un afio corresponda un indice menor que 1 o menor que 100 quiere
decir que en ese afio los precios descendieron por debajo del nivel correspon-
diente al afio de base; en forma anéiloga, el que a un afio corresponda un
indice mayor que 1 o mayor que 100 significa que en dicho afio el nivel
del sistema general de precios fue mayor que el nivel correspondiente al
afio base. '

De este modo, en el primer supuesto, o sea en el de un afio que tenga
por indice de precios 1 o 100 %, el ajuste deflactario dejara sin alteracién
el dato registrado originalmente para la serie considerada; en el segundo
supuesto, o sea en el caso de un indice inferior a 1 o a 100 % el hecho se
interpretara —con vistas al ajuste— en el sentido de que, a no haber sido por
la variacién conjunta del sistema general de precios, el valor o magnitud del
fenémeno para la fecha considerada hubiera sido mayor que el valor o mag-
nitud registrados en dicha fecha, siendo por lo mismo la funcién y efecto del
ajuste deflactario los de elevar la cifra registrada; en el tercer supuesto, o
sea cuando el indice es superior a 1 o a 100 %, debera pensarse en que, a no
haber sido por la variacién conjunta del sistema general de precios, el valor
o magnitud del fenémeno para la fecha considerada hubiese sido menor que
la registrada, debiendo ser el efecto del ajuste deflactario el de dar dicha cifra,
menor que la registrada. _

Matematicamente, los resultados anteriores pueden obtenerse expresando
los datos originales como relativos o porcientos del niimero indice correspon-
diente, o sea, dividiéndolos entre dicho nimero indice, ya que las variaciones
de los resultados se produciran en sentido inverso a aquel en que se producen
las variaciones del indice de precios, denominador de la fraccion.

Conforme a lo anterior, el ajuste deflactario puede concretarse en la si-

guiente forma: ‘
Valor no deflactado

Nimero indice

Valor deflactado =

El segundo de los ajustes previos importantes en el estudio de las series
cronolégicas es el ajuste calendarico, mediante €l cual se eliminan los efectos
que sobre las serie tienen las diferencias de periodos de tiempo que, de acuer-
do con su denominacién, podrian parecer equivalentes y que, en la realidad,
no lo son. Es asi como el ajuste calendarico debera considerar en ciertas
ocasiones si el afio es o no bisiesto, o bien que dos periodos de tiempo, no
obstante su comin denominacién de “meses” del afio no comprenden un mis-
mo niimero de dias, o bien que en cada uno de dichos meses, el niimero de dias
efectivamente trabajados es distinto segiin el niimero de domingos (y de sa-
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bados en caso de tratarse de la llamada “semana inglesa”) y segin el nimero
de fiestas fijas y movibles, etc.

En esta parte, nos ocuparemos especificamente del ajuste calendérico de
tipo mas general o sea, de aquel que tiene en cuenta el caricter bisiesto o no
del afio y la diferencia en niimero de dias de los diversos meses del afio, ya
que el nimero de dias efectivamente trabajados estard en funcién de las fies-
tas que se celebren y en las que se suspenda el trabajo en cada pais o regién.

El ajuste calendarico puede hacerse de acuerdo con dos procedimientos
generales, uno aplicable con antelacién a la etapa recolectora de los datos;
otro utilizable cuando dicha etapa se ha cumplido ya.

El procedimiento aplicable antes de la recoleccién equivale propiamente
a evitar el ajuste calendarico y consiste fundamentalmente en pasar por sobre
las unidades convencionales de divisién del afio y constituir dentro del mismo
un cierto nimero de periodos de igual duraciéon. Asi, hay quienes acostum-
bran dividir el afio en 13 periodos de 28 dias cada uno, dejando sin registrar
un dia en los afios no bisiestos y 2 en los bisiestos.

El procedimiento de ajuste aplicable a datos ya registrados responde
fundamentalmente a las mismas necesidades y consideraciones hechas en el
caso de ajuste deflactario; dichas necesidades y consideraciones son, en
el caso, las siguientes:

Si, prescindiendo de consideraciones précticas inmediatas hubiésemos de
pensar en un afio dividido en 12 periodos exactamente iguales de dias ;cuén-
tos dias corresponderian a cada uno de esos periodos? En el caso de un afio
no bisiesto, cada periodo constaria de 365/12 = 30.41667 dias; en el caso de
un afio bisiesto, cada periodo estaria formado por 366/12 = 30.5 dias.

Si tomamos como base (igual a 1 o 100 %) la duracién de este “mes”
teérico o ideal para el célculo de un nimero indice, un mes cuya duracién
fuera exactamente de 30.41667 (o de 30.5 en un afio bisiesto) tendria por
nimero indice 1 0 100 % ; un mes de més de 30.41667 (o 30.5 segin el caso)
tendria un nimero indice superior a 1 o a 100 %; un mes de menos de
30.41667 (o 30.5) tendria un nimero indice inferior a 1 o a 100 %. O sea,
que a ninguno de los meses en qué realmente estd dividido el afio le corres-
ponderia un indice de 1 o 100 %, que a enero, marzo, mayo, julio, agosto,
octubre y diciembre les corresponderia un indice superior a 1 0 a 100 % por
tener 31 dias, que a abril, junio, septiembre y noviembre les corresponderia
un indice de menos de 1 o 100 % por tener 30 dias, y a febrero un indice
también menor de 1 o 100 % por tener 28 o 29 dias segiin sea el afio bisies-
to o no.

Obtenidos estos nimeros indices, serd necesario tener en consideracién
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que,‘en cuanto el indice sea de 100 % la cifra correspondiente no necesitara
ajuste calendarico, que, de ser el indice inferior a 100 % esto querrd decir
que en el mes considerado hubo menor nimero de dias que el niimero medio
de dias por mes y que, por lo mismo, la cifra mensual del fenémeno es menor
que la ajustada, o sea, que el ajuste deberd dar una cifra mayor, o que, final-
mente, de ser el indice superior a 100 % en el mes considerado habra habido
un nimero de dias menor que el niimero medio de dias y, por lo tanto, que la
cifra dada para el mes es mayor que la que debera obtenerse tras el ajuste; o
sea, que, como en el caso anterior, serd necesario dividir cada una de las cifras
dadas entre el niimero indice de niimero de dias en el mes con respecto al ni-
mero medio de dias. Es decir, que el ajuste calendérico podria concretarse
en la expresion:
Datos no ajustados

N? indice de dias en el mes

Los niimeros indices de dias en el mes con respecto al nimero medio de
dias puede calcularse como ya se dijo, dividiendo el nimero de dias que
realmente tiene el mes entre el nimero medio de dias por mes en el afio
correspondiente; de esta forma:

Datos ajustados calenddricamente —

En un afio no bisiesto:

Nimero medio de dias por mes .........cccconnn. 30.41667
. Id ] 31 —
Indice para los meses de 31 dias .......cooonnuenen 3041667 = 1.017177
Indi d di 0___ 986304
ndice para los meses de 30 dias .........ccc0nne ' Soaleer— °
Indi i 8 __ 1.920547
ndice para el mes de 28 dias ..........ceeeeinnnn 3041667 — -
En un afio bisiesto:
Niamero medio de dias por mes .......ceceeeennee 30.5
31
fndice para los meses de 31 dias .......ccovenes T = 1.016393
30
Indice para los meses de 30 dias ........ceveees 05 = 0.983606
29

i ' (85 +enevrrnieaneeeene.s ——— = 0.950819
Indice para el mes de 29 dias ... 05
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En vista de que dividir por un niimero equivale a multiplicar por el reci-
proco de dicho nimero, los dos ajustes pueden resumirse en forma de proce-
dimientos del modo siguiente:

1.—Ajuste deflactario:

I*—Calcilense los reciprocos de los niimeros indices de precios co-
rrespondientes a cada una de las unidades de tiempo en las que
se hayan hecho las observaciones.

2°—Multipliquense los valores de la serie por ajustar por dichos reci-

procos. Los valores resultantes son los que constituyen la serie
ya deflectada.

2.—Ajuste calendarico:

1°—Calciilense los reciprocos de los indices del niimero de dias en
el mes con respecto al niimero medio de dias por mes (llamase
a tales reciprocos “factores de correccién) *

2°—Multipliquense los valores no ajustados por variacién calendarica
por dichos reciprocos o factores de correccién. Los valores obte-
nidos son los valores ajustados por variacién calendarica.

* Estos factores de correccién son los siguientes:

Meses de Aro ordinario Afio bisiesto j
31 dias 981183 983271
30 dias 1.013889 1.016667
29 dias | e 1.051724
28 dias 1086310 |
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CORRELACION

Cuando al comparar dos o més series estadisticas el examen de sus mag-
nitudes nos permite suponer que existe una relacion definida entre las varia-
ciones de magnitud de una de ellas y las variaciones que en el mismo sentido
o en sentido contrario experimentan las magnitudes de las otras series, pode-
mos hablar de correlacién. ‘

Asi, por ejemplo, si se observa que al aumentar la estatura de un indi-
viduo (primer fenémeno) aumenta su peso corporal (segundo fenémeno),
podremos decir que existe una correlacién entre la estatura y el peso corpo-
ral; si observamos que en cuanto es menor el ingreso de una familia es mayor
la proporcién del mismo que se consume en alimentos, podremos afirmar
que existe una correlacién entre el monto del ingreso y el consumo alimenti-
cio; si en un pais, conforme aumenta el nimero de hospitales disminuye el
coeficiente de mortalidad de la poblacién, podremos postular una correlacién
entre hospitalizacién y mortalidad; si en el conjunto de los paises del mundo,
en cuanto aumenta la proporcién de individuos dedicados a la agricultura
aumenta el coeficiente de mortalidad, podremos sefialar una correlacién entre
dedicacién a la agricultura y mortalidad, etc.

La existencia de una correlacién matematica entre dos fenémenos (o
sea, la posibilidad de predecir el valor de uno de los fenémenos mediante el
conocimiento que se tenga del valor correspondiente del otro) no significa
necesariamente la existencia de una relacién de hecho entre los fenémenos co-
relacionados. Puede ocurrir, en efecto, que la correlacién matematica esta-
blecida no sea sino el resultado de la convergencia numérica en las series de
sendos conjuntos de causas cuyas ligas postulables no son inmediatas sino
mediatas o remotas, vinculindose esos conjuntos en lo que, en términos ge-
nerales, podria denominarse como “orden universal”’. Conforme a lo ante-
rior, puede indicarse que el hecho de que exista correlacién entre dos o mas
fenémenos puede carecer de significacién cientifica y que por lo mismo, se

puede hablar de:

A.—Una correlacién aparente, como ocurre con la relaciéon observada en
Suecia entre el aumento en el nimero de nacimientos y el aumento

.

en el niimero de cigiiefias, y
B.—Una correlacién real.
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En caso de que la correlacién entre dos o mas fenémenos sea real y no
aparente, la correlacién misma puede interpretarse de muy distintas manera,
ya que: :

I.—El fenémeno 4 puede ser causa del fenémeno B (en caso de co-
rrelacionarse dos fenémenos) o ser el fenémeno A causa de los
fenémenos B, C, D, E... (en caso de ser varios los fenomenos
entre los cuales se busca la correlacién).

II.—El fenémeno 4 puede ser efecto del fenémeno B (correlacién entre
dos fenémenos) o ser el fenémeno A efecto del conjunto de los
fenémenos B. C, D, E..., o bien ser 4, B, C, D... efectos de E.

III.—El fenémeno A tanto como el fenémeno B pueden ser efectos de
una misma causa C (en el caso de la correlacién entre dos feno-
menos), o A, B, C, D, E... pueden ser efecto de una misma causa
comiin y distinta de ellos que podemos llamar X.

Todo lo anterior muestra que el hecho de encontrar matemaiticamente
que existe una correlacién entre dos o mas fenémenos sblo da pistas al inves-
tigador para continuar su investigacién. Al cémputo de la correlacién debe
seguir, por lo tanto, un anélisis légico del problema; o sea, que se necesitara
examinar si es lgicamente posible hacer una imputacién causal entre los dos
o mas fenémenos correlacionados, y en qué sentido debe hacerse tal im-
putacion.

Cuando se ha establecido el que entre dos o mas fenémenos existe una
correlacién real y no aparente es preciso determinar:

I1°—El tipo de correlacién.
2°—El] grado o intensidad de la correlacién.
3°—FI sentido de la correlacién.

El tipo de correlacién se refiere a la determinacién de si la correlacién es:

a.—rectilinea, o
b.—curvilinea.

Cuando se trata de una correlacién rectilinea, a aumentos constantes en
el fenémeno 4 corresponden aumentos constantes en el fenémeno B. Cuando
se trata de una correlacién curvilinea, a aumentos constantes del fenémeno A
corresponden aumentos variables del fenémeno B, o bien, a aumentos varia-
bles del fenémeno A corresponden aumentos constantes del fenémeno B.

En el caso de la correlacién curvilinea, ésta podra ser parabélica, loga-
ritmica, hiperbélica, etc. Asi, cuando al pasar 4 de 2 a 3 (aumento de una
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unidad) B pasa de 4 a 9 (aumento de 5 unidades) y cuando 4 pasa de 3 a 4
(aumento de una unidad) B pasa de 9 a 16 (aumento de 7 unidddes), la corre-
lacién entre 4 y B sera curvilinea y, mas especificamente, parabélica, ya
que mientras 4 crece por unidades, el crecimiento de B se produce conforme
a la sucesién de los cuadrados correspondientes.

El grado o intensidad de la correlacion nos indica hasta qué grado po-
demos, a partir de un valor dado de 4 calcular un valor previsto de B y con
qué grado de seguridad admitir dicha prevision. En el caso de la correlacién
rectilinea, la correlacion se mide por un coeficiente de correlacién r, cuyo
valor no puede ser inferior a 0 ni superior a 1. De obtenerse para r el valor
cero, esto indicaria que no existe correlacién entre los fenémenos comparados,
o que la correlacién es nula; dado un valor de 4 no podremos prever cual
sera el valor correspondiente de B cientificamente. De obtenerse para r el
valor 0.5 esto indicard que hay entre los fenémenos una correlacién débil .y
que, por tanto, si conocemoes un valor de 4 podremos prever cual sera el
correspondiente de B atin cuando con cierto riesgo de equivocarnos, ya que
0.5 estd a medio camino entre el cero de la correlacion nula, y el 1 de la co-
rrelacion perfecta. En caso de obtenerse como valor de r1, podrd hablarse
de correlacién perfecta: dado un valor de 4 podemos prever cual sera el
correspondiente valor de B.

El sentido de la correlacién nos permite distinguir entre:

" a—una correlacién directa, y

b.—una correlacién inversa.

Correlacién directa es aquella en que las variaciones de, un fenémeno
se producen en el mismo sentido que las variaciones de otro fenémeno. Co-
rrelacién inversa es aquella en que las variaciones del primero se producen
en sentido contrario a las variaciones del segundo.

O sea, que se habla de correlacion directa cuando a aumentos en la
magnitud de A corresponden aumentos del fenémeno B y a disminuciones
del fenémeno A corresponden disminuciones de B; en cambio se habla de
correlacién inversa cuando a aumentos del fenomeno A4 corresponden dismi-
nuciones del fenémeno B, y a disminuciones del fenémeno 4 corresponden
aumentos de B.

EL COEFICIENTE DE CORRELACION RECTILINEA COMO COMPARA
CION ENTRE MEDIAS DE VARIABILIDAD

El coeficiente de correlacion rectilinea puede considerarse fundamen-
talmente como el resultado que se obtiene de comparar mateméticamente la
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bondad de las estimaciones hechas cuando se toma como base para las mismas
la media aritmética de uno de los fenémenos por correlacionar con las que se
hacen tomando como base la ecuacién de regresién de dicho fenémeno con
respecto al otro con el cual se relaciona o, dicho en otra forma, que el coefi-
ciente de correlaciéon rectilinea puede concebirse como el resultado que se
obtiene de comparar la variabilidad de las observaciones de un fenémeno
con respecto a su media aritmética con la variabilidad de dichas observacio-
nes con respecto a los valores obtenibles mediante la interpolacién de una
recta a los valores de dicho fenémeno conjuntado con los del otro fenémeno
con el cual quiere relacionarsele.

La variabilidad de un fenémeno con respecto a su media aritmética pue-
de medirse mediante el cilculo del cuadrado de la desviacién media cuadra-
tica. La variabilidad de un fenémeno con respecto a la linea de regresion
del mismo en relacién con el otro fenémeno puede medirse al través del calcu-
lo del cuadrado dél error de estimacién. La comparacién entre ambas medidas
de variabilidad puede hacerse a base de una relacién matematica o calculo del
cociente de una con respecto a la otra medida de variabilidad, o sea, en la
practica, dividiendo el cuadrado del error de estimacién entre el cuadrado
de la desviacién cuadratica media.

Como las variaciones del cociente que resulta de dividir el cuadrado del
error de estimacion entre el cuadrado de la desviacién cuadritica media se pro-
ducen en sentido contrario al seguido por las variaciones de magnitud de la
correlacion entre las variables, conviene introducir alguna modificacién que
haga que la medida de correlacién sufra variaciones en el mismo sentido
que ésta.

En efecto, cuando la correlacién entre los fenémenos es méxima, la va-
riabilidad en torno de la linea de regresién es minima y, consecuentemente
el error de estimacién y su cuadrado son nulos; o sea, que la relacién entre el
cuadrado del error de estimacién y el cuadrado de la desviacién cuadratica
media es también nula, dindose por tanto el caso de que, de utilizarse sin
modificacién esta medida de la correlacion, al ser maxima la correlacién seria
minimo el valor de su medida y maximo al ser la correlacién minima. Con
el objeto de modificar esta situacién, se acostumbra tomar como medida de la
correlacién la desviacién del cociente del error de estimacién y la desviacién
cuadrdtica media, con respecto a la unidad; en esta forma, cuando dicho
cociente es nulo por no haber variabilidad en torno de la linéa de dispersién,
la desviacién de dicho cociente con respecto a la unidad es uno o sea, que al
ser méaxima la correlacién es asimismo maxima (igual a 1) su medida; con-
forme aumenta la dispersién con respecto a la linea de regresién, aumentar
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el valor del cociente entre el error de estimacién elevado al cuadrado y el
cuadrado de la desviacién cuadratica media; cuando el error de estimacién
alcance su valor maximo (igual a la desviacién cuadratica media), el valor
del cociente sera asimismo mdaximo e igual a uno y, consecuentemente, la
desviacién de dicho cociente con respecto a la unidad sera nulo; o sea, que
al ser minima la correlacién, su medida alcanzara un valor también minimo
{igual a cero). e

A fin de reducir el valor de la medida de la correlacién a unidades
lineales se acostumbra tomar la raiz cuadrada de la desviaciéon del cociente
entre las medidas de variabilidad con respecto a la unidad.

Segiin lo dicho, la féormula para el coeficiente de correlacién rectilinea
entre dos fenémenos x;, x2 seria:

2
312

e — 1— :72_
1
Conforme a todo lo anterior, el procedimiento para obtener el coeficiente
de correlacién rectilinea constara de los siguientes pasos:

I1°—OQObtener el cuadrado del error de estimacién, para lo cual:

A.—Adaptese a los datos consignados para los dos fenémenos, una
linea recta. ' "

B.—Con base en la ecuacién de la recta en la que se hayan substituido
los valores de los pardmetros encontrados mediante la adapta-
cién, calcilense los valores que tedricamente serian de esperar
para uno de los dos fenémenos dado cada uno de los valores del
otro fenémeno (mediante substitucién de estos dGltimos en la
ecuacién de regresion).

* C.—Obténganse las desviaciones de los valores teéricos asi encontra-
dos con respecto a los valores reales del fenémeno.

D.—FElévense al cuadrado dichas desviaciones.

E.—Stimense dichos cuadrados.

F.—Dividase dicha suma entre el niimero de observaciones a fin de
obtener el cuadrado del error de estimacién.

El resultado es s2,

29— Obtener el cuadrado de la desviacién cuadratica media. Para ello:
A.—Obténgase la media aritmética de los valores del fenémeno cu-
yas magnitudes teéricas se calcularon mediante la linea de re-

gresion.
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B.—Calciilense las desviaciones de los valores reales de dicho fend-

meno con respecto a su media aritmética restando de cada uno
.. de ellos la media aritmética obtenida.

C.—Elévense al cuadrado dichas desviaciones.

D.—Stmense dichos cuadrados.

E.—Dividase dicha suma entre el niimero de observaciones, a fin de
obtener el cuadrado de la desviacién cuadratica media.
El resultado es o2

3°—Calcular el cociente del valor obtenido en 1 entre el valor obteni-
do en 2.

4°—Restar de uno dicho cociente.

5°—Extraer la raiz cuadrada del resultado a fin de obtener el coeficiente
de correlacién rectilinea.

CORRELACION EN SERIES TEMPORALES

A fin de correlacionar dos series ‘dinimicas, temporales o cronolégicas,
pueden seguirse varios procedimientos, todos los cuales tienen por objeto eli-

minar la exageracién del indice de correlacién producida por la semejanza
de las lineas de tendencia.

Primer Procedimiento

I*—Ajistese a cada una de las series por correlacionar su correspondiente
linea de tendencia.

2°—Calcilense los valores teéricos de la tendencia para cada una de las
series que se tratan de correlacionar.

3?—Determinense las desviaciones de los valores reales de cada serie con
respecto a los valores tedricos correspondientes de la misma serie.

4°—Determinense la curva de regresién y los indices de correlacién (o,

en su caso, la recta de regresion y el coeficiente de correlacion) de las
desviaciones de las series que se relacionan.

Segundo Procedimiento

I1°*—Calcilense las diferencias de cada observacién en cada una de las
series con respecto a la observacion anterior.

2°—Determinense la curva de regresion y los indices de correlacién de
dichas diferencias.
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Tercer Procedimiento :

I*—Ajistense las curvas de tendencia correspondientes a cada una de

~ las series. S

2°—Calcilense los valores tedricos de la tendencia para cada una de las
series. ' '

3°—Exprésense los valores reales de cada serie como tantos por ciento
de los valores teéricos correspondientes.

4°—Biisquese la correlacién entre tales tantos por ciento.
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III.—DOS SECTORES DE ESTUDIO ESTADISTICO

CENSOS DE POBLACION

La estadistica social mundial se enfrenta a varios problemas, entre los
que tienen singular importancia: '

1.—el problema de la falta de informes, y
2.—el problema de la falta de comparabilidad de los datos de que se

dispone.

A}

La falta de informes constituye un problema tanto en el campo de la
estadistica demogrifica general como en el de la maés especializada, pero
el mismo se agudiza especialmente en esta dltima.

En efecto, en 1948, sélo 147 de las 245 &reas identificables en el Demo-
graphic Yearbook de las Naciones Unidas contaban con datos al través de los
cuales seguir el desarrollo de su poblacién desde 1900; de las 98 restantes
algunas no habian realizado sino un solo censo de poblacién desde esa fecha.
En campos maés especializados como el de la distribucién de la poblacién
por edad y sexo, ocupacién, vida rural o urbana, etc., la situacién era mas
critica, ya que sélo 41 de las 245 areas tenian estadisticas de poblacién por
edad, sexo y estado matrimonial.

Al problema de la falta de informacién hay que agregar el de la falta
de comparabilidad entre los datos de los que se dispone, ya que esto impo-
sibilita su utilizacién conveniente por el investigador social.

El reconocimiento de ambos problemas no es, sin embargo, reciente, ya
que en 1872, el International Statistical Institute, en su reunién de San Pe-
tesburgo sefialaba la necesidad de utilizar ciertos métodos uniformes, de inte-
Tesarse por unos mismos problemas, de emplear unas mismas definiciones en
la obtencién de los datos demogréaficos a fin de hacerlos comparables. En
una sesién posterior (1897) del propio Instituto, el hingaro Kérési propuso
la realizacién simultinea de un censo por todos los paises en el afio de 1900
y su repeticién periédica. Resoluciones posteriores, no siempre acatadas por
todos los paises, sefialaron la conveniencia de realizar los censos de pobla-
cién cada década, en los afios terminados en cero.
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Recientemente, las Naciones Unidas, al ocuparse de estos problemas, soli-
citaron de los diferentes gobiernos el envio de informes acerca de métodos
empleados y tépicos estudiados en su dltimo censo de poblacién; con base
en estos informes, se formé una lista de tépicos investigados por todos los
paises en sus censos; sin embargo, dicha lista no podia adoptarse como un
minimo de informacién requerida de todos los paises, ya que no todos ellos
cuentan con las mismas posibilidades de investigacién estadistica ni son igua-
les las necesidades a que todos ellos se enfrentan; de ahi la necesidad de
seleccionar ciertos tépicos especialmente importantes, y de los que resultaba
" deseable obtener datos precisos de todos los paises.

Dicha lista incluye:

1.—Poblacién total,
o 2.—Sexo,
3.—Edad,
4.—Estado matnmomal
5.—Lugar de nacimiento,
6.—Nacionalidad legal,
7.—Lengua materna,
8.—Caracteristicas educativas,
9.—Fertilidad,
10.—Caracteristicas econémicas.
a.—Poblacién econémicamente activa e inactiva.
b.—Ocupacién, industria, estatus industrial.
c.—Poblacién dependiente.
d.—Poblacién agricola. \
11.—Distribucién urbano-rural,
12.—Familia y hogar (incluyendo relacién con el ]efe de famlha)

Como para algunos paises aiin esta lista pudiera resultar excesiva, las
propias Naciones Unidas subrayaron que en caso de paises que tuvieran poca
o ninguna experiencia censal, seria deseable se concretaran a obtener los datos
relativos a poblacién total, sexo, edad, estado matrimonial y caracteristicas
econémicas, pero que ya fuera que se redujeran a esta lista mas corta o
tomaran la més extensa, proporcionaran datos completos y confiables.

En estas sugestiones y recomendaciones para obtener datos complétos
y comparables acerca de la poblacién mundial las Naciones Unidas tuvieron
muy especialmente en cuenta las experiencias que por esas mismas fechas
recogian los paises americanos al planear y realizar el Censo de las Américas
(1950), asi como las recomendaciones del Comité de Estadigrafos de la Liga
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de las Naciones (1937-1939), y de las VI y VII Conferencias Internaciona-
les de Estadigrafos del Trabajo (1947-1949).

Sin embargo, es necesario tener en cuenta que en los censos mundiales
de poblacién, para los propésitos de comparabilidad internacional, importan
no sélo los datos mismos, sino la forma de recolectarlos, de definirlos, clasi-
ficarlos y tabularlos; de ahi la preocupacién mostrada por las comisiones
estadisticas de la ONU respecto de los problemas metodolégicos.

Poblacion total—Con respecto a las estadisticas de poblacién -total, la
falta de comparabilidad entre los datos de diversos paises procede de:

a—Diferencias en el modo de definir la poblacién total,
b.—Sub- y sobre-enumeracién.

Entre los modos de.definir la poblacién total, se pueden reconocer dos
fipos: '
definicién de facto, y
definicién de jure.

Segiin la definicién de facto, integran la poblacion total de un lugar to-
das las personas que se encuentran fisicamente en él en el momento del censo.

Segiin la definicién de jure, forman parte de la poblacién total de un
lugar aquellas personas y sélo aquellas que residen habitualmente en él, sea
cual fuere el lugar en el que se encuentren en el momento del censo.

La definicién de facto tiene la ventaja de la simplicidad y la objetivi-
dad; simplicidad, pues censadores y censados no tienen que hacer otra cosa
que contar a los presentes en el mcmento del censo; objetividad, porque no
presenta casos dudosos que deba resolver €l censador segiin su criterio. La
definicién de jure implica instrucciones més complicadas, diferencias en la de-
finicién de “domicilio” por los diversos paises, problema . de personas que
no tienen residencia fija; sin embargo, la definicién de jure puede dar mejo-
res resultados cuando la enumeracién censal debe hacerse en un lapso relati-
vamente grande de tiempo y, muy especialmente, cuando se hace con pobla-
ciones de una gran movilidad.

El problema de la diferencia entre las definiciones de facto y de jure
se manifiesta en el campo nacional o local en cuanto se toman en cuenta
ciertas necesidades; en efecto:

Una definicién de ]ure sera mas tutil en la planeacién de servicios socia-
les tales como los programas de alojamiento o de educacién de la poblacién
residente. Una definicién de facto serd mas itil en los programas de protec-
cién policiaca, frente a las necesidades del transporte, etc.

En el campo internacional dichas diferencias pueden provocar dificulta-
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des en aquellos paises que tienen fuertes niicleos de poblacién radicada en el
extranjero en calidad de fuerzas de ocupacién o de aquellos otros que atraen
fuertes nicleos de turistas, etc.
De 53 paises consignados en el Anuario de las Naciones Unidas,
31 usaron ambos tipos de definicién, .
11 emplearon definiciones de jure, y . A
De entre los que usaron ambos tipos de definicion, se pueden hacer
dos grupos: °

a—=l de los que enumeraron sobre una base de facto recogiendo en la
cédula no sélo el lugar ocupado fisicamente por la persona, sino
también el de su residencia habitual, y

b.—el de los que, en una misma cédula, pero en renglones separados, con-
signaron en cada lugar: las personas que residen usualmente en él
pero estan temporalmente ausentes, y las personas que residen usual-
mente en otro lugar pero estdn temporalmente presentes.

A este altimo grupo, que permite un control mayor corresponden prin-
cipalmente los censos de Dinamarca, Noruega y Polonia.

En el caso de las definiciones de facto, algunos paises excluyeron de la
enumeracién las fuerzas armadas extranjeras localizadas en su territorio; al-
gunos incluyeron y otros no a sus propias fuerzas armadas que se encontra-
ban en el extranjero; algunos excluyeron asimismo a los civiles acompafiantes
de las fuerzas armadas extranjeras; otros excluyeron a los miembros del ser-
vicio diplomatico extranjero (incluyendo unos, y otros no, a los miembros de
su propio servicio diplomatico en el extranjero) ; en las regiones maritimas, se
incluy6 a los marineros cuyos barcos estaban anclados en un puerto nacio-
nal, a quienes viajaban en barcos que navegaban entre puertos nacionales,
etcétera.

En el caso de las definiciones de jure, las estadisticas de los paises que
la utilizan hablan de “poblacién residente”, o “poblacién domiciliada®.

Debido a la diversidad de aplicaciones que tienen ambos tipos de defi-
nicién de la poblacién total resulta conveniente el uso simultineo de ambos.
- Sin embargo, en todo caso, deben tenerse en cuenta las recomendaciones
hechas por los organismos internacionales.

1*—Se recomienda la obtencién de datos sobre el total de la poblacién
en el momento del censo.

2°—Debe excluirse al personal militar y diploméitico extranjero radica-
do en el pais, e incluirse al personal militar y diplomético propio radicado
en el extranjero.
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3°—Los grupos que tengan nicleos importantes de habitantes a los que
no se pueda enumerar individualmente (por ejemplo, grupos que vivan fuera
de la estructura socio-econémica del pais) deberdn estimar su niimero y apre-
ciar sus caracteristicas por los mejores medios disponibles, y, en caso de im-
“posibilidad, indicar en los informes censales que los datos del total de pobla-
cién no incluyen estos grupos. ‘

La segunda gran dificultad que enfrentan los censos de poblacién total
son los de sub- y sobre-enumeracién que dependen, entre otros, de los siguien-

tes factores:

1.—De la tradicién estadistica del pais,

2.—De la planeacién y organizacién del censo,

3.—Del entrenamiento, experiencia y honradez de los censadores,
4.—De los recursos econémicos y técnicos de que se dispone,
5.—Del nivel educativo general y especial de la poblacién censada,
6.—De las facilidades de transporte y comunicacién, etc.

Todas estas condiciones provocan sub- o sobre-enumeraciones; presentin-
dose las sub-enumeraciones principalmente en el caso:

a.—de nicleos aislados fisica, social o culturalmente (habitantes de lu-
gares de dificil acceso, personas proscritas socialmente, individuos
que no hablan el idioma principal del pais).

b.—de personas o niicleos méviles (trabajadores migratorios, habitantes
de hoteles, etc.).

c.—de ciertos niicleos de edad y sexo: nifios, hombres jovenes, mucha-
chas solteras. .

Sin embargo, las cifras censales no pueden tomarse sin critica, y aceptar-
se sin mas los peligros de la sub- o la sobre-enumeracién sino que debe pla-
nearse una verificacién que se lleve a cabo inmediatamente después del censo
por medio de un muestreo cientifico del area censada.

SEXO Y EDAD

La clasificacién por edad y sexo de los habitantes de un pais es muy
importante en los censos de poblacién, ya que las informaciones acerca de la
estructura de una poblacién de acuerdo con las edades de sus componentes

sirve:
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1.—con propésitos de politica demografica para prever los cambios en
la composicién de la poblacién,

2.—con vistas a la politica sanitaria del estado habida cuenta de las ta-
sas de morbilidad y mortalidad,

3.—en relacién con fines comerciales y célculos actuariales de las com-
pafias de seguros (determinacién de probabilidades de superviven-
cia, etc.),

4.—con respecto al suministro de fuerza de trabajo y de contingentes
militares,

5.—en relacién con los problemas de la dependencia social infantil y
senil, etc.

La clasificacién sexual de la poblacién es sencilla, en cambio, la clasi-
ficacién por edades presenta ciertas dificultades, entre las cuales se cuentan
las derivadas de una mala informacién que puede depender de:

a.—ignorancia de la edad correcta o descuido,

b.—preferencia por ciertos niimeros (especialmente lag cifras llamadas
“redondas” en cero, cinco o en niimeros pares) y la aversién por
otros guarismos (especialmente por los nones vy, entre ellos, por el 7
y el 13 muy particularmente),

c—motivos econémicos, sociales, politicos, etc. (como temor a la cons-
cripcién o servicio militar, etc.),

d.—la existencia de culturas que viven fuera del mundo numérico (en
Oceania, Asia y Africa principalmente) y que distinguen burdamen-

te entre “nifios” y “adultos”, etc.
[

La definicién de la edad en los censos tiene un cierto campo de variacion,
ya que en tanto hay paises que toman en cuenta la edad (generalmente en
afios simplemente) del interrogado en el cumpleafios inmediatamente ante-
rior, en otros casos se considera el cumpleafios mas inmediato posterior, en
otros el mas inmediato- (sea anterior o posterior) y, en algunos otros casos
hay que tener en consideracién que, socialmente, la edad se cuenta no a partir
del momento del nacimiento, sino que el punto de partida de la misma se
retrotrae a un afio antes del nacimiento. '

Se usan generalmente dos métodos para obtener informacién respecto

de la edad:

l.—se pregunta la fecha de nacimiento, o
2.—se pregunta la edad.
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En el primer caso, se evitan las dificultades derivadas de la diferencia
social en la definicién de la edad; en cambio, el segundo procedimiento es
més sencillo. El primer procedimiento es tipicamente europeo; el segundo,
tipicamente americano. Al primer procedimiento se le han encontrado venta-
‘jas no estadisticas en los paises en que los datos censales se emplean para fines
judiciales o de otro tipo, en cambio, tiene el inconveniente de requerir no sélo
la recoleccién de las fechas de nacimiento, sino el ulterior cémputo de edad.

En algunos censos, ademés de la edad de los adultos y de los nifios ma-
yores de un afio en afios, se registra Ja edad de los nifios menores de un afio
en meses completos, y la de los nifios menores de un mes en dias.

La Comisién de Poblacién de las Naciones Unidas propuso, en relacién
con la clasificacién de la poblacién por edades:

1.—Tomar la edad del dltimo cumpleafios.
2.—Tabular edades para cada sexo separadamente.
3.—Hacer, por lo menos, los siguientes grupos de edades:
a.—menores de un afio,
b.—de 1 a 4 afios,
c.—grupos de 5 en 5 afios hasta el fin de la vida.

El Comité para el Censo de las Américas, en lugar de considerar grupos
de 5 en 5 afios hasta el fin de la vida, limita dichos grupos hasta los 84 afios,
formando un dltimo grupo con los individuos de 84 afios o mas.

En la practica ha sido frecuente formar grupos de 10 en 10 afios, segiin
dos sistemas:

1.—el sistema que forma grupos con edades cuyo limite inferior es un
nimero terminado en cero (10-9, 20-29, etc.), o

2.—el sistema que agrupa las edades de 10 en 10 comenzando con un
nimero cuyo tltimo guarismo sea 5 (15-24, 25-34, etc.).

A fin de permitir la comparacién o comparabilidad de los datos reco-

gidos se han recomendado las clasificaciones de 5 en 5, ya que esto permite:
La conversién entre los diversos paises, y

La conversién entre los datos que acerca de la estructura de su poblacién

segiin edad que obtenga cada uno de ellos en el futuro, y los que a

ese mismo respecto obtuvo en el pasado conforme a otros sistemas.

Al lado de los grupos con intervalos de 5 o 10 afios, importan otros gru-

pos de edades, particularmente, los definidos por los siguientes criterios: J
1.—Edades econémicamente productivas, frente a edades econémica-
mente dependientes. »
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2.—Edades demograficamente reproductivas, frente a las que no lo son.
(Esto implica un criterio mixto de edad y sexo que fija atencion
preferente en las mujeres).

3.—Edades politicamente significativas (votantes) frente a las que 20\
lo son. ' \

4.—Edades militarmente importantes.

5.—FEdades escolares.

Todo esto, sin embargo, representa en general, la eleccién mas o menos
arbitraria de limites para cada grupo, o una eleccién de limites que tengd
en cuenta las condiciones de estructura econémica, demografica, sanitarid,
legal, etc., del pais del que se trata.

ESTADO MATRIMONIAL

El estado matrimonial permite clasificaciones de la poblacién que im-
portan desde los angulos:

1.—demografico,
2.—médico,
3.—econémico,
4.—socioldgico.

Demograficamente, la clasificacién estadistico-censal de acuerdo con €l
estado matrimonial importa por cuanto la solteria, el divorcio o la viudez
de capas mis o menos extensas de la porcién reproductiva de la poblacion
constituyen algunos de los factores que pueden explicar o que permiten pre:
ver cambios en la cuantia y estructura de la misma.:

Médica, asistencialmente y desde el punto de vista de la seguridad social
dicha clasificacién es especialmente importante en relacién con el estableci:
miento de servicios de maternidad, etc.

Econémicamente, dicha clasificacién permite prever ciertas caracteristicas
de la demanda de articulos para el hogar y otros bienes semejantes, vy, desde
otro punto de vista, las posibilidades de suministro de fuerza de trabajo par#
la industria. ‘

Socialmente, orienta al investigador a interesarse en los problemas qué
implica la solteria, la viudez y el divorcio. En los paises en que existe 18
poligamia legal, los datos obtenidos en esta forma ofrecen la posibilidad de
estudiar los caracteres que en la realidad tiene dicha costumbre,
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La Comisién de Poblaciéon de las Naciones Unidas recomendé el que en
la clasificacién por estado matrimonial se hicieran las siguientes agrupaciones:

l.—casados, con inclusién de las personas que viven en uniones estables

de facto, :
2.—viudos no vueltos a casar,
3.—divorciados no vueltos a casar,
4.—solteros.

La comisién sefial como deseable el que en la primera categoria se hi-
ciera una distincién entre:

a.—casados de jure (o legalmente),
b.—unidos de facto (o en unién real no sancionada por la ley).

La comisién no sefialé pero puede agregarse que en algunos paises seria
conveniente hacer una distincién mas fina que tuviera en cuenta la unién o
falta de union eclesiastica, con lo cual vendrian a constituirse las cuatro

categorias siguientes:

casados de jure, casados también eclesiasticamente,

casados de jure, no unidos eclesiasticamente,

unidos eclesidsticamente (en unién de facto, segin el concepto legal y
estadistico),

unidos de facto sin unién eclesiastica.

La propia comisién sefialé la conveniencia de clasificar en categorias
separadas a

a.—divorciados legalmente,
b.—separados de sus cényuges sin mediacion de divorcio.

El que estas categorias que parecen tan obvias no lo son tanto se demues-
tra por el hecho de que algunas naciones subsumen en una misma categoria
solteros, viudos y divorciados (asi como separados, ocurriendo esto general-
mente en paises en donde no se reconoce legalmente el divorcio).

La separacién en una categoria especial de las personas que viven en
uniones matrimoniales de facto es especialmente importante en los paises
latinoamericanos; de otra parte, permite le flexibilidad de los datos en la
adaptacién a diferentes tipos de anilisis estadistico; asi, desde el punto de
vista legal, las personas incluidas en esa categoria se asimilaran a los solte-
ros, en tanto que en un analisis demografico (de tasas de reproductividad,
etc.), en uno econémico (que estudie demanda de articulos domésticos, por
ejemplo), etc., se asimilarin a los casados.
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En forma analoga, la formacion de una categoria especial con las perso-
nas “separadas” que no lo estin legalmente permite distinguirlas en andlisis
relativos a la reproductividad, demanda de articulos domésticos, servicios de
maternidad, etc. L

Ademas de senalar las categorias matrimoniales, segin las recomendacio-
nes de la Comisién de Poblacién, debe agregarse una categoria de “estado
matrimonial no determinado”, y hacer las especificaciones en cada categoria
para los distintos grupos de edad sefialados en el capitulo correspondiente.

Las principales deficiencias notadas en los censos de acuerdo con las
normas de la Comisién, fueron:

1.—falta de totales para las diferentes categorias matrimoniales de indi-
viduos menores-de 15 afios (deficiencia importante en particular en
paises en los que se acostumbra el matrimonio en edad muy tem-
prana),

2.—falta de agrupacién conveniente de las edades (falla en la que incu-
rrieron muy particularmente Guatemala y México, en el que ‘el agru-
pamiento por edades no fue lo suficientemente fino como para for-
mar ni siquiera grupos de 10 en 10 afios™).

Otros aspectos importantes en la clasificacién del estado matrimonial se
refieren a: ’

v

1.—Edad en el momento del matrimonio.

2.—Duracién del matrimonio (para los casados).

3.—Duracién de la viudez o el caracter de divorciados (para los viudos
o divorciados en el momento del censo).

4.—FEstado matrimonial previo al actual (con propésitos de estudio de
la fertilidad, y de los indices de probabilidad de re-casamiento).

5.—Numero de veces que se ha estado casado.

6.—Monogamia o poligamia (en los paises en que la poligamia o, mas
propiamente poliginia o poliandria, estian legalmente reconocidas), etc.

FERTILIDAD

Los datos estadisticos sobre fertilidad se refieren a la frecuencia de los

nacimientos en una poblacién dada. Importan particularmente -desde los
angulos: '

1.—demografico,
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2.—Dbiolégico,
3.—sociolégico.

Desde el punto de vista demogréfico, los datos sobre fertilidad permiten
prever el posible desarrollo de las poblaciones asi como su posible compo-
sicién futura por grupos de edad, etc., con todo lo que esto implica para las
transformaciones en la economia y en la mentalidad del grupo.

En el campo de la biologia, dichos datos son especialmente dtiles para
los estudios de genética humana, de antropologia y de medicina.

Sociolégicamente, la importancia de las cifras sobre fertilidad destaca
cuanto se considera que, al través del estudio de la fertilidad diferencial de
los diversos grupos sociales (grupos étnicos, clases sociales, grupos religio-
sos, etc.), se pueden predecir ciertos camhios en la estructuracién social del
grupo, en el predominio de ciertos modos de pensar y de actuar dentro del mis-
mo vy, consiguientemente, puede preverse cudl serd el proceso mismo del lla-
mado “cambio social”. ’ o

Las cifras de fertilidad se obtienen usando combinadamente dos fuentes:

1.—los censos de poblacién, y
2.—el registro de nacimientos.

A partir de los datos consignados en estas fuentes, se obtienen los indi-
ces de fertilidad mediante una relacién entre el nimero de nacimientos ocu-
rridos en un grupo y el niimero de personas enumeradas en el censo de ese
mismo grupo (en busca de una mayor precision, dicha relacién deberd obte-
nerse no con respecto al total de la poblacion, sino en referencia a la porcién
reproductiva de la misma).

Cuando faltan los registros de nacimientos, se recurre a varios procedi-
mientos para obtener cifras de fertilidad a partir de los censos, entre las cua-
les se cuenta:

La obtencién de relaciones matematicas entre el nimero de nifios enu-
merados en el censo, y el nimero de adultos en edad reproductiva.

En otros casos, se prevé dicha obtencién al planear el censo, registrandose
en las cédulas correspondientes el niimero de niios y el nimero de adultos o
parejas de adultos casados existentes en cada casa calculando la relacién ma-
tematica entre ambas cifras. .

O sea, que pueden reconocerse dos formas de obtencién de datos sobre

fertilidad:
1.—Uso de tabulaciones especiales basadas en el anilisis de la composi-

N

cién hogarena.
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2—Uso de datos acerca del nimero de hijos nacidos.

En el uso del anilisis de la composicién hogareiia, se parte de la inspec-
cién del nimero de nifios menores de 5 afios enumerados en cada hogar,
puestos en relacién con los adultos que se presume sean sus padres con base
en el estudio de las relaciones familiares que la cédula recoge. Las tabula-
ciones se hacen: ;

a.—por grupos de edad y sexo de los padres,
b.—por estado matrimonial de los propios padres,
c.—por ocupacioén,
' lengua,

pertenencia a determinado grupo étnico,

lugar de nacimiento,

ciudadania,

educacién, etc.

Las tabulaciones deben consignar el niimero total de adultos correspon-
dientes a cada grupo de los antes sefialados, y el niimero total de sus hijos.

Con respecto al segundo procedimiento, o sea el que utiliza el interroga-
torio acerca del nimero de hijos nacidos, es necesario consignar:

a.—namero de mujeres que informaron acerca del ntimero de hijos que
habian tenido (incluidas las que informaron no haber tenido),

b.—nimero de hijos reportados,

c—namero de mujeres que reportaron 0, 1, 2, 3, 4, 5 o mas hijos, todo
ello clasificado por edades de la madre, estado matrimonial, etc.

Las tabulaciones especiales sobre fertilidad tienen la ventaja sobre las
.relaciones basadas en datos proporcionados por los censos de poblacién y
registros de nacimientos, de que se evitan los problemas que surgen del hecho
de que el padre haya cambiado de ocupacién entre la fecha de registro de su
hijo y la fecha del censo, ya que dichos problemas dificultan el estudio de la
fertilidad diferencial de los varios grupos ocupacionales, de ingreso, etc.

Otro de los problemas que se presenta en los censos actualmente existen-
tes que consignan datos utilizables para el estudio de la fertilidad de la pobla-
cién estriba en que en ocasiones se' descuida la posibilidad de estudiar y com-
parar la fertilidad diferencial de la porcién masculina y de la porcién femenina
de la poblacién, lo cual es particularmente interesante en cuanto éstas se rela-
cionan con la posicién ocupacional de los padres (ya que algunas ocupacio-
nes son desempefiadas més frecuentemente por las mujeres y otras por los

’
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hombres), o con las zonas de migracién (a las que llegan mas generalmente
hombres que mujeres en edad reproductiva), etc. :

Ademas de esto, se presentan problemas especiales en cuanto se trata de
la enumeracién de los hijos de las madres solteras que es conveniente tabular
separadamente de los que lo son de personas casadas, ya que representan un
problema social importante.

LUGAR DE NACIMIENTO

Con objeto de determinar la composicién étnica de la poblacién, los cen-
sos consignan generalmente datos sobre:

1.—Lugar de nacimiento,
2.—Nacionalidad legal, y
3.—Lengua.

Ademis se suelen consignar datos relativos a “raza” y “religién”; sin
embargo, estos tltimos resultan mas dificiles de obtener y por lo mismo son
menos utilizados.

De los tres tipos de datos arriba mencionados, el del lugar de nacimiento
no resulta suficiente para la determinacién de la pertenencia étnica de un in-
dividuo a un grupo, ya que hay muchas ocasiones en que ciertos paises han
recibido fuertes niicleos de inmigrantes extranjeros y los hijos o nietos de
los miembros de dichos niicleos demogréaficos no obstante haber nacido en el
pais, conservan muchos de los rasgos culturales de sus progenitores. De otra
parte, esos mismos datos no llegan a reflejar el grado de asimilacién del
nacido en el extranjero que, no obstante tener por lugar de nacimiento uno
distinto del del pais en que esti radicado, se encuentra asimilado por completo
a la poblacién nativa.

Los datos sobre el lenguaje resultan mis dtiles al respecto desde varios

puntos de vista:

1.—el lenguaje es un criterio mas sensible por ir generalmente acompa-
fiadas las diferencias lingiiisticas de otras 1mportantes diferencias cul-
turales,

2.—el conocimiento del lenguaje es conocimiento casi indispensable para
la asimilacién de los inmigrantes, de tal modo que quien no posee la
lengua nacional puede juzgarse como no asimilado a la poblacién

nativa,
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3.—el lenguaje proporciona criterios mas flexibles que el lugar de na-
cimiento, etc.

Las cuestiones relativas a lugar de nacimiento y a lenguaje permiten re-
conocer no sélo los grupos de inmigrantes, sino también los diferentes grupos
étnicos integrantes de la poblacién nativa y su procedencia.

Los datos relativos a la nacionalidad son menos utiles a los propositos
antes sefialados, ya que las posibilidades de naturalizacion de los extranjeros
les hacen valiosos inicamente como datos utilizables en investigaciones legales.

La clasificacién de la poblacién por lugar de nacimiento permite apreciar:

1.—volumen, y
2.—fuente de la inmigracién.

Esto puede referirse tanto a la inmigracién propiamente dicha como a
las migraciones internas entre diversos lugares de una misma &rea geografica.

Sin embargo, la apreciacién de las migraciones que se haga sobre la base
de las respuestas al interrogatorio sobre el lugar de nacimiento de los censa-
dos es muy burda, ya que:

a—no toma en cuenta las muertes de inmigrantes ocurridas entre dos
censos,

b.—no toma en consideracién el regreso de ciertos inmigrantes a sus lu-
gares de origen en el lapso que media entre dos censos.

Para obtener un ligero refinamiento de los datos al través de los cuales
se pueda apreciar el fenémeno de las migraciones tanto internas como ex-
ternas, se puede recurrir a:

a—una clasificacién de los inmigrantes por edad y sexo,

b.—una clasifiacién de los propios inmigrantes que tenga en cuenta no
solo el lugar de partida, sino la fecha de la misma, y la fecha de arri-
bo al lugar de la inmigracién. ‘

Un estudio de los problemas migratorios y de la fecundidad diferencial
entre los varios grupos étnicos componentes de un pais obliga a la obtencién
de datos complementarios y separados de los del total de la poblacién de:

l.—nimero de mujeres en edad de procrear dentro de la poblacién in-
migrante, .

2.—nimero de hijos de las mujeres inmigrantes de preferencia clasifica-
dos seglin que hayan nacido o no en el pais de la inmigracién.
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°

En la clasificacién que cada pais haga de sus inmigrantes por lugar de
procedencia, deberd tener en cuenta los limites geograficos de las diversas
areas politicas en el momento del censo, para lo cual debera tener a la vista
el registro mas reciente de los paises y territorios no auténomos, publicado
por las Naciones Unidas. ‘ ,

En caso de ser pequefias las cifras de inmigracién y haber necesidad de
combinar las correspondientes a varios paises se ha recomendado por la Co-
misién de Poblacién de las Naciones Unidas que dichas combinaciones se
hagan dentro de los paises de un mismo continente, a fin de posibilitar los
estudios de migraciones intercontinentales.

Con fines de estudio de las migraciones internacionales, es necesario de-
finir si la informacién referente a lugar de nacimiento tiene en cuenta la loca-
lidad en que residian los padres en el momento de ocurrir éste, o aquélla en
la que realmente ocurrid, especialmente si se tiene en cuenta que en los dlti-
mos decenios y en muchos paises se recurre a los servicios de maternidades
no localizadas en el lugar de residencia de los padres. En este caso de las
migraciones internas debe subrayarse que cuanto mas especifico sea el dato
(localidad més que gran divisién geografica ya se trate de “provincia”, “esta-
do”, etc.), resultara \mas til en las investigaciones. Sin embargo, la especifi-
cidad no debe hacer olvidar la precauciéon de que el dato sea univoco (evitar,
que por haber en el pais dos o més lugares con un mismo nombre no pueda
adscribirse al inmigrante a una determinada division territorial dentro del
mismo Estado o éarea politica).

Con respecto a la poblacién nativa, la mayor especificidad del lugar de
nacimiento que se reporte tiene varias ventajas, especialmente.

1.—cuando los limites de los Estados, a causa de guerras internacionales,

reclamaciones, etc., son muy fluctuantes,
2.—cuando, dentro de un mismo pais, existen diferencias étnicas o cultu-
rales importantes dentro de las diversas zonas que lo constituyen.

Con fines de comparabilidad internacional, las Naciones Unidas han pre-
parado un agrupamiento de pafses por zonas diversas. Dicho agrupamiento
puede consultarse en:

United Nations Statistical Office: Nomenclature of Geographic Areas for
Statistical Purposes. Statistical Papers. Series M. N° 1.1. Enero
de 1949.
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NACIONALIDAD

Bajo el rubro “nacionalidad” los diversos paises estudian y consignan
datos estadisticos acerca de las cosas mas diversas, entre las que muchas veces
se cuentan el lugar de nacimiento y el lenguaje, asi como los grupos formados
por individuos con antepasados o con costumbres comunes, etc. Sin embargo,
en la mayoria de ellos, los datos se refieren a la nacionalidad legal, finica de la
que nos ocuparemos.

Los datos sobre nacionalidad legal se utilizan principalmente para es-
tudiar:

I.—problemas de estatuto legal, y
2.—problemas de derechos civiles de los inmigrantes.

Las recomendaciones hechas por las comisiones internacionales con res-
pecto a los problemas de la nacionalidad legal, sefialan la necesidad de
distinguir:

a—quiénes son nacionales del Estado ya sea por nacimiento, naturaliza-
cién u otro concepto, y

b.—quiénes son extranjeros, debiendo clasificarse a estos altimos —de
ser posible— segiin el Estado del cual son nacionales.

Tanto nacionales como extranjeros deben clasificarse asimismo por edad
y sexo, forméandose grupos de:

los menores de 5 afios,

de 5 a 14 afios,

de 14 afos en adelante por intervalos de 10 afios hasta 64 afios,
de 64 afios o mas.

En los Estados en los que las tasas de inmigracién sean altas se considera
conveniente el que se clasifiquen ademés tanto a los nacionales como a los
extranjeros,

segiin estado matrimonial,

conforme a sus caracteristicas socio-econémicas,
de acuerdo con su residencia urbana o rural,
teniendo en cuenta su nivel educativo,

habida cuenta de la ciudadania del cényuge, etc.

Las comisiones internacionales consideran igualmente ftil el que, en aqile-
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llos casos en que, como en el del Imperio Britinico, los Estados estin forma-
dos por zonas muy diversas, se clasifiquen sus siibditos segiin la zona de los
mismos a la que pertenezcan.

Frente a estos desiderata, los censos realizados hasta ahora muestran la
siguiente realidad:

algunos paises incluyen en sus cédulas la distincién entre nacionales y
extranjeros, pero no la clasificacion segin el Estado del que estos
iiltimos son nacionales (Argentina, Chile, Estados Unidos),

algunos otros paises, no obstante incluir en sus cédulas, a mas de la
distincién entre nacionales y extranjeros el Estado del cual éstos son
nacionales, no vierten las cifras obtenidas en los resultados censales
(Cuba, Inglaterra y Gales),

algunos paises distinguen entre nacionales por nacimiento y por natura-
lizacién (Chile),

algunos otros forman una categoria especial con los extranjeros que han
dado pasos para su naturalizacion (Estados Unidos),

algunos preguntaron a los naturalizados acerca de nacionalidad o nacio-
nalidades previas a la naturalizacién, lo cual hace que estos datos resul-
ten utiles desde el punto de vista de la adscripcién de los censados a un
grupo étnico (México, Nicaragua),

algunos paises preguntaron, ademés, la nacionalidad de los padres (Argen-
tina, Panama, Paraguay, Venezuela).

Entre los problemas que se presentan en los censos sobre nacionalidad
legal, se cuenta el de las personas sin nacionalidad legal o apétridas. En algu-
nos paises se ha formado con ellas un grupo aparte; en otros, se han adscrito
al grupo de la nacionalidad que tuvieron previamente.

Como segundo problema se presenta el de quienes tienen doble naciona-
lidad (generalmente personas nacidas en un pais en el que rige el jus soli
de padres nacidos en un pais en el que rige el jus sanguinis). En estos
casos, si el censo se realiza en uno de esos dos paises, se les cuenta como na-
cionales; en caso de que el censo se realice en un pais distinto de los dos, se
interrogara al extranjero acerca de la nacionalidad en la que prefiere entrar
en el censo.

Un tercer problema es el planteado por el cambio de fronteras, con res-
pecto al cual no se ha previsto nada internacionalmente.

La comparabilidad internacional de los resultados se enfrenta a otros
problemas de designacién, como es el representado por el caso de los siibditos
del Imperio Britanico que en algunos censos se clasifican como “ingleses”, en
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otros como “briténicos”, en otros bajo “Gran Bretafia”, en otros como “Gran
Bretafia e Irlanda del Norte”, en otros como “siibditos.y colonos britinicos”,
etc., sin que estas denominaciones cubran exactamente la misma extensiéon y
sin que, por lo mismo, sean comparables los datos consignados en cada una
de ellas.

Entre los datos adicionales que es deseable tomar con respecto a la na-
cionalidad legal, ademas de los ordinarios de sexo, edad y estado matrimonial
(con especificacién de ser posible, de la nacionalidad del conyuge), se cuentan
los relativos al ntmero de afios de permanencia de los extranjeros en el
pais, los cuales sirven para estudiar los progresos de la naturalizacién y la
relacién entre la mayor o menor permanencia y la asimilacién de los extran-
jeros. Ademas es importante hacer la clasificacién de los extranjeros por
ocupaciones, ya que las leyes nacionales dejan abiertas a los mismos, sélo al-
‘gunas de ellas y esto puede explicar cierta seleccién de las migraciones, etc.

Entre las preguntas relativas a naturalizacién se cuentan principalmente:

a.—si ha habido o no naturalizacién del extranjero,
b.—cual ha sido la nacionalidad previa,

c—cual ha sido el lugar de nacimiento,

d.—cudl ha sido la dltima residencia.

ESTADISTICAS DE EXTRANJEROS EN BELGICA

Hace 20 afios aproximadamente que las estadisticas oficiales belgas con-
tienen datos numerosos y sugerentes acerca de los extranjeros.

En la practica administrativa, el extranjero se define de acuerdo con
su estatuto juridico de ciudadano, o de acuerdo con su nacionalidad legal, y
no por raza o lugar de origen. Las estadisticas enumeran sélo a los extran-
jeros- radicados en Bélgica con exclusién de los agentes diplomaticos, los tu-
ristas o los militares estacionados en el territorio.

Con respecto al pais de nacionalidad, frecuentemente se incluye en la
misma clasificacién a quienes provienen de los territorios metropolitanos y a
quienes provienen de las colonias en casos como el de Francia, Inglaterra, etc.

Las informaciones estadisticas no proporcionan todos los informes de los
que se dispone acerca de los extranjeros, ya que ciertos datos no son reunidos
o analizados, y otros permanecen inéditos y son utilizados éinicamente por los
organismos oficiales; en muchos casos, los resultados son publicados en for-
ma incompleta y se reunen en clases estadisticas demasiado amplias. Los
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agrupamientos de datos se hacen por circunscripcién administrativa y no por
unidades sociales como seria de desear. '

De ahi que, en una investigacién, deban clasificarse las informaciones
correspondientes seglin:

1.—época en que se obtuvieron los datos,

2.—organismo que intervino en la obtencién,

3.—el hecho de ser las informaciones generales o especificamente referi-
das a los extranjeros,

4.—el hecho de que las mismas se refieran a todos los nacionales y a
todos los extranjeros o que sélo tomen en cuenta ciertas categorias:
adultos, trabajadores, etc.,

5.—el que la fuente sea un censo realizado en fechas determinadas perié-
dicamente, o que sean documentos administrativos que se llevan perma-
nentemente en las oficinas del gobierno.

Censos generales de la poblacién, la industria, el comercio y la agricul-
tura—E]l método de obtencién de estos censos que son las fuentes estadisticas
oficiales mas importantes consiste en:

l.—sefalar una fecha determinada para realizar el Censo,

2.—enviar a cada hogar (o a cada empresa industrial o comercial, segiin
el caso) a grupos de censadores designados por los ayuntamientos.

3.—dotar a dichos censadores de cédulas impresas conteniendo un cierto
nimero de preguntas que se llenan con las declaraciones hechas por
los habitantes,

4.—verificar y transcribir los boletines, formando, mediante el despojo de
los mismos, tabulaciones especiales.

Desde 1910, la verificacién, transcripcién y despojo de las cédulas cen-
sales ha dejado de efectuarse por los ayuntamientos, desarrollindose en cam-
bio la centralizacién de dichas operaciones, de tal modo que ahora sélo la
recoleccién de los datos corresponde a las administraciones comunales en tanto
que las restantes operaciones se realizan por los servicios centrales de estadis-
tica, por medio de maquinas estadisticas, gracias a lo cual:

a.—se eliminan los errores,
b.—se acelera y facilita el despojo.

En esta forma, los censos permiten una enumeracién mas exacta de los
extranjeros que la que pueden proporcionar ciertos registros administrativos
que también pueden resultar dtiles como auxiliares, segiin es el caso del “Re-
gistro de Extranjeros”.
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Mientras en algunos censos, como el de 1920 que estuvo sujeto a limita-
ciones presupuestales en su publicacién, los datos son fragmentarios, en el
censo de 1930 se consigna:

1°—reparticién de habitantes por nacionalidad distinguiéndose la nacio-
nalidad de origen de los extranjeros, el lugar de nacimiento (BéP
gica o el extranjero), y el sexo, por cada jurisdiccién administrati-
va, y dentro de cada una de ellas, por grupos de comunas,
2°—datos sobre la poblacién extranjera en las secciones correspondien-
tes a:
estado civil,
edad,
profesién,
familias,
jefes de familia.

En los censos de la industria, la agricultura y el comercio, en ocasiones
se omite la nacionalidad de los trabajadores (1930), mientras que en otros
casos se seiiala la reparticién de los extranjeros ocupados segiin su sexo, el
grupo de actividad, y la provincia.

El censo econémico y social de 1937 tiene en cuenta:

1.—el pais de nacionalidad de los trabajadores extranjeros,
2.—su reparticién por edad y sexo,

3.—su reparticién por grupos de industria o de comercio,
4.—su- distribucién segiin el monto de sus ingresos,

5.—su clasificacién en obreros, empleados y dirigentes obreros.

Los censos relativos a los desocupados también tienen en cuenta la nacio-
nalidad de éstos, y sefialan:

1.—duracién de la desocupacién,
2.—la edad, etc.

También se toma en cuenta la nacionalidad de los diplomados de la en-
sefianza superior en los datos censales concernientes.

. . 3 . . . ’
Las investigaciones que conciernen especialmente a los extranjeros estin
constituidas por:

I.—Fl Registro de Extranjeros, ya que:

todo extranjero que resida por més de 15 dias en Bélgica, debe obtener
un titre de sejour, inscribirse en el regisire des étrangers y obtener
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un certificado de inscripcion en ese registro, y, al prolongarse su es-
tancia por mas de 6 meses, obtener una carta de identidad.

La utilizaciéon de estos datos debe hacerse, sin embargo, con ciertas re-
servas, ya que las entradas y salidas de los extranjeros no dejan traza
en dichos documentos. :

IT.—Censos especiales de extranjeros como el efectuado en 1939 en vispe-
ras de la movilizacién, y cuyos datos se obtuvieron por medio de
censadores enviados a cada hogar a registrar la presencia de algin
extranjero en él. Los datos asi obtenidos se verificaron por medio de
preguntas a empleadores, huéspedes, etc. »
Los resultados se refieren a extranjeros de mas de 15 afios por:

nacionalidad,

sexo,

edad,

lugar de residencia,

pais de nacimiento,

fecha de llegada a Bélgica,
caricter migratorio,
ocupacion,

estado social, etc.

Entre los extranjeros censados se consideraron aquellos que habian sido
movilizados por su pais y habian dejado Bélgica, pero cuyas fami-
lias permanecian en Bélgica.

I1I.—Estadisticas de permisos de trabajo en el caso de los extranjeros que
ejercen sus actividades conforme a las estipulaciones de un contrato
de trabajo o de un empleo, y estadisticas de cartas profesionales en
el caso de quienes ejercen una actividad profesional independiente.

Otras estadisticas oficiales que contienen datos importantes acerca de los
extranjeros son:

Las estadisticas de matrimonios, basadas en los datos contenidos en las
actas matrimoniales y comunicadas por los oficiales del estado civil,
las cuales, desde 1947 tienen en cuenta la nacionalidad de los cén-
yuges.

Las estadisticas de naturalizacién y de declaraciones de indigenato (com-
prendiendo estas dltimas las declaraciones de opcién, las declara-
ciones de renuncia a la nacionalidad belga por quienes adquieren
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una extranjera, las declaraciones de las mujeres que desean conser-
var o recobrar la nacionalidad belga a pesar de su matrimonio con
un extranjero, etc.).

Las estadisticas de comerciantes ambulantes, hechas por el Ministerio de
Asuntos Econémicos, que se obtienen a partir de las cartas de las
que los comerciantes son titulares obligados. Dichas estadisticas se-
fialan: distribucién por nacionalidad, por tipo de comercio ejerci-
do, por divisién administrativa, etc.

Las estadisticas de aprendizaje artesanal, realizadas por el mismo Mi-
nisterio, y

Las estadisticas de la Fundacién Universitaria, relativas a la poblaciéon
de las universidades y centros de ensefianza superior.

EDUCACION

Los datos sobre educacién importan para:

I.—la planeacién de programas educaitvos,
2.—la difusién informativa,
3.—los programas de mejoramiento econémico, politico y social.

En efecto, los datos sobre educacién indican el nivel cultural y la posi-
cién de los individuos en la comunidad.

Los problemas de estandarizacién de los datos sobre educacién provienen
principalmente de: '

1.—diferencia en los sistemas educativos de diferentes paises (problema
del contenido social),

2.—diferencia en cuanto a las posibilidades estadigraficas de diversos
paises (problema de aproximaciéon metodolégica).

En los censos de poblacién recientes se incluyen tres variedades princi-
pales de datos acerca de caracteristicas educativas:

a.—datos sobre alfabetismo y analfabetismo,

b.—datos sobre el nivel educativo, nimero de afios de escuela y tipo de
instruccion recibida por cada individuo,

c.—datos de asistencia escolar.

De acuerdo con el nivel general educativo de un pais, puede enfatizarse
uno sobre los otros dos tipos de datos; a una poblacién atrasada le interesaran
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sobre todo los datos sobre alfabetismo y analfabetismo; a una adelantada en
este aspecto (Canadi, Estados Unidos, Suecia, Finlandia, Holanda), le intere-
saran mas las diferencias en el nivel educativo, dandose por sentado que la
mayoria de la poblacién esta alfabetizada y que, en caso de no estarlo alguno
de sus miembros este hecho (excepcional ‘en tales paises) podri deducirse de
los mismos datos proporcionados acerca del nivel de instruccién.

La Comisién de Poblacién de las Naciones Unidas propuso que, para
fines censales se definiera el alfabetismo como “la capacidad para leer y es-
cribir un mensaje sencillo en cualquier idioma”, y que los datos sobre el mismo
se tomaran en relacién con la poblacién mayor de 15 afios. A partir de ésta,
los grupos por edad y sexo para la tabulacién de datos sobre analfabetismo
deberin ser los siguientes:

De menos de 15 (si el censo llega a cubrir estas edades). -
De 15 a 19 afios.

De 20 a 24 afios.

Grupos de diez afios de 25 a 64.

De 65 afios o mas.

En los censos realizados por diferentes paises, en la obtencién de datos
sobre analfabetismo se han utilizado tres procedimientos:

I1°—Preguntar si la persona sabe leer (exclusivamente) lo cual no satis-
face los requerimientos de la definicion de persona alfabeta (que
lee y escribe). .

2°—Preguntar si la persona sabe leer y escribir (procedimiento en el que
precisa cuidar de no considerar alfabetas a personas que sélo leen
y escriben su nombre, ya que esto tampoco. se ajusta a lo requeride
por la definicién).

3°—Preguntar separadamente:

a—si la persona sabe leer,

b.—si sabe escribir.

El dltimo de estos procedimientos —desde luego mas fino que los dos
anteriores— tiene la ventaja de permitir la constituciéon de un grupo o cate-
goria de “semi-alfabetos” constituido por quienes saben leer pero no escribir.

En cuanto a la tabulacién de los datos sobre alfabetismo de la poblacién
hay tantas variedades que pueden contrastarse, en un extremo, paises como
Guatemala y la Dominicana que excepto por la distincién entre poblacién
“menor de” y poblacién “mayor de”, no hacen otra distincién, y, en el otro
extremo, paises que, como Portugal, sefialan el alfabetismo de la poblacion

de 7 a 119 afios, de afio en aiio.
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Nivel educativo—La Comisién propuso que se indicara el nivel educa-
tivo alcanzado en términos de afios completos de instruccién cursada, hacien-
do una divisién simultinea por grupos de edad de los interrogados:

personas de menos de 25 afios.

Grupos de 10 afios de intervalo de personas entre 25 y 64.
Personas de mas de 65 afios.

En algunos censos (entre los que se incluyen los de México, Nicaragua,
Perd, Chile, Grecia, Bulgaria, Polonia, Hungria, Suecia y Dinamarca), se
menciona asimismo el #ipo de instruccién al que se refieren los afios de es-
cuela cursados: instruccién universitaria, técnica, comercial, por correspon-
dencia, etc.

En cuanto a los datos censales sobre nivel educativo alcanzado puede
observarse que, no obstante que las cédulas censales muestran a menudo gran
‘riqueza en cuanto a informes que al respecto se exigen a la poblacién censada,
las publicaciones tabulares de los datos recogidos resultan a menudo demasiado
pobres debido, probablemente, a la complejidad de las tabulaciones que seria
necesario hacer de tales datos, asi como al costo de la impresién correspon-
diente. En el caso de México, por ejemplo, en el censo de 1940 la informacion
se redujo a la educacién primaria no obstante que en las cédulas habia refe-
rencias a educacién superior alcanzada.

Asistencia escolar.—Son varios los problemas que, con respecto a la asis-
tencia escolar se presentan para la comparacién censal internacional; en algu-
nos paises se interroga acerca de las personas que asisten a la escuela en el mo-
mento del censo; en otros, se refiere esa asistencia o falta de asistencia a un
periodo determinado (del tantos del mes tal al dia tantos del mes tal); en
algunos paises se adopta para esta pregunta cierta amplitud en las edades de las
personas a las que hay que referirla (;cuéntas personas mayores de tantos
afios y menores de tantos afios asisten o no asisten a la escuela en este mo-
mento? o ;cuantas entre esas edades han asistido entre el dia tantos y el dia
tantos?) ; en algunos paises hay referencia al tipo de institucién al que se
asiste (México, Polonia y Suecia hacen una categoria separada de las personas
asistentes a instituciones especiales del tipo de las academias comerciales y
las escuelas de idiomas); en algunos paises se sefiala el nivel de la escuela
o curso al que se asiste; en algunos (Venezuela) se interroga acerca de las
razones que hay para la falta de asistencia a la escuela de personas en edad
escolar. Las tabulaciones a este respecto sufren, a menudo, serios cortes.

La clasificacion por grupos de edad de los asistentes o faltantes a las escue-
las aparece en casi todos los censos, excepto en el mexicano de 1940, lo que
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limita la utilidad de los datos al faltar la referencia a la edad de quien asiste
o no a la escuela.

POBLACION ECONOMICAMENTE ACTIVA

Las datos relativos a la poblacién econémicamente activa interesan prin-
cipalmente, desde los angulos:

1.—Econémico, y
2.—Sociolégico.

Econémicamente, importan con el fin de determinar:

a@.—Las disponibilidades de mano de obra,
b.—La distribucién de la mano de obra por ramas de actividad,
c.—La importancia relativa de diversas ramas de actividad en la produc-

ci6n total y el ingreso nacional,
d—El curso del desarrollo econémico.

Sociolégicamente, interesan dichos datos para determinar:

a.—La constitucién de diferentes estratos econémico-sociales,
b—La proporcién de asalariados frente a no asalariados,
c—La proporcién de trabajadores manuales frente a trabajadores inte-

lectuales, etc.

Las principales fuentes de obtencién de datos acerca de la poblacién
econémicamente activa son:

1.—Los censos de poblacién.

2.—Los registros de seguridad social (seguros de desempleo, de enfer-
medad, vejez, etc.).

3.—Ocasionalmente, ciertos registros de conscripcion.

4.—OQcasionalmente también, ciertos muestreos que se realizan simulta-
neamente con el censo.

La necesidad de empleo de los censos de poblacién en el estudio de la
poblacién econémicamente activa se pone de manifiesto en cuanto se considera
que, a diferencia de otras fuentes, son los Ginicos que consignan datos acerca de:

a.—personas empleadas en organizaciones caritativas,
b.—trabajadores familiares que no reciben paga,
c—trabajadores domésticos,
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d.—trabajadores agricolas, y
e.—empleados gubernativos.

. * . , 3 . (1%

Se define, en general, como poblacién econémicamente activa, “la parte
de poblacién que suministra el trabajo para la produccién de bienes y servi-
cios econémicos”, incluyéndose a:

a—empleadores,

b.—trabajadores por cuenta propia, )

c.—trabajadores miembros de la familia que no reciben pago en meta-
lico, ya que se considera como “ocupacién lucrativa” aquella por
la que es remunerada la persona que la realiza ya sea en dinero o en
especie, directa o indirectamente.

Deben incluirse:

a—quienes se encuentran realizando esos tipos de trabajo en el momento
del censo, y

b.—los desempleados.

Diferentes reuniones internacionales (El Comité de Expertos de la Lig2
de las Naciones y la Sexta Conferencia Internacional de Estadisticos Labora-
les) han adoptado dos criterios distintos para la identificacién de los miem-
bros de la poblacién econémicamente activa:

1°—Fl criterio de la “ocupacién remunerada” (gainful occupation), y
2°—EFl criterio de la “fuerza de trabajo” (labour force).

El criterio de ocupacién remunerada se basa en la idea de que cadd
persona tiene un papel funcional mis o menos estable, por lo cual se le
interroga acerca de su ocupacién y subsecuentemente se tabulan los datos
que caen dentro del concepto de ocupacién remunerada indicado mas arriba.
Las ventajas que presenta este criterio estriban en la caracterizacién queé
permite hacer de las poblaciones desde el punto de vista econémico y ‘social;
sus desventajas son principalmente las derivadas de falta de precision en
cuanto se trata de personas que no tienen una ocupacién {nica y bien definida
(amas de casa, estudiantes, etc.), asi como las que derivan de una ciert2
falta de objetividad.

Conforme al criterio de fuerza de trabajo, se interroga a los individuos
acerca de la ocupacién que realizan en el momento del censo, o que han reali-
zado en un corto periodo inmediatamente anterior. La principal ventaja en 1
adopcién de este criterio consiste en su objetividad; su principal desventaja
en que los datos obtenidos estin afectados seriamente por condiciones atipicas
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que pueden imperar en el momento de recoger los datos censales, siendo esto
particularmente importante en paises en que se producen amplias variaciones
ocupacionales en cortos periodos de tiempo.

De lo anterior parece desprenderse el que los dos criterios no se exclu-
yen sino se complementan y que, utilizados adecuadamente y en conexi6én con
otras fuentes informativas acerca de los cambios de ocupacién en cortos
periodos pueden dar valiosas indicaciones acerca de la estratificacion y la
movilidad ocupacionales y econémicas.
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NIVEL DE VIDA

Internacionalmente se ha reconocido la conveniencia de distinguir tres
conceptos que a menudo se confunden o usan indistintamente como si fueran
sin6nimos. .

I.—nivel de vida, -~ ,

2.—estéandar de vida,y

3.—norma de vida. -

Nivel de vida sirve para indicar las condiciones reales de vida de un
grupo humano. .

Estandar de vida sirve para designar aquellas condiciones de vida que -
un grupo cree deseable, posible y justo alcanzar.

Norma de vida se refiere a ciertas condiciones de vida que se consideran
convenientes por lo que respecta a fines determinados, y que se alcanzan me-
diante acuerdos o convenios nacionales o internacionales (ejem.: salarios,
horas de traba]o, etc.). e

ficepto de nivel de vida, para ser internacional y humanamente atil -
debe relacionarse con la satisfaccion de necesidades y aspiraciones de indole
muy diversa, que van desde las puramente materiales (de bienestar fisico,
posibilidades de consumo, etc.), a otras de caricter inmaterial como las cul-
turales y educativas o las relativas al goce de derechos politicos.

Sin embargo, si bien es cierto que conceptualmente el nivel de vida debe
integrarse no sélo por la consideracion de los factores materiales sino tam-
bién por la de los inmateriales, no es menos cierto que éstos en ocasiones son
dificilmente manejables; asi, si bien es cierto que puede tenerse un indice
del disfrute estético mediante los datos relativos a la asistencia a los museos
y galerias artisticas éste resultara insuficiente ya que no incluye las motiva-
ciones de los asistentes; en forma semejante, si bien el niimero de votantes
puede ser un indicador politico, su validez y utilidad estaran sujetas a que se
precise si quienes votan lo hacen por propia voluntad o por evitar el que, de
no hacerlo, se les imponga una multa.

De otra parte, la dificil comparabilidad de los niveles de vida entre los ¢
pueblos depende de la relatividad cultural, o sea, de la diferencia de patrones
culturales (de la diversidad de matrices valorativas o de la diferencia de men-

,
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talidad) entre los distintos grupos humanos tanto como de la diversidad

de sus necesidades (en relacién con el medio fisico en el que se desarro-

lan, etc.). _

Asi, por ejemplo, todas las personas necesitan mantener una cierta tem-
peratura corporal, pero, para lograrlo, tiene diferentes requerimientos el
esquimal que el habitante de las zonas tropicales; las calorias necesarias va-
riaran asimismo de acuerdo con miiltiples factores entre los que se cuentan la

) edad, el sexo, etc.

* Por otra parte, aumentan los problemas de comparabilidad en cuanto se
‘ tiene en cuenta que, con los cambios de la moda o el gusto dentro de cada
) sociedad, cambian asimismo sus necesidades.

A fin de salvar, en una primera aproximacién, estas dificultades, el Co-
mité de las Naciones Unidas encargado de la medicién de los niveles de vida,
decidié considerar como denominador comiin el de las necesidades a las que
se ha tratado de dar satisfaccién mediante la fijacion de objetivos politico-
sociales hecha por organismos nacionales e internacionales.

Segiin esto, el Comité concluyé que la forma mas satisfactoria de medir
los niveles de vida en el orden internacional era medir aspectos o partes clara-
mente delimitados de las condiciones generales de vida capaces de ser repre-
_sentadag cuantitativamente y de expresar objetivos-internacionales:-

Dichos aspectos o partes delimitadas de las condiciones generales de vida
(nutricién, salud, vivienda, empleo, ensefianza, etc.), reciben el nombre de
componentes del nivel de vida, y dentro de cada uno de ellos se toman en
cuenta ciertos factores concretos (calorias consumidas, grado de alfabetiza-
cién, etc.), que se utilizan en la medicién estadistica y a los que se conoce

‘comom‘;igmlor‘es. |

El uso de los indicadores plantea, a su vez, ciertos problemas que de-

penden, entre otras cosas, de:

a@.—Que los diversos indicadores sean independientes o interdependientes
entre si (o sea, que estén o no, en cierta forma, implicados unos en
otros).

b—Que dos o més indicadores pueden resultar contradictorios entre si
(o sea que mientras uno sefiala un nivel alto otro sefiala un nivel
bajo de vida en la poblacién).

¢—Que los indicadores se refieran a realidades o a posibilidades (asi
nimero de escuelas es un indicador de posibilidades, como lo es tam-
bién el indicador niimero de maestros en tanto no se precise nimero
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de matriculados (y afin éste es un indicador imperfecto si no se tiene

en cuenta asistencia media, resultados de la instruccién, etc.).

d—Que los indicadores se refieran a medios o a fines (asi, por ejem-
plo, ;el alfabetismo se considera como un fin en si o como un me-

dio de lograr la elevacién técnica y cultural de la poblacién?).

Los indicadores, a su vez, pertenecen a muchos tipos distintos, debiendo’
procurarse, para los fines de la comparabilidad internacional, que se usen los

_de un mismo tipo en la comparacién; asi, se establecen distinciones entre:

1.—Macro-indicadores (ejem.: renta nacional).
2.—Micro-indicadores (ejem.: presupuesto familiar).
De otra parte, se distingue entre:

1.—indicadores personales,
2.—indicadores colectivos.

O bien, seglin un tercer criterio, entre:

1.—indicadores estdticos (ejem.: calorias per capita),

2.—indicadores dinémicos o tendenciales (ejem.: aumento de la produc-
cién agricola, industrial, etc., en relacién con el aumento de pobla- \

cién, o relacién entre inversiones y renta nacional, etc.).

—El procediniiento de los componentesdifiere-substancialmente del proce- "

N

dimiento que se basa en las cantidades de dinero gastado en el consumo, para
apreciar el nivel de vida; en efecto, para valorar el nivel de vida de algulen
importa conocer no sélo cuanto ha gastado, sino en qué ha gastado, pues si el
gasto se ha destinado a elementos perjudiciales, no obstante haber gastado lo

mismo o méis que antes, habra hecho que su nivel de vida descienda.

El procedimiento monetario no carece, con todo, de interés, pero es mu-
cho mas laborioso e impreciso; asi, por ejemplo, se presenta el problema de
la convertibilidad de las monedas, y, de otra parte, el que la diversidad de ne-
cesidades en razén de clima, precios, etc. dentro de los que se desarrolle la
vida de dos personas o grupos por comparar, hagan necesario un procedi-

miento como el siguiente:

Calcular los gastos de la primera persona y determinar en seguida qué
cantidad de dinero necesitaria la segunda persona para adquirir los mismos
bienes y servicios o su equivalente; calculat a continuacién los gastos reales
de la segunda persona, y determinar la cantidad de dinero que en bienes y ser-
vicios tendria que emplear la primera persona para conseguir lo logrado

mediante tales gastos por la segunda persona.
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y

i
b

Pero, alin en el caso del procedimiento de los componentes, es necesario

tener en cuenta que los diversos tipos de indicadores dan lugar a distintos
tipos de comparaciones; asi, puede haber:

1.—comparaciones directas entre individuos (escolaridad, consumo de
calorias, etc.),

2.—comparaciones entre grupos (tasas de natalidad, indices de analfa-
“ betismo, etc.).

~Fn este altimo caso, cuando los indicadores presenten cifras individua-
les, se puede recurrir a los promedios; sin embargo, la comparacién de pro-
medios encierra ciertos peligros si no se tienen en cuenta, ademis, medidas
-de dispersién o de distribucién de la caracteristica estudiada entre distintos
grupos o capas de la poblacién.
"““~Tos problemas técnicos que se presentan en la medicién de los niveles
‘de vida son, en realidad, problemas estadisticos relativos a:

- 1.—La necesidad de obtencién de informes anuales acerca de la varia-
cién en los niveles de vida y, consecuentemente, la necesidad de pro-
greso de las técnicas estadisticas que permitan rendir tales informes.

2.—La necesidad de que las variaciones anuales puedan medirse con gran
precisién, ya que los cambios en las condiciones de vida son, en ge-
neral, excesivamente lentas.

3.—La necesidad de que en la interpretacién de las variaciones anuales
se tengan en consideracién las alteraciones producidas por las varia-
ciones estacionales, ciclicas y seculares.

4.—La necesidad de tener en cuenta que los ciclos econémicos no tienen
la misma significacién ni el mismo efecto en los diversos paises del
mundo y que, consiguientemente, afectan en forma diversa los dis-
tintos indicadores del nivel de vida.

5.—La necesidad de determinar (estadisticamente) los mérgenes de error
(y, por lo tanto los limites de precisién) dentro de los que pueden

moverse las cifras relativas a cada uno de los indicadores del nivel
de vida.

De otra parte, es necesario considerar la necesidad de que, cuando no se
recurra a los censos, se reconozca:

6.—La precision de que la parte de la poblacién estudiada sea represen-
tativa del total de la misma al que se van a hacer extensivos los re-
sultados; o sea, que se obtengan muestras representativas de la pobla-
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cién o universo en estudio mediante una rigurosa aplicacién de los
métodos del muestreo basados en el cilculo de probabilidades.

Ademiés, con fines de comparabilidad, resalta la necesidad de unifor-
mizar:

a.—definiciones,

b.—métodos de recoleccién,
concentracién,
elaboracién e
interpretacién de datos.

—_—
Sin embargo, mis alld de los problemas técnicos estadisticos, existen

. o’ N . U
algunos otros que es necesario enfrentar en la estimacién de los niveles de

vida desde el punto de vista social y cultural; en efecto, es necesario tener en
cuenta el tipo de estructura social en el que se da determinado nivel de vida
para poder apreciarlo en su verdadero significado; asi, por ejemplo, los estu-
dios sobre “salario real” pueden dar lugar a problemas y dudas con respecto
al nimero y situacién de los “trabajadores no remunerados” si se aplican
exclusivamente los puntos de vista de una economia en el que la remuneracién
se entiende como entrega periédica de una cantidad precisa de dinero por un
servicio prestado, y se olvida aquellos tipos de sociedad y economia en los
cuales los servicios se remuneran mediante contra-prestaciones no monetarias,
solidaridad, etc., ya que en tales casos aparecera un alto porcentaje de traba-
jadores no remunerados, no obstante lo cual el nivel de vida no sera tan bajo
como esto haria suponer, en cuanto existen esas otras contraprestaciones no
monetarias que equivalen a dicha remuneracién.

S i

Componeﬂtes del nwel de vida:-

Los componentes del nivel de vida de la poblacién propuestos por el
Comité de las Naciones Unidas es una sintesis selectiva de las listas propor-

% cionadas por los diversos organismos especializados de las propias Naciones

* Unidas, hecha teniendo en cuenta la particular estructura de este organismo.
Sin embargo, conviene sefialar que, cada organismo especializado al formular
su lista obedecié a ciertos criterios, entre los que destacan los establecidos
por la Organizacién Internacional del Trabajo que, al sefialar los componentes
que consideré indispensables para medir niveles de vida tuvo en cuenta:

1.—Su importancia para el bienestar del individuo, conforme a normas °

objetivas generalmente aceptadas.
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2.—La medida en que su deficiencia constituye un problema en rela-
cién con aspiraciones sentidas..
 3—La medida en que depende de la intervencién humana el remedio
de la deficiencia.
4.—La posibilidad de su medicion estadistica.

Los componentes propuestos por el Comité de las Naciones Unidas fueron:

I°—salud, con inclusién de las condiciones demograficas,
2°—alimentacion y nutricion,
3°—educacién, con inclusién de alfabetismo y ensefianza técnica,
4°—condiciones de trabajo,
5°—empleo y desempleo, .
6°—consumo y ahorro globales,
7°—iransporte,
8.—vivienda e instalacién doméstica,
99—vestido,
10°—esparcimiento y recreo,
11°—seguridad social,
12.—libertades humanas.

Indicadores:

I°—Indicadores del componente “Salud, con inclusién de condiciones
demograficas”,

a.—esperanza de vida al nacer,

b.—tasa de mortalidad infantil,

c—tasa de mortalidad bruta anual,

d.—nimero de camas de hospital en relacién con la poblacién total,
e—niimero de médicos en relacion con la poblacién total.

Todos estos indicadores son indirectos, y los tres primeros dependen, en

cierto modo, de los dos dltimos; éstos, ademas, muestran posibilidades mas
que realidades.

2°—Indicadores del componente “Alimentos y nutricién”,

a.—Promedio nacional de la distribucién al por menor de alimentos
expresado en calorias.

b—Promedio nacional de la distribucion al por menor de alimentos
expresado en proteinas.
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c—Promedio nacional de la distribucién al por menor de alimentos
expresado en proteinas animales.
d.—Educacién y propaganda, y legislacién relativa a la alimentacién.

Asi como en el caso del elemento “salud y condiciones demograficas”
cabia establecer las dificultades de comparacién de la tasa de mortalidad bruta
entre poblaciones con una distinta distribucién por edad y sexo, cabe decir
lo mismo con respecto a las necesidades de consumo alimenticio, ya que este
consumo varia en relacién con la edad, el sexo -y el peso corporal por lo que
“la distribucién de las poblaciones por edad y sexo es un elemento importante
para llegar a un juicio vélido sobre la suficiencia en el consumo de alimento”.

3°—Indicadores del componente “Educacién”,

a.—Proporcién de nifios entre 5 y 14 matriculados y asistentes a las

escuelas.
b.—Proporcién de matriculados o asistentes a las escuelas pos-pri-

marias en relacién con:

a.—el total de la poblacién.
B.—el total de nifios entre 5 y 14 afios.

c.—Proporcién de escuelas primarias por cada 100,000 nifios entre
5 y 14 afios.

d.—Proporcién de alumnos por maestro en las primarias.

e—Nfimero total, porcentaje, y distribucién de la poblacién alfabe-
tizada, a partir de cierta edad.

f—Porcentaje de matriculados en instituciones de ensefianza técnica
por cada 100,000 habitantes.

g—Proporcién de diarios circulantes por cada 1,000 habitantes.

h.—Proporcién de libros publicados anualmente por cada 100,000
personas. ’

La UNESCO fija 15 afios como edad limite para la apreciacién del alfa-
betismo, y afiade a este indicador el de la “mediana de los afios completos
de instruccién escolar cursados por la poblacion de 25 o mas afios de edad,
acreditados oficialmente”

4°—Indicadores del componente “Condiciones de Trabajo”.

a—Horas de trabajo por semana,
b.—salario semanal de los trabajadores industriales,
c.—salario real de los trabajadores industriales,
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d.—horas de trabajo por semana establecidas como normales por la
ley o los contratos,

e.—dias de vacaciones pagadas por afio,

f—edad minima de admisién al trabajo.

En este sector, las principales limitaciones dependen del hecho de que
los datos de que se dispone se refieren casi exclusivamente a los trabajadores
industriales que no constituyen sino una parte de la poblacién trabajadora
total.

De otra parte, las comparaciones en cuanto a horas de trabajo deben
hacerse en relacién con la economia total; la disminucién de las mismas puede
representar un aumento del tiempo libre de los trabajadores, pero puede ser
indicador, asimismo, de niveles de desempleo.

5°—Indicadores del Componente “Empleo y desempleo”.

a—Proporciéon de la poblacién econémicamente activa en relacion
con la poblacién total (distribucion).

b.—Proporcién de menores de 20 afios que forman parte de la po-
blacién econémicamente activa.

c—Proporcién de mayores de 65 afios que forman parte de la pobl.

econémicamente activa desocupada.

d.—Proporcién de la poblacién econémicamente ’desocupada.

e.—Distribucién porcentual por ocupaciones,
empleadores,
trabajadores por cuenta propia
miembros de la familia que trabajan sin remuneracion,
empleados.

f—Distribucién por ramas ocupacionales.

Debe sefialarse que existe una correlacion inversa entre los niveles de
vida y la proporcién de personas mayores de 65 y menores de 20 afios in-
cluidas dentro de la poblacién total; algo anilogo ocurre en relacién con la
proporcién de mujeres; sin embargo, es necesario tener en cuenta también
el caricter predominantemente agricola o industrial de la economia.

‘6°>—Indicadores del componente “Consumo y ahorro globales”

a—Proporcién del ingreso nacional gastado en productos alimen-
ticios.
b.—Proporcién de los gastos piblicos invertidos en servicios sociales.

c—Proporciéon entre la inversion en tales servicios y el ingreso
nacional.
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d.—Indice de “consumo personal” per capita.
e—Proporcion entre el consumo personal y el mgreso nacional (y
variaciones correspondientes).
f—1Indice de las inversiones y los ahorros per capita y su coeficiente
de variacién.
g—Proporcién entre tal indice y el ingreso nacional.

Para el estudio de las variaciones en el nivel de vida precisa que se tra-
baje con niimeros indices (en cadena, etc.), expresados en términos de pre-
cios de un afio base.

7°—Indicadores del componente “Transporte”:

a—Kilémetros de via férrea por cada 100 kilémetros cuadrados de
superficie.
b—Nimero de pasajeros-kilémetro anual por cada 100,000 habl-

tantes.
c.—Toneladas-kilémetros de carga anual por cada 100,000 habltantes.
d—XKilémetros de carretera por cada 100 kilometros cuadrados de
superficie. ‘ .
e—Nimero de vehiculos por cada 100,000 habitantes.
f—Namero de pasajeros-kilémetro transportados por aire por cada
100,000 habitantes.

En el caso del nimero de kilometros de carreiera, se recomienda la men-
cién de los diversos tipos de carretera y la longitud correspondiente.
En el caso del nimero de vehiculos, debén incluirse en el mismo:

A.—Automotores, y
B.—Vehiculos de traccién animal, y entre los automotores, debe especi-
ficarse el niimero de los camiones y el de los automéviles.
LA

De estos datos los mis dificilmente obtenibles son los relativos &l kilo-
metraje de las carreteras y al nimero de vehiculos, sin embargo, Ia ohtencmn
de los mismos no es imposible.

En relacién con la diferencia de medios de transporte hay que hacer
notar, en forma anéloga a como se llamé la atencién hacia la relatividad“cul-
tural en otros respectos, que en este sector al juzgar del nivel de V1da al .h'ave,s
de los medios de transporte hay que tener en cuenta la relativizacién que a dicho
juicio impone la geografia de la regién; en efecto, un medio de transporte: qif’
podria considerarse como indicador de un nivel de vida inferior puede no sig-
nificar eso, sino el hecho de. que las condiciones geograficas del palg, lo_¢n-
vierten en el émico medio de transporte utilizable en él. e
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344 OSCAR URIBE VILLEGAS

Una limitacién reconocida por el Comité Internacional encargado de
estudiar los niveles de vida es la que se refiere, en este renglén, al hecho de
que entre los indicadores no se incluyen medios de transporte acuético, u
otros mas personales (bicicletas, mulas, caballos, etc.).

8°—Indicadores del componente “Viviendas e instalacién doméstica”. El
Comité consider6 muy dificil el establecimiento de indicadores ade-
cuados para este componente que permitieran la comparabilidad in-
ternacional, ya que, el concepto mismo de vivienda no esta bien
definido y, de otra parte, la apreciacién del nivel de vida al través
de la vivienda se enfrenta a la relativizacion de dos tipos:

1.—Geografica (relacionada con requerimientos del clima, etc.) y
2.—Sociolégica (vinculada a tipos de parentesco, etc.).

Sin embargo, el Comité propuso indicadores como los siguientes:

a.—Clases de vivienda y materiales empleados en su construccion.
b.—Superficie por ocupante.
c.—Personas por unidad de vivienda.
d.—Suministro de agua:
potable,
para otros usos.
e.—Servicio sanitario y alcantarillado.
f—Servicios pablicos e instalaciones comunales.

9—Indicadores del componente “Vestido”:
Este componente se encuentra relativizado por:

a—el clima,

b.—el empleo,

c.—la situacién social,
d—la tradicién,
e.—la moda.

No obstante, se considera conveniente que, para apreciar el nivel de vida
de una poblacién se incluyan datos no sélo sobre el vestldo, sino sobre som-
brero y calzado.

10°—Indicadores del componente “Esparcimiento y Recreo” (Ejemplifi-
cacion) :
a—Numero de butacas en cinematégrafos y teatros por 100,000 ha-
bitantes,
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TECNICAS ESTADISTICAS 345

¢/ b—Namero de aparatos de radio por 100,000 habitantes.
c—Nuamero de telerreceptores por 100,000 habitantes, etc.).

A los indicadores que como ejemplificacién se dieron respecto al com-
ponente “esparcimiento y recreo” es necesario agregar descripciones y datos
numéricos tan detallados como se pueda sobre diversas formas de esparcimiento
y recreo existentes en diversas poblaciones ya que, fuera del mundo occiden- .
tal, la carencia de cines, teatros, radio y tele-receptores, etc., podria deformar
la visién del nivel de vida de las poblaciones, en caso de no considerarse las
formas alternativas de satisfaccion de las necesidades de esparcimiento.

'1°—Indicadores del componente “seguridad social”. Incluyen princi-
palmente informes acerca de los diferentes tipos de seguro de ancia-
nidad, de desempleo, etc., de subsidios familiares y de todas aquellas
prestaciones ofrecidas por los servicios de seguridad social o sus
equivalentes; sin embargo, el Comité no llegé a especificar los indi-
cadores pertinentes en dicho renglén de la medicién del nivel de vida.

12°—Indicadores del componente “libertades humanas”. Como ejempli-
ficacion de los posibles indicadores de este componente, el Comité
menciona la participacién de la mujer en diversas actividades, su si-
tuacién legal y su situacién politica.
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FORMACION DE UNA SERIE SENCILLA:

Datos sin ordenar:

4 4 5 4 3 1.—Namero de datos: 20
5 5 4 3 2 2.—Columna de nimero progre-
sivo:
6 6 6 6 2 3.—Minimo: 2
7 7 7 7 7 4.—Consignacion en una segunda
columna '
N x
1 2
4 4 5 4 3 2
5 5 4 3 2 3
6 6 6 6 2
7T 7 1 71 7 20
5.—Sefialar en los datos sin orde-
nar los que ya se hayan re-
gistrado en la columna x.
(estado de la tabulacién hasta
N = 10)
N x
1 2
W W5 N 3 9 2
5v 5V 4V 3V 2/ 3 3
6 6 6 6 2¢/ 4 3
7 7 71 7 7 5 4
6 4
7 4
8 4
9 5
10 5
20 —

OO0 d W ==

Serie re-
sultante:

=
]

O oONO0 U Wwh -
[ A I ) B
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350 OSCAR URIBE VILLEGAS

6.—Proceder en la misma forma N
hasta llenar la casilla de en-
frente del Gltimo nimero 10 |
progresivo y haber checado 11 |
todos los datos del conjunto. | 12 |

4 4 5V 4V 3/ 13 |
NEVEVEVEY 1 |
6V 6V 6/ 6/ 2/ 15 |
|
|
|
|
l

R

(AVARAVARAVANAVAN V) 16
17
18
19
20

ENEEN BEN BN B = W e e e WNJ, BV |
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FORMACION DE UNA SERIE DE FRECUENCIAS:

Datos sin ordenar:

- NN
oo e
N oA W,
IS TN
N St

INE VAR YA Y,
5v 5V 4V 3V 2/
6/ 6\ 6V 6 2V
AVAR VAR VA VAV

1—Minimo: 2
2.—Consignado en primer término en la co-
lumna de las x;: '
x

2
3.—Diferencia entre la magnitud de un dato
y la del siguiente:
3—2=1
4.—Minimo + 1, 2, 3, veces la diferencia mi-
nima:

o vl wo|d

7 (valor méximo)

5.—Recuento mediante cuadretes y sefial de
los ya contados frente a los datos

2 L

3 L

4 [

5 [

6 [

7
6.—Cuenta de cuadretes | |- O 0O F =
=20
debe ser igual a total de datos =20

7.—Recuento de los cuadretes correspondien-
tes a cada valor de x; (frecuencia — F)

s | f

Tabulacién resultante,

ndE Wb NN

QNGB W
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CALCULO DIRECTO DE LA MEDIA ARITMETICA EN SERIES

DE CLASES Y FRECUENCIAS

Edad de los individuos varones de una muestra de la poblacion filipina
tomada en el afio de 1939

Clases de edad fi m; mifi
5 a menos de 15 27 10 270 - Zmf
15 25 19 20 380 =TS
25 , 35 14 30 420 1970
35 45 9 4v0 360 ;a — — 24‘.9
45 55 6 50 300 79
55 55 4 60 240
— Media aritmética
79 1970 24, afios 10 meses.

CALCULO DE LA MEDIA CUADRATICA

Puntos en que difirieron (por exceso o por defecto) con respecto a la
puntuacién media las personas sometidas a una prueba

Diferencias de

2

puntuacion : f i me i
—45 —35.1 6 —40 1600 9600 W
—35 —251 11 —30 900 9900 %= ‘/ S
—25 —151 11 —20 400 6000 fs
—15 — 51 18 —10 100 1800 57 600
— 5 49 20 0 0 0 %= ‘/
5 149 19 10 100 1900 124.
15 249 16 20 400 6400 x, =-/464 21.54
gg Zig 13 i?) 1 ggg }2 gg(()) Media- cuadratica de' !as di-
- ferencias de puntuacién con
124, 57600 lespecto a la puntuacién me-

dia: 21.54 puntos en mas o
en menos.
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CALCULO DE LA MEDIA ARMONICA EN EL CASO DE SERIES
DE CLASES Y FRECUENCIAS

Distribucién de los ingresos de un grupo de personas

Monto de los
ingresos fi i m ”f‘—lf ! .
50 amenos de 150 800 100 .01000 8.00
— Em;‘lf; -1
150 250 500 200 .00500 250 = (. )
250 350 350 300 .00333 1.16 2fy
350 450 275 400 .00250 .68 13.68 \ -1
450 550 225 500 .00200 45 A= ( 5758
550 650 200 600 .00166 .33
650 750 175 700 00M2 25 - 2795 .
750 850 150 800 .00125 .18 " 13.68
850 950 120 900 00111 13 g o smicade los in.
9705 13.63 BFesos del grupo: 204.3

CALCULO DE LA MEDIA GEOMETRICA DE UNA SERIE
DE CLASES Y FRECUENCIAS

Indices de precios de un grupo de articulos durante 3 afios

(fndices mensuales)
Indices de precios fi m; log m; (log m;) fs
90 a menos de 95 4 92.5 1.96614 7.86456
95 100 10 97.5 1.98900 19.89000.
100 105 12 102.5 2.01072 24.12864
105 110 10 107.5 2.02141 20.21410
36 72.09730
_ . 2(log.my)fy
x, = Antilog s
_ .. 72.09730
Xg = Antilog T

%, = Antilog 2.00270
%, = 100.63
Media geométrica de los indices de precios de los tres afios: 100.63.
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CALCULO DE LA MEDIA ARITMETICA CON APLICACION DE LOS
DOS PRINCIPIOS SIMPLIFICADORES

Distribucion por edades de los individuos varones de una muestra de la
poblacién filipina tomada en 1939

Clases de edad fi my mi—m T g T g
1] l
5 15 27 10 —30 —3 —8l
15 25 19 20 —20 —2 38
25 35 14 30 —10 1 —14
35 45 9 - 40 0 0 0
45 55 6 50 10 1 6
55 65 4 60 20 2 8
65 —133
14
—119

m’ media adivinada
m; puntos medios
i intervalo
f¢  frecuencia de clase
x, media aritmética
my — m’ desviacién de los puntos medios (m;) con respecto a la media
adivinada (m’).

my—m’

- desviacién de los puntos medios (m;) con respecto a la media
l .
adivinada (m’) en unidades del intervalo (7).

Xo=m' + [ E(mt—im’)f‘ | ;
=,

— —119
% = 40 - 7 10

% =40 4+ [(—1.5) X 10] =40 4+ (—15) =40 —15=25
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CALCULO SIMPLIFICADO DE LA MEDIA ARITMETICA EN SERIES
CON INTERVALOS DIFERENTES

Clases fs m; mi—m’ (my—m’)fi

1 —15 43 8 —17 1731
15 —35 34 25 0 0
35 —65 19 50 25 475
96 ‘ — 256

- - 2 (m¢ e m’) f;

— ’
Xg =m + ————-—2 5
%y = 25 4 — 256 _ 95267 = 22.33

96 ’ -
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CALCULO CONJUNTO DE LA MEDIA ARITMETICA, LA DESVIACION
MEDIA CUADRATICA Y LAS MEDIDAS DE ASIMETR{A Y DE
CURTOSIS EN UNA SERIE DE CLASES Y FRECUENCIAS

Nimero de personas expuestas @ enfermarse durante el préximo aiio
en un grupo de asegurados

Edades  Expuestos m, d/ dif, di2f; di3f di*fs
15 a 199 35 17 —4 — 140 560 — 2240 8 960
20 24.9 145 22 —3 —435 1305 —3915 11745
25 29.9 160 27 —2 — 320 640 — 1280 2 560
30 34.9 150 32 —1 — 150 150 — 150 150
35 39.9 125 37 0 0 0 0 0
40 44.9 100 42 1 100 100 100 100
45 49.9 90 47 2 180 360 720 1440
50 54.9 75 52 3 225 675 2025 6075
55 59.9 50 57 4 200 800 3200 12800
60 64.9 35 62 5 175 875 4375 21875
65 69.9 25 67 6 150 900 5400 32400
70 74.9 15 72 7 105 735 5145 36015
75 19.9 5 71 8 40 320 2560 20480
80 84.9 3 82 9 - 27 243 2187 19683
85 89.9 1 87 10 10 100 - 1000 10000
1014 —1045 7763 — 7585 184283
1212 26 712
Sumas 167 19 127
Divididas entre 1 014 1646  7.655 18.862 181.590
Momentos con respecto a la
media arbitraria '’ ue’ s’ T

Potencias crecientes del primer momento con respecto a la media arbitraria:

Primera: W’ = .1646
Cuadrado: %2 =.0271
Cubo: " = .0045
Cuarta: "t = .0007
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Momentos con respecto a la media aritmética:
Primero: p; =0
Segundo:  po = pg’ — wy"? = 7.655 — .0271 = 7.384
Tercero:  pg = pa’ — 3pa'ne” + py® = 18.862 — 3(.1646) (7.655 -
4+ 2 (.0045)
ps = 18.862 — 3.78 4 .0090 = 15.172.
Cuarto: Me = e — dpa'ps” + 60y e — 3t = '
pe = 181.59 — 4 (.1646) (15.172) + 6 (.0271) (7 384) —
— 3 (.0007) =
pg = 181.59 — 9.9892448 - 1.2006384 — .0021 = 172.7992936

Momentos con Tespecto a la media aritmética en unidades originales.
Potencias del intervalo de clase:
Primera: = 5
Segunda: # = 25
Tercera: =125
Cuarta: 7t = 625

Multiplicacién de los momentos con respecto a la media aritmética en
unidades del intervalo por las potencias de éste:

Primer momento: p; = .1646 X 5 = .8230
Segundo momento: p, = 7.384 X 25 = 184.6
Tercer momento: pg = 15.172 X 125 =1896.5
Cuarto momento: pg = 172.8 X 625 = 108 000

Obtencién de la media aritmética:
%o =m’ + w = 37 | .8230 = 37.823
Obtencién de la desviacién media cuadratica:
6 = V2 = V/184.6 = 13.58
Obtencién del indice pearsoniano de asimetria:

1896.5 18965
(13. 58)3 25069

1=

Obtencién del indice pearsoniano de curtosis:

108 00
By = 2 — 0 316
ot 34077
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INTERPOLACION DE UNA CURVA NOR

Distribucién por edades del

Clases de edad fe L—7%, Li—x, L — %,
0 10 — 10 —49.07 —2.53
10 20 — 45 —39.07 —2.02
20 30 — 125 —29.07 —1.50
30 40 — 210 —19.07 —0.98
40 50 — 280 — 9.07 93 — 047
50 60 — 295 10.93
60 70— 185 20.93
70 80 — 105 30.93
80 90 — 40 40.93
90 100 — 5 50.93

Valores calculados previamente:
xg = 49.07
¢ = 19.37
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MAL POR EL METODO DE LAS AREAS

os pobladores de un caserio

Areas de dist.

Li—% Areas entre la x, A’re:as en a;ada e el wadtaria
yl y L wniervato fo;
4943 . .0160 20.8
4783 .0451 58.6
4332 0967 125.7
.3365 ' JA557 202.41
0.05 .1808 .0199 2007 260.9
0.56 2123 1924 250.1
1.08 .3599 1476 191.9
1.60 4452 0853 - 1109
2.11 4826 0374 48.6
2.63 4957 0131 170

Las cifras de la dltima columna son las que tedricamente deberian esperarse
de ser la distribucién normal; si se comparan con las correspondientes frecuen-
cias reales f; podra verse en qué clases de edad hay deficiencias y en cuales
excedencias con respecto » lo que deberia esperarse que ocurriera normalmente.
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OSCAR URIBE VILLEGAS

INTERPOLACION DE UNA CURVA DEL SISTEMA DE

Nimero de personas expuestas a enfermarse dui

Puntos me-
dios de las Expuestos — m; — %, sig-
clases de ! fi = %a PR % Po P o
: edad m;
17 35 —20.823 —1.53 .1238 1248 —
22 145 —15.823 —1.17 2012 3840 —
27 160 —10.823 —0.80 .2897 5469 —
32 150 — 5.823 —0.43 3637 4403 —
37 125 — .823 —0.06 .3982 0716 —
42 100 4.177 -+ 0.31 .3802 3423 +
47 90 9.177 0.68 3166 5463 -+
52 75 14.177 1.04. 2323 4635 -+
57 50 19.177 141 1476 2107 +
62 35 24.177 1.78- 0818 —.0245 —
67 25 29.177 2.15 0396 —.1380 —
72 15 34.177 2.52 0167 —.1408 —
7 5 39.177 2.88 0063 —.0962 —
82 3 44.177 3.25 0020 —.0499 —
87 1 49.177 3.62 0006 —.0208 —

Valores obtenidos anteriormente:

x, = 37.823
o = 13.58
Bl = .756

B = 3.16
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- GRAM-CHARLIER A UNA SERIE DE CLASES Y FRECUENCIAS

ante el préximo afio en un grupo de asegurados

Sfi

— 167\/B19s P4 A42(B2—3)ps  Suma Suma
4 .0181 — .6888 —.0046 1373 51.25
- .0557 — 6720 —.0045 2524 94.22
4+ .0793 —.1247 —.0008 .3682 137.44
-+ .0638 7001 -+ .0047 4322 161.34
-+ .0104 1.1894 - .0079 4165 155.47
— .0496 9250 -} .0062 .3368 125.72
— 0792 1391 - .0009 2383 88.95
— 0672 —.5389 —.0036 .1615 60.28
—.0306 — 7347 —.0049 1121 41.84
-+ .0036 — .4887 —.0033 0821 30.65
+ .0200 —.1332 — 0009 0587 21.91
+ .0204 .0871 -+ .0006 0377 14.07
4 .0139 .1389 - .0009 0211 7.88
4+ .0072 .1039 -+ .0007 0099 3.70
+ .0030 0547 +-.0004 .0040 1.49
.. Sfa  1014X5 _
Ordenada maxima: =323 373.3

Valores necesarios para el célculo:

Br = \/ 756 = .8604; 167 \/B1 = 1449 = .145

By— 3 = 3.16 — 3 = .16: 42(B2—3) = .0067
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OSCAR URIBE VILLEGAS

POBLACION ECONOMICAMENTE ACTIVA EN KALABA

Pobl. en
Afios x millones xy x?
y

1946 1 5.2 5.2 1
1947 2 5.5 11.0 4
1948 3 5.5 16.5 9
1949 4 5.8 23.2 16
1950 5 6.0 30.0 25
1951 6 6.2 37.2 36
1952 7 6.5 45.5 49
1953 8 6.5 52.0 64
1954, 9 6.8 61.2 81
1955 10 7.0 70.0 100

55 61.0 351.8 385

Sx Sy S(yx) S(%?)

Ecuacién general:
y—=a- bx
Ecuaciones de interpolacién:
Sy = Na 4+ S(x)b
S(yx) = S(x)a + S(x*)b
Substitucién de valores:
61 = 10a 4 55b
351.8 = 55a -+ 385b

Resolucién del sistema por determinantes:
Eliminante:

|| é‘; 322 1| — 3850 — 3025 = 825
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Determinante para a:

| 6l 55 | _- — =
| 3518 385 | s — 103l =410
Determinante para b:
|55 3518 | _10ciq_ aacs —
[0 o |TPsIB—8se=16
" Valor de a:
. Determinante para a — 4 136 — 5.01

Eliminante 825
Valor de b:
b — Determinante para b — _16_3 = 0.1975

Eliminante 825
Ley del fenémeno:
y = 5.01 4 0.1975x
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POBLACIGN ECONOMICAMENTE ACTIVA EN KALABA

Pobl. en
Afios x millones <y x'2
Y
1946 —4 5.2 —20.8 16
1947 -3 5.5 —16.5 9
1948 —2 5.5 —11.0 4
1949 —1 5.8 — 5.8 1
1950 0 6.0 0 0
1951 1 6.2 6.2 1
1952 2 6.5 13.0 4
1953 3 6.5 19.5 9
1954 4 6.8 27.2 16
0 54.0 —54.1 60
65.9
11.8
S S(y) S(«’y) S(x2)
Mediana de los afios con respecto a la cual se
calcularon los valores de equis como des-
viaciones: 1950

Ecuacién general:
y=d 4+ bx
Ecuaciones de interpolacion:
Sy = Na’ 4+ S(x’)b
S(yx’) = S(x’)a + S(2"2)b
Substitucion de valores, previa simplificacion:
Sy = Na
S(yx’) = S(x2)b

Substitucion:
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54 —9d
11.8 = 60b

Resolucién de las dos ecuaciones independientes:
g:%:m b=—8_ 106

Ley del fenémeno:

y = 6 + 1962
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POBLACION ECONGMICAMENTE ACTIVA EN KALABA

Afios x” Po.bl. er 2y x/’2
millones
1946 —4.5 5.2 —23.40 20.25
1947 —3.5 5.5 —19.25 12.25
1948 —2.5 5.5 —13.75 6.25
1949 —1.5 5.8 — 8.70 2.25
1950 —0.5 6.0 — 3.00 25
1951 0.5 6.2 3.10 25
1952 1.5 6.5 9.75 2.25
1953 2.5 6.5 16.25 6.25
1954 3.5 6.8 23.80 12.25
1955 4.5 7.0 31.50 20.25
0 61.0 —68.10 82.50
84.40
16.30
Mediana de los afios, con Tespecto a la cual
se tomaron las equis como desviaciones: 1950.5
Ecuacién general:
y =d” + bx”
Ecuaciones de interpolacién:
Sy = Na”’ 4 S(x”)b
S(yx”) = S(«”)a + S(x"?)b
Ecuaciones simplificadas:
Sy = Na”
S(yx”) = S(«"%)b
Substitucién de valores:
61 = 10a”
16.30 = 82.50b
Resolucién de las dos ecuaciones independientes:
. _ 1630
¢’ =15 6.1 b= 8950 = 197

Ley del fenémeno:
= 6.1 + .197«"”
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POBLACION ECONOMICAMENTE ACTIVA EN KALABA

Pobl. en '
d (44
Aiios X millones X"y X
1946 —9 5.2 — 46.8 8l
1947 —7 5.5 — 385 49
1948 -5 5.5 — 275 25
1949 -3 5.8 — 174 9
1950 —1 6.0 — 60 1
1951 1 6.2 6.2 1.
1952 3 6.5 19.5 9
1953 5 6.5 32.5 25
1954 7 6.8 47.6 49
1955 9 70 63.0 81
0 61.0 —136.2 330
168.8
32.6
S(X") S(y) S(yX”) S(X"'2)
Mediana de los afios, con respecto a la cual
se tomaron las equis como desviaciones
en medios afios o semestres: 1950.5

Ecuacién general:
y=a" 4 b'X”
Ecuaciones de interpolacién:
S(y) = Ne”’ + S(X")¥’
S(yX”) = S(X")a + SQX") ¥
Ecuaciones simplificadas:
S(y) = Nda”
S(yX”) = S(X"?) b’

Substitucién de valores:
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61 — 10a”
32.6 = 3300’
Resolucién de las dos ecuaciones independientes:
a = o = 6.1
10
b = 326 = .0987
330

Ley del fenémeno:
y = 6.1 + 0987 X"

X” (como desviacién semestral)

0 y =61+ 1974 %"

x”” (como desviacién anual)
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CRECIMIENTO- DE LA POBLACION DE KALABA *#

(Poblacién en centenas de millar)

Afios X”  Habitantes X" yX"2 X" T X7
1830 —9 5 81 405 6 561 — 45
1860 —7 15 49 735 2401 — 105
1870 —5 25 25 625 625 — 125
1880 —3 45 ‘9 405 - 81 — 135
1890 —1 65 1 ' 65 1 — 65
1900 1 90 1 90 1 20
1910 3 120 9 1080 81 360
1920 5 155 25 3875 625 775
1930 7 190 49 9310 2401 1330
1940 9 230 81 ) 18 630 - 6561 2070
0 940 330 35220 - 19338 — 475
SRR : 4,625
o 150
SXX”)  S(y) S@&x”2)  S(yX"?) S(X"4) S(yX”)

Ecuacién general: y=a" + 'X’ + b'X"

Ecuaciones de Interpolacién:
- S(y) =Na’ + S(X”)e” + S(X"2) b
S(yX”) = S(X”)d” + S(X"%)¢” + S(X")
S(yX™) = S(X™) " + S(X") " + S(X") bt

Simplificacién:
S(y) = Na” + S(X"2)¥’
S(yX”) — S(X”)c”
S(yX”2) = S(X"?)a” 4 S(x"4) b’
Substitucién de valores en el sistema formado por las ecuaciones primera
y dltima, y ulterior substitucién en la ecuacién independiente:

* Kalabé es un sitio inexistente, creado con propdsitos pedagoglcos a semejanza del
“idioma de Kalabé” que aparece en los problemas controlados del libro de PIKE, K. L.:

Phonemics.


compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo


372 OSCAR URIBE VILLEGAS

940 = 10’ + 330%
35220 = 330 a” + 19338 &’

Resolucién del sistema mediante determinantes de 2° orden:

Eliminante: | 10 330 |
| 330 19338 |

' = 193 380 — 108 900 — 84480
Determinante paraa: | 940 330 |

| 35220 19338 |

= 18177 720 — 11 622 600 =
= 6 555 120

Valor de a:

Determinante para @ 6555 120

— = 77.59
Eliminante 84,480

Determinante para b:

10 940 '
= 352 200 — 310 200 = 42
330 35220 000

Valor de b:

5 Determinante para b 42 000
"~ Eliminanie 84480

= 497

Para encontrar el valor de c, utilicense la ecuacién independiente:
SyX” = S(X"?)c

Substitucion de valores:

150 = 330 ¢
150
c=—= .45
330

Ley del fenémeno: :
y = T7.59 4 45 X" 4 497 X2
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)

CRECIMIENTO DE LA POBLACION DE KALABA

Pobl. en

Aiios x " millones x'2 “yx/? «* yx
1860
1870 —4 15 16 24.0 256 — 6.0
1880 —3 2.5 9 22.5 81 — 15
1890 —2 4.5 4 18.0 16 — 90
1900 -1 6.5 1 6.5 1 — 65
1910 0 9.5 0 0.0 -0 0.0
1920 1 12.0 1 12.0 1 12.0
1930 2 15.5 4 62.0 16 31.0
1940 3 19.0 9 171.0 81 57.0
1950 4 23.0 16 " 368.0 256 92.0
0 94.0 60 684.0 708 — 29.0
192.0
163.0

Ecuacién general:

y=da + % + b
Ecuaciones de interpolacién:
S(y) = Na’ 4+ S(«’) ¢’ + S(x%) b
S(yx’) = S(«')a + S(x2)c’ + S(«"2) ¥’
S(ya?) = S(2)d + S + SO
Simplificacién: |
S(y).= Na’ + S(«2)V
S(yx’) = S(2?)c’
S(yx2) = S(«2)d’ + S(¢*) ¥’

Substitucién de valores en las ecuaciones primera y tercera que forman siste-
ma, y después en la independiente:

C 94 = 9 + 60b
684 = 60a’ - 7080’
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Resoluciéon del sistema:

Eliminante: 9 60 6372 — 3600= 2772
60 708 —_—

Determinante de a: 94

60 _ 66552 — 41 040 = 25512
684 708

Valor de a:

.— Determinante para @ _ 25512
o Eliminante - o272 7

Determinante para b:

60 684«:6156_594«():516
9 94 —
Valor de b:
- , 6
b — Determmatlte para b — 51 = .0861
Eliminante 2772

Para encontrar el valor de c, utilicese la ecuacién independiente:

S(yx’) = S(x2)c

163 = 60c¢
163
= —=27
c 0 1

Ley del fenomeno:

3 =192+ 271 x + 0861 x?
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DISTRIBUCION DE INGRESOS EN KALABA EN 1850

Cientos de Millones de

untdades
moneta- personas
rias de que perev
ingreso ben ese
mensual ingreso
x y & yz~! (&)
52
1 1.08 1.000 1.0800 1.000
2 73 .500 .3650 250
3 .65 333 2167 110
4 A7 : 250 1175 062 -
5 37 200 0740 .040
6 41 .166 0680 027
7 .36 142 0511 .020
8 31 125 .0387, 015
9 28 J11 .0310 012
10 .26 .100 .0260 010
4.91 2.927 2.0680 1.546
S(y) S(x) S(yx=1) S(x 1)

Ecuacién general:

y=a+ bx~?
Ecuaciones de interpolacién

S(y) = Na + S(=~1)b
S(yx—1) = S(x=a+ S(x)%
Substitucién de valores:
2.0680 = 2.927a -+ 1.546b
491 = 10a 4 2.927b
Resolucién del sistema de ecuaciones por medio de determinantes:
Eliminante:

| 10 2.927 | _ 1546 — 8.567320 = 6.892671
| 2927 1546 | —



compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo


376 OSCAR URIBE VILLEGAS

Determinante para a:

| 491 2927 | _ 750086 — 6.0319616 = 1.5688084
| 20680 1.546 | idttel

Valor de a:

Determinante para ¢ _ 1.5688984 29
Eliminante ~ ~ 6.892671

a=

Determinante para b:

| 10 491 | _ 90,608 — 14.37157 = 6.23643
| 2927 2.0608 |
Valor de b:
b— Determi.na.nte para b _ 6.23643 — 094
Eliminante 6.802671

Ley del fenomeno:
y=.22+40.94x1
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CRECIMIENTO DE LA POBLACION DE LA REPUBLICA MEXICANA
(1895 - 1950)

~ Pob. en
Afos x millares log ¥ x log y x2
1895 5 12 632 4.10147 20.50735 25
1900 10 13 607 4.13376 41.33760 100
1910 20 15 160 4.18070 83.61400 400
1921 31 14 335 4.15640 128.84840 961
1930 40 16 552 4.21885 168.75400 1 600
1940 50 19 653 4.29343 214.67150 2500
1950 60 25791 4.41147 264.68820 3 600
216 29.49608 922.42105 9186
Sz S(log ) S(x log y) S(x*)
Ecuacion general:
y = ab°

Transformacién por logs.:
logy=1loga+ xlogb
Ecuaciones de Interpolacién:

Slogy=Nloga-+ S(x) logb
S(x log y) = S(x) log a 4 S(2?) log b

Substituciéon de valores:

29.49608 = 7 log @ + 216 log b
922.42105 = 216 log @ + 9186 log b

Resolucién del sistema por medio de determinantes de segundo orden:

loga = 4.04080
log b = 0.005604

Ley general del fenémeno en forma logaritmica:
log y= 4.04080 -~ 0.005604 «

(% con origen en 1890 como se indica en la columna correspondiente).
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AUTOMOVILES REGISTRADOS POR CADA 100 PERSONAS EN LOS
ESTADOS UNIDOS DE AMERICA

S1'-—b(1+c)
a =

n

¢ = /0062

¢ = antilog

log .0062
3

Substitucién de valores:

(1905-45)
Automo-
viles
Afios  por 100 y—1
personas

Yy
1905 .09 11.110
1910 .50 2.000 S;= 13.513
1915 2.48 0.403 _
1920 8.72 0.114 } Dy = —13.296
1925 1750 0057 > S;= 0217 Q = 0.0062
1930 21.57 0.046 . .
1935  20.57 0.048 } Dz =— 0083
1940 24.26 0.041 Ss = 0.134
1945 21.95 0.045

Ecuacién general:
y~1=a -+ bc®
Férmulas para los parametros:
c=v0Q
c—1
b=D1 —
(e»—1%)

log .0062 = 3.79239

entre: 3 — 1.26413

= antilog 1.26413 = .1837
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1837 —1 —.8163
b—=—13296 —— M — —13.206 —————
(.0062 — 1)2 (—.9938)2.
b =10.98
o 13.513 — 10.98(1.1837)
. 3
13.513 — 12.997026 515974
a= 3 = 3 =.171991

Ley general del fenémeno:

y—1=.171991 -} 10.98(.1837)"
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POBLACION ECONOMICAMENTE ACTIVA
Método de los Momentos Factoriales

Aiios x y F f F: 12”
*1946 1 52 5.2 52
1947 2 5.5 10.7 15.9
1948 3 5.5 16.2 32.1
1949 4 5.8 22.0 54.1
1950 5 6.0 28.0 82.1
1951 6 6.2 34.2 116.3
1952 7 6.5 40.7 157.0
1953 8 6.5 47.2 204.2
1954 9 6.8 54.0 258.2
1955 10 7.0 61.0
61.0
Fio Fgo

Ecuacién general:
y=A4+bx—1)
Ecuaciones de interpolacién:

Momentos factoriales:

N(N—1

Ff:NA+—(——2—)-b
_N(N—1) NWN—1) (N—2)
Fl=——m—4+— .

Substitucién de valores: "

61 =10A+10><§-b

9 9 .8
2582 =10 X -4 +10 X=X -b
X2 + X2><3

61 =104 4 45b
258.2 = 454 + 120b
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Resolucién del sistema de ecuaciones mediante determinantes:

Eliminante:
10 45]— 19200 — 2025 — —825
45 120 —

Determinante para 4:

61 45| 7320 — 11 619 = — 4 299
2582 120
Valor de 4:
Determinante para A _ — 4,299 _
4= Eliminante T — 825 521

Determinante para b:

10 61
= 2582 — 2745 = — 163
- 45 258.2 582 '

Valor de b:

__ Determinante para b —163

_ = = 0.197
b Eliminante — 825

Ley del fenémeno:
y = 5.21 4 0.197(x — 1)
y = 5.21 4+ —0.197 + 0.197%
y =5.013 + .197x
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MILLARES DE PERSONAS TRANSPORTADAS MENSUALMENTE POR
LOS FERROCARRILES DE KALABA EN EL PERIODO 1910-1955

Afios y F, Fy Fy
1910 6 6 6 6
1915 15 21 27 33
1920 28 49 76 109
1925 45 94 170 279
1930 66 160 330 609
1935 91 251 581 1190
1940 120 371 952 2142
1945 153 524 1476 3618
1950 190 714 2190

1955 231 945

Férmula general:

y=a+ (N—1)a; +

Momentos factoriales:

(N—1)(N—2)
5 az

N—1 N—1N—2
N—1 N—1N—2 N—1N—2N—3
N — N N
B=N—mgetN—— otV ———7 =
N—1N—2 N—1N—2N—3 N—1
'N el
Fg=N—3 3 et N——=—3 7 atN—;
N—2N—3N—4
3 4 5

Substitucién de valores:
' 945 = 10a9 + 45a; 4+ 120a,
2190 = 450y -+ 120a; + 210a,
3 618 = 1204y 4 210a; + 2524,

Eliminante del sistema:
10 45 120
45 120 210
120 210 252

= 108 900
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Determinante para ao

945 45 120
2190 120 210
3618 210 252

= 653 400

Valor de ao:
Determinante paraay 653 400
Eliminante 108 900

ay =

Substitucién del valor de @y en las dos primeras ecuaciones:

945 = 60 + 45a; 4 120a,
2190 = 270 + 120a; + 210a,

Paso de términos independientes a un solo miembro.

945 — 60 — 885 = 45a; + 120a2
2190 — 270 = 1 920 = 120a; + 210a;

Eliminante: .

45 120
=— 4
120 210 950

Determinante para a;:

885 120
= —44
1920 210 550

Valor de a;:

. __ Determinante para a1 __ — 44550 o
- Eliminante — 4950

Sustitucién del valor de @, en la ecuacién mas sencilla:

885 = 45 X 9 + 120a,

885 = 405 4 120a;
885 — 405 = 120a2

480 = 120a,

_80_,
%2 =120 "
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Ley del fenémeno:

y=6+ NW—1)94 N—DHN—=2),

2

(x —1)(x — 2)
2

y=6+4+9x—1) +4

Transformacién a la forma méas usual:

y=649x—9 4 2(22 — 3x 4 2)
y=6+4+9x—9 4 222 —6x 44
y=(6—9+4+4) + (9—6)x 4 2x* -
y =1+ 3% + 222
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ESCUELAS CONSTRUIDAS EN UNA PROVINCIA DE KALABA

(1895-1955)
. Anos u ) 52 k Ss
1895 —3 7 7 7
1905 —2 12 19 26
1915 —1 17 36 62
1925 0 22 58 120
1935 1 27 8 205
1945 2 32 117 322
1955 3 37 154 476
154 476 1218
Férmula general: '
v=2Lo+ Lipx
Férmulas para la obtencién de los coeficientes:
S.
)\0 pg 1:]
(1)
Sa
M=
! N+1
2
Valores de las A:
do = 2% _ I o
7 7
(1)
476 476 476
=773 ) 8x7 28 17
(2 1X2
Valores las las 1":
o =10
l.’]_ -_— ).o —_— )»1
’0 = 22

A’1=22—17=5
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Valores de las L:

6
Ll:N—ll’l
Lo.-_—'22

6
L1=—6-5=5

Valor de p; (polinomio ortogonal de primer grado en u):
pr=1u
Ley del fenémeno:
v =22 -} 5u

u (desviacién con respecto al afio media-
no, segin aparece en la tabla).
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CRECIMIENTO DE LA POBLACION DE MEXICO
(1900-1950)

Poblacion en
Afos % miles de
habitantes
1900 0 13 607 S, = 28767
1910 1 15 160 D, — 14,558
1920* 2 14334 | o 40nc 0y =Dz _ 14558
1930 3 16552 2T D= 2119 D, ~ 2119
1940 4 19653 ) ¢ _ 4oaas T = 6.87
1950 5 25791 ( °%
Ecuacién General de la Geométrica Modificada:
y=a -+ bc®
Férmulas para los parametros:
c=vQ
D.
b= ! )
o 14+¢)(e*—1)
_ S1 _— b(l + c)
- n

Substitucién de valores para la obtencién de los parametros:

¢ =1/6.87 = 2.62
2119 _ 2119 __ 2119

= = = = 99,
(1 +262)(6.87T—1) 3.62X587 2125 71
Si—ec(l4¢) 28767 —99.71(1 +262)
= . = 5 =
28767 —99.71 X 3.62 _ 28767 —360.95 28407.05 _
2 - 2 - 9 —
= 14.203.525

# Se ha tomado como dato para 1950 el del Censo de 1921 con el pro-
pésito de simplificar pedagégicamente la ejemplificacién.
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Substitucién de los valores de los parametros en la ecuacién general:
= 14.203.525 4 99.71 (2.62)*
Estimacién para 1960, segiin esta interpolaci6n:
y1900 = 14 203.525 4 99.71(2.62) ¢
1960 = 46 447.745 mil habitantes
Y1060 = 46 447 745 000
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VOLUMEN DE LAS VENTAS TRIMESTRALES DE UN ALMACEN
DURANTE 3 ANOS

Trimestre 1950 1951 1952
Primero 90 120 150
Segundo 145 190 240
Tercero © 140 190 230
Cuarto 125 160 - 200
Sumas anuales 500 660 . - 820
Medias 125 165 © 205

In{erj)olacién de ﬁna recta a las medias obtenidas (125; 165, 205) proce-
dimiento del afio mediano: : - S

Arios ‘ x y xy 22
1950 —1 125 - —125 1
1951 0o 165 0 "0
- 1952 1 205 205 1
Sumias ' —_ —_— -
' 495 80 ‘2
y=a- bx
Sy = Na 495 = 3a e = 165
Syx = Sx2b 805 = 2b b= 40

Ritmo anual de crecimiento:
b=40 N
Ritmo trimestral:
b/4 = 40/4 = 10
Ritmo semi-trimestral:
b/4/2 = 10/2 =5
Valor del fenémeno para el centro del afio de 1951:
| e =165

(valor colocado entre el segundo y el tercer trimestre)



compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo
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Valores tedricos de la tendencia:

Trimestre 1950 1951 1952
Primero 110 150 190
Segundo 120 160 200
165
Tercero 130 170 210
Cuarto 140 180 220
(—5) (—10)
(4 10) (4 5)

Relativos de los datos con respecto a los valores de la tendencia:

Medias  Indices

Trimestre 1950 1951 1952 trimes-  ajustados
trales — 05
Primero 82 80 80 80.6 80.55
Segundo 121 119 120 120 119.95
Tercero 108 112 110 110 109.95
Cuarto | 89 89 91 89.6 89.55

400.2  400.00

" Medias de las medias trimestrales: - 100.05 100.00

Exceso por ajustar: 2

Valor por disminuir de cada media trimestral: 05
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APENDICE

REVISION MATEMATICA INDISPENSABLE

Igualdad es la expresién matemaética de que:

a@.—Dos cantidades son equivalentes: ejemplo: 1 délar = 12.60 pesos,
b.—Dos operaciones tienen el mismo resultado: 5 X 8 = 30 -+ 10.

Ecuacién es una igualdad en la que intervienen cantidades conocidas
(llamadas “datos”) y cantidades desconocidas (llamadas “incégnitas”) ; ejem-
plo: 8 X 5 =230+ x. Esta expresion equivale a la interrogante: “sQué
cantidad (x) es necesario agregar () a 30 para obtener el mismo resultado
que se obtiene de multiplicar 8 por 57”.

Miembro de una ecuacién es cada una de las partes de la misma que

.estan separadas por el signo igual. Hay, por tanto, dos miembros en cada

ecuacion:

Primer miembro de la ecuacién es el que se encuentra antes del signo

igual.
Segundo Miembro de la ecuacién es el que esta después del signo igual;
ejemplo:
8X5=304=x

primer miembro  segundo miembro

Término es toda expresién separada por los signos mis o menos (cuan-
do una cantidad no va precedida de signo se le considera antecedida por el
signo més). En la ecuacién anterior: ‘

(4) 8 X 5es un término (término inico del primer miembro),

(+) 30  es otro término (primer término del segundo miembro),
+ = es otro término (segundo término del segundo miembro).

Factor es toda expresion separada de otra por el signo por. En el caso
anterior, el término tnico del primer miembro consta de dos factores 8 y 5.
Divisor es toda expresién separada de otra por el signo entre, o bien,

todo denominador de una fraccion.
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Despejar una incégnita de una ecuacién equivale a encontrar el valor de
la incognita, haciendo que:

I.—La incégnita quede en un solo miembro de la ecuacién.
II.—Los datos queden en el otro miembro de la ecuacién.

Para lograr lo anterior:

1°—Se reducen o sea, se suman o se restan segin el signo que les pre-
ceda), todos los términos semejantes (o sean aquellos en los que
figuran las mismas literales afectadas de los mismos exponentes), en
cada miembro de la ecuacién. Ejemplo:

26 4+3x4+13—5=5x—=x 41541

En esta ecuacién, son términos semejantes: por contener a x elevado
a la primera potencia 2x y 3x en el primer miembro, y 5x y —x en
el segundo; por no contener a x, 13 y —5 en el primero y 15 y 1
en el segundo.

La reduccién de estos términos semejantes nos permite escribir:
5% 4 8 = 4x + 16

2°—Se hace que los términos que contienen a la incégnita queden en un
solo miembro de la ecuacién (en el primero, generalmente) y los
que no la contienen queden en el otro para lo cual:

a—Los términos que ya se encuentran en el miembro deseado (5%,
término que contiene a la incégnita en el primero y 16 término
que no contiene a la incognita en el segundo) se dejan en él sin
alteracién.

b.—Los términos que no se encuentran en el miembro deseado se
pasan al otro miembro cambiindoles el signo; o sea, que si tie-
nen signo mais en el miembro en el que se encuentran, deberan
pasar al otro miembro con signo menos, y si tienen signo menos
deberén pasar con signo mas. (8, término positivo que no con-
tiene a la incognita y se encuentra en el primer miembro de la
ecuacion, deberd pasar al segundo con signo menos; 4«x, término
también positivo que contiene a la incégnita y se encuentra en el
segundo miembro deberd pasar al primero con signo negativo) :

5% —4x — 16 — 8
Ix= 8
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En este caso la incégnita esti despejada y sabemos que x tiene
que ser igual a 8 para cumplir las condiciones de la ecuacién
original.
Sin embargo, puede ocurrir que tras ejecutar las operaciones, x quede
(ya sea en el primero o en el segundo miembro), precedida por un factor o
por un divisor; en este caso, para obtener el valor de x,

3°—El factor de x se pasa como divisor al otro miembro de la ecuacién.

Supongamos, por ejemplo, que tras seguir todo el proceso anterior
tuviéramos:

md
N

4x =
x_l2

T4
x= 3

Si x tuviera un divisor en lugar de un factor, el divisor pasaria al
otro miembro como factor: :

-{:14
7

x=TX 14 =098

Sistema de ecuaciones: Cuando en una sola ecuacién existen dos incég-
nitas, no puede precisarse el valor de cada una de ellas, ya que hay muchas
combinaciones de valores que pueden satisfacer la ecuacién. Asi, si nos pre-
guntamos ;qué par de niimeros enteros, sumados, dan 4 comio suma?, podre-

mos representar algebraicamente la pregunta por la ecuacion:
s+y=4
En la que x y y representan los \{alores que se buscan y que pueden ser

los siguientes:
x=0 puesto que 0+ 4=4

x =4
;:; puesto que  143=4

;:; puesto que  2+4+2=4
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Y lo mismo podria decirse de x igual a 3 y y igual a 1 o de x igual a 4
y ¥ igual a 0. :

En cambio, si agregamos otra condicién que diga que de esos nimeros
“el duplo del primero (2x) mas el triple del segundo (3y) debe ser igual a 9”
s6lo habra un par de valores que satisfaga ambas condiciones:

Cuando
x es igual yesigual x-+ y es 2x es 3y es 2x -+ 3y
a a igual a igual a igual a es igual a
0 4 4 0 12 12
1 3 4 2 9 11
2 2 4 4 6 10
3 1 4 6 3 9
4 0 4 8 0 8

Por esta tabulacién puede verse que, si bien todos los pares de valores

consignados para x y para y en las dos primeras columnas satisfacen la con-
dicién de que sumados den como resultado 4, no todos ellos satisfacen la se-
gunda condicién de que el duplo del primero maés el triple del segundo su-
men 9; o sea, que sélo el par de valores 3 y 1 cumplen simultineamente la
condicién de que, siendo enteros, sumados den 4 y la otra condicién de que
el duplo del primero y el triple del segundo, sumados, den 9.
- Las dos expresiones (x +y =4 y 2x+4 3y =9) que expresan las
dos condiciones que deben satisfacerse simultineamente se dice que constitu-
yen un “sistema de 2 ecuaciones (dos expresiones en las que figuran cantidades
conocidas y desconocidas) simultineas (en cuanto los valores de las incog-
nitas deben satisfacer a ambas) con dos incognitas (dos valores desconoci-
dos x y ).

Como el método de tanteo representado por las tabulaciones anteriores
no podria seguirse en todos los casos por ser demasiado embarazoso (pién-
sese, por ejemplo, en el problema que representaria buscar diez sumandos
que produzcan 245 como suma y cuyos duplos sumados den como resultado
2600), se recurre a un procedimiento como el siguiente:

I1.—Se busca un niimero que multiplicado por el coeficiente o factor
numérico de una incégnita en una de las dos ecuacionés produzca el

coeficiente de la misma incégnita en la otra ecuacién. Ejemplo: sea
el sistema anterior:
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x+y=4
2¢ 3y =9

¢ Qué niimero, al multiplicarse por 1 (coeficiente de x en la primera)
produce 2 (coeficiente de x en la segunda) ? La respuesta es 2.

2X1=2

2.—Se multiplica el niimero encontrado por todos y cada uno de los
términos de la primera ecuacién a fin de que la misma no se altere.
En el ejemplo, se multiplicara 2 por x, por y y por 4:

2%+ 2y =8

3.—Si la incégnita cuyos coeficientes se han igualado por este proce-
dimiento (x en este caso) tiene el mismo signo en las dos ecuaciones,
la ecuacién recién multiplicada y la no modificada se restan término
a término; en caso contrario (o sea, si tienen signos iguales) se su-
man término a término.
2%+ 2y =8
2% 43y =9

(2 —25) + (7 —39) =89

Tener — y es como tener — ly; para despejar a y, bastard con pa-
sar — 1 que estid como factor al otro miembro como divisor de — 1:

y=—1/—1=1

4.—Obtenido en esta forma el valor de una de las incognitas, para obte-
ner el valor de la otra, basta con substituir ese valor (y =1 en la
ecuacién mas sencilla del sistema y despejar, en la ecuacién resultante
a la otra incégnita:
x4 y= 4

(ecuacién mas sencilla del sistema)

Substituyendo y por su valor:
x+1=4

Despejando a x:
P x=4—1

x—=3


compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo


398 OSCAR URIBE VILLEGAS

O sea, que, conforme habiamos encontrado previamente, y =1y x =3
son los valores que satisfacen las dos condiciones del sistema.

Forma mds general de solucién de un sistema de dos ecuaciones con dos
incégnitas.—Puede ocurrir que no exita un nimero entero que multiplicado
por el coeficiente de la incégnita en una de la ecuaciones dé como producto
el coeficiente de esa misma incénita en la otra ecuacién; en tal caso, podria
encontrarse un niimero .fraccionario como factor, pero su uso tiene algunos
inconvenientes en cuanto la manipulacién de los niimeros fraccionarios ya sean
comunes o decimales es méas embarazosa y, més aiin, en cuanto se pierde
precisién; de ahi que, en tales casos se siga otro procedimiento (que, ademas,
es mas general que el anterior, que no es sino caso particular de éste en un
cierto sentido). Supongamos el sistema:

3% 4 5y =19
5x + Ty = 29

Puede observarse en el que no existe ningiin niimero entero que multi-
plicado por 3, coeficiente de x en la primera, produzca 5, coeficiente de x en
la segunda. Tampoco hay nimero entero que multiplicado por 5, coeficiente

de y en la primera, produzca 7 coeficiente de y en la segunda. En casos
como este:

1.—Se multiplican todos los términos de la primera ecuacién por el coe-
ficiente que tiene la incégnita por eliminar en la segunda ecuacién.
en el ejemplo, toda la primera ecuacién por 5.

35X 545y X5=19X 5
15% + 25y = 95

2.—Se mulitplican todos los términos de la segunda ecuacién por el coe-
ficiente que tiene la incégnita por eliminar en la primera ecuacién.
En el ejemplo, toda la segunda ecuacion por 3:

54X 34Ty X 3=29 X3
15% + 21y = 87

3.—LEstas dos ecuaciones transformadas se restan una de otra (en caso
de que los términos que contienen a la incégnita cuyos coeficientes
se han igualado tengan el mismo signo) o se suman (en caso de que
sean contrarios los signos de los términos cuyos coeficientes se han
igualado). En nuestro ejemplo, sera necesario restar:
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~ 15x + 25y = 95
— 155 + 21 y = 97
—dy=—2

Continuindose las operaciones como en el ejemplo anterior.

POTENCIAS Y RAICES

Cuadrado de un niimero es el resultado que se obtiene de tomar al ni-
mero dos veces como factor. El cuadrado se expresa mediante un pequefio 2
colocado arriba del namero cuyo cuadrado se desea indicar. Elevar a 3 al
cuadrado equivale a tomar a 3 dos veces como factor, o sea a multiplicar a 3

por si mismo una vez:

F2=3X3

32—=9

Elevar a un nimero al cubo equivale a tomar al nimero tres veces como

factor, o sea, a multiplicar al niimero por si mismo y, en seguida, el producto
obtenido por el mismo nimero: :

5 =5X5X5

58 — 125

Inversamente, si el exponente (2 en el primer caso y 3 en el segundo)
de una potencia (3 al cuadrado, 5 al cubo) indica el niimero de veces que
hay que tomar como factor al nimero afectado por ese exponente, si tenemos
el producto de un cierto niimero de factores iguales (3 X 3,5 X 5 X 5) po-
demos representar el producto tomando el factor igual (3 en el primer caso,
5 en el segundo) y poniendo como exponente el nimero que indica las veces

que se repite como factor:
3X3=32

5X5X5=5®
TXTXTXT=7*

Supongamos que queremos elevar al cuadrado a un nfimero que ya estd
o al cuadrado (3% al cuadrado), entonces tendremos:

(32 =

elevad
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Como elevar al cuadrado equivale a tomar dos veces como factor la can-
tidad afectada del exponente, esto querra decir que deberemos tomar a 3% dos
veces como factor:

(389)7 = (32) X (3%

Por otra parte, cada una de las cantidades incluidas en los paréntesis es
un cuadrado (o sea un producto de dos factores iguales, 3 X 3), substitu-
yendo estos valores, tendriamos:

(32)2=(3X3) X (3X3)
(32)2= 3%X3 X 3X3

En el segundo miembro de esta ultima ecuacién figura un producto de
cuatro factores iguales a 3; o sea, 3 elevado a la 4% potencia:

(32)2 = 3¢

Si se ve cudl es la relacién que existe entre el exponente 4 del resultado
y los exponentes del cuadrado del cuadrado (2 y 2) podremos ver que
4 =2 X 2, de donde podemos decir que:

Para elevar al cuadrado ( )2 una cantidad elevada previamente al cua-
drado (32), basta con tomar la cantidad primitiva (3) y elevarla a un expo-

nente igual al producto de 2 (exponente de fuera del paréntesis) por 2 (ex-
ponente de dentro del paréntesis). Asi:

(42)2 = 44
(52)2 = 5%
(a?)2 = a*

O sea, en general, que el cuadrado de una cantidad previamente elevada
al cuadrado es igual a la cuarta potencia de dicha cantidad.

Podrimos mostrar igualmente que el cuadrado ( )2 de un cubo (43) sera
la sexta potencia (2 X 3 =6); el cuadrado ( )2 de una cuarta potencia
(4*) sera la octava potencia (2 X 4) y, en general que:

Para elevar al cuadrado una cantidad previamente elevada a otra poten-
cia, sera necesario duplicar el exponente de dicha cantidad:

(an)2 — a21l

En forma semejante, puede afirmarse que:

Para elevar a una potencia m una cantidad previamente elevada a una
potencia 7, es necesario elevar la cantidad a la potencia que se obtiene de
multiplicar m por n, o sea, a mn.
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(an) m — amn

Esto es aplicable incluso a los exponentes negativos cuyc-> significado
explicamos adelante.

Raiz cuadrada de un nimero—La raiz cuadrada de un niimero es otro
namero que multiplicado por si mismo una vez da como producto el primero.
Asi, la raiz cuadrada de 9 (=3 X 3) es igual a 3 porque 3 es el nimero
que multiplicado por si mismo una vez (o que tomado dos veces como fac-

tor) produce 9. :

Procedimiento de cdlculo de la raiz cuadrada—Para el cilculo de la raiz
cuadrada es necesario tener en cuenta la relacion que existe entre los niimeros
naturales y sus cuadrados:

Nimero Cuadrado N

1
4
9
16
25
36
49
64
81

OO0 U e W

Si se trata de obtener la raiz de un nimero cuadrado perfecto, bastara
con encontrarlo en esta lista y ver a qué nimero corresponde; ese niimero
ser4 su raiz cuadrada exacta; asi, de 25 la raiz cuadrada es 5, de 81 es 9.

Si el nimero del cual se busca la raiz cuadrada no es un cuadrado per-
fecto, se busca cuil es el mayor cuadrado perfecto que el mismo niimero
contiene; la raiz de este cuadrado perfecto, seguido de una parte decimal sera
la raiz cuadrada del nimero. El calculo se hara en la siguiente forma:

I°—Separense periodos de dos en dos cifras a partir del punto decimal
en ambas direcciones. Si el niimero es entero, a partir de la cifra
de las unidades hacia las cifras de orden superior. Si el néimero es
puramente decimal y no tiene enteros, a partir del punto en direc-
cién de las cifras correspondientes a Ordenes inferiores.

En todos los casos anteriores puede ocurrir una o varia - de las si-

guientes situaciones:
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a—Que el Gltimo periodo entero tenga 2 cifras o solamente una, lo
. cual no constituye problema, pues se trabaja, en el altimo caso,
igual que si se tratara de un periodo completo.
b.—Que el dltimo periodo decimal tenga 2 o una cifra. En este dlti-
mo caso, se completa el dltimo periodo agregando un cero.
Ejemplo: Encuéntrese la raiz de 6 32. 53 2
La separacién. de dos en dos cifras a partir del punto en ambas
direcciones da: 6/32./53/2
El dltimo periodo entero (primero del niimero en total) estd
constituido por una sola cifra 6, pero esto no molesta; el altimo
- periodo decimal, por constar de una sola cifra, 2, necesita com-
plementarse con un cero:

6/32./53/20

La iniciacién de la operacién presenta el siguiente aspecto:
V6/32./53/20 |
|

2°—Véase cuil es el mayor cuadrado contenido en el primer periodo
(¢cudl es el mayor cuadrado contenido en 6?), consultando la lista
de niimeros naturales y sus cuadrados (el mayor cuadrado contenido
en 6 es 4 que se anota debajo de él y se resta), anotandose la raiz
cuadrada del mismo (2) al lado del niimero cuya raiz se busca:

V6/32./53/20 | 2
4 |—
— |
2 I
3*—Bajese al lado de la resta del mayor cuadrado comprendido en el
primer periodo y éste, el segundo periodo

V6/32./53/20 | 2
4 |—

2 32 |

4*—Dividase la cantidad formada por la resta y el periodo recién bajado

entre el duplo de la raiz consignado en una linea horizontal inferior
a la que contiene a la raiz
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V/6/32./53/20 | 2
4 |—
— l 4
2 32 |—

La divisién de 2 32 entre 4 (duplo de la raiz 2) da 5 como cocien-
ciente que se anota al lado de la raiz hallada 2 y al lado del duplo 4

1/6/32./53/20 | 25
4 |——

2 32 45

5%—La cifra recién encontrada se multiplica por si misma y por el duplo
de la raiz restando el producto de la cantidad formada por la resta
y el siguiente periodo. En el ejemplo, la cifra recién encontrada 5
se multiplicara por el 45 de la segunda linea restandose el producto
de 232 (ya sea que se anote el resultado de la multiplicacién 'y des-
pués se reste, a la manera estadounidense, o que ambas operaciones

se realicen simultineamente, al modo nuestro):

\/6/32.753/20 | 25

4 . —
2 32 45
225 —_—
]

7 I

6°—A partir de este momento la operacién repite ciclicamente los pasos
4° y 5° o sea, que se duplicard 25 en una tercera linea, se bajara
el siguiente periodo 53 y se dividird 753 entre el duplo de 25 (50);
el resultado se anotara en la primera linea al lado de 25, y en el
duplo, al lado de 50; se multiplicaré el resultado (1) por 501 (el du-
plo seguido de la cifra recién hallada) y se restara de 735, para ob-
tener un nuevo residuo con el que se continuari la operacién. Con
respecto al punto decimal, debe decirse que en el momento en que
se baja el primer periodo decimal y antes de obtener el cociente del
valor resultante entre el duplo, se pone el punto decimal después de la
ltima cifra obtenida en la raiz (después del 5). ’


compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo


404 OSCAR URIBE VILLEGAS

RESOLUCION DE UN SISTEMA DE DOS ECUACIONES CON DOS
INCOGNITAS POR MEDIO DE LOS DETERMINANTES

Un sistema de n ecuaciones con n incdgnitas se puede resolver mediante
el uso de determinantes de orden n. De este modo, un sistema de 2 ecuaciones
con 2 incégnitas, puede resolverse mediante determinantes de 2 orden; un
sistema de 3 ecuaciones con 3 incdgnitas, mediante determinantes de 3er. or-
den, etc.

Un determinante de segundo orden es un binomio (expresién algebraica
constituida por dos términos), cada uno de cuyos términos estin constituidos
por sendos productos de dos factores, y que estin separados (los términos) por
el signo menos. Es decir, se trata de una expresién de la forma:

ab —cd

Esta expresién acostumbra escribirse convencionalmente colocando las
cuatro cantidades (@, b, ¢, d) que forman el determinante, entre dos lineas
verticales, formando dos columnas y dos renglones, de tal manera que los dos

factores que forman cada producto se encuentren en la misma diagonal, en la
siguiente forma:

De acuerdo con todo lo anterior, el valor de un determinante de segundo

orden se calcula formando los productos en cruz de las cuatro cantidades, y res-
tando del producto ab el producto cd.

Asi, por ejemplo, si se trata de obtener el valor del determinante:

Multiplicaremos 5 por 4 (= 20), y a este producto le restaremos 6 (pro
ducto de 2 X 3); o sea:

| 5 3]

| | =5X4—(2%X3) =20—6=14
|2 4| |

O sea, que 14 es el valor de este determinante.
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Uso de los determinantes de segundo orden en la resolucién de un sistema
de dos ecuaciones con dos incégnitas.—Sea el sistema:
3a 4 5b =42
7a 4 9b = 82
Si entresacamos los coeficientes de las incégnitas @ y & y los colocamos

en dos columnas y dos renglones en el mismo orden en que aparecen en las
ecuaciones, tendremos:

| 3 5|
| 7 9 |

que constituyen un determinante de 2° orden que —por permitirnos la elimi-
nacién de una incégnita— recibe el nombre de eliminante del sistema.

El eliminante nos permite encontrar los valores de las incégnitas (a y b),
ya que sus valores estarin dados por sendas fracciones, cuyo denominador co-

min es el eliminante; 7. e.:

Numerador I Numerador 11
= | b=f—

[3 5] I3 w

I | ‘

| 7 9 | | 7 9|

Los numeradores (I y II) de estas fracciones se encuentran substituyen-
do en el eliminante los coeficientes de la incognita cuyo valor se trata de de-
terminar, por los términos independientes (42, 82) en el orden en que apa-
recen en el sistema de ecuaciones. Asi, en el caso de a, el 3 y el 7 del eli-
minante se substituirdn por 42 y por 82 respectivam?nt?; en el caso de b, serén
el 5y el 9 (elementos de la segunda columna) del eliminante, los que se substi-

tuyan por 42 y 82 respectivamente.

Numerador I Numerador 11
42 5 3 42
82 9 7 82
6= |— b=
- 3 5 3 5
7 9 | | 7 9
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406 OSCAR URIBE VILLEGAS

Mediante la obtencién de los valores de todos estos determinantes, se
obtiene:

42X 9—82XS5 —32
a= =

= — 4
3X9— 7TX5 — 8
3X82—7X42 246—294 —48
b= = = =6
3X 9—7X5 —8 —8

Segiin esto, el procedimiento para resolver un sistema de dos ecuaciones
con dos incognitas por el método de los determinantes puede resumirse como
sigue:

1°—Se forma un determinante de segundo orden con los coeficientes de
las incognitas (este determinante se conoce como eliminante).

20—Se substituyen los coeficientes de la primera incégnita en el elimi-
nante por los términos independientes (aquellos que no contienen a
la incdgnita).

3°—Se divide el determinante asi formado entre el eliminante; asi se ob-
tiene el valor de la primera incognita.

4°—Se substituyen los coeficientes de la segunda incognita en el elimi-
nante, por los términos independientes de las ecuaciones.

5¢—Se divide el determinante formado mediante esta substitucién entre
el eliminante; asi, se obtiene el valor de la segunda incégnita.

El procedimiento puede simplificarse, eliminindose los pasos cuarto y
quinto si, una vez encontrado el valor de la primera incégnita:

4°—Se substituye el valor de la primera incognita en una de las ecuacio-
nes del sistema, y se resuelve la ecuacion resultante en la que apa-
rece ya una sola incégnita (la segunda).

Nota—Esta simplificacién tiene la desventaja de que los valores de las
dos incognitas no se obtienen independientemente, de modo que un error co-
metido al encontrar una no perjudique a la otra, sino que, por depender el
valor de la segunda incégnita del encontrado para la primera, un error come-

tido al calcular el valor de la primera incégnita repercute en el que se calcule
para la segunda.

Determinantes de 3er. Orden

Asi como un determinante de 2° orden estd constituido por 4 valores arre-
glados en dos columnas y dos renglones, un determinante de 3er. orden estd
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TECNICAS ESTADISTICAS 407

constituido por 9 valores arreglados en tres columnas y tres renglones. De
esta forma:

s 1 8]

| | |

| 4 6 3 | es un determinante de 3er. orden.
| -

| 9 2 7|

Para obtener el valor de un determinante de 3er. orden no podemos apli-
car la regla dada para encontrar el valor de los determinantes de 2° orden
(multiplicaciones en cruz y resta de los resultados). Podriamos, en cambio,
utilizar la llamada regla de Sarrus que consiste en repetir dos de las columnas
o dos de los renglones del determinante, formar los productos en diagonal de
tres factores, afectar a los que estdn en un sentido de signo positivo, y a los
que estin en sentido contrario, de signo negativo y sumarlos algebraicamente:

BNC 1 /Beneineniananinnns — 90X 6X8=—432
N\ /

BN B, = —5X2X3=— 30

VANVZAN

N2\ /T=5X6X7=210 —4X1X7=— 28

A NN
S5\NN/IN\/8=4X2X8= 64
VANV
4 6 3=9X1X3= 27

301 —490 —= —189

O sea, que el valor de este determinante de tercer orden es —189.

Sin embargo, esta regla tiene el inconveniente de no ser aplicable a de-
terminantes de orden superior al tercero; de ahi que sea preferible aplicar
un procedimiento suficientemente general, ‘como es el caso ‘del procedimiento
de los menores o de los cofactores, que consiste, fundamentalmente, en reducir
los determinantes de orden superior a determinantes mas sencillos, hasta llegar

a los de segundo orden.

Procedimiento de los menores o de los cofactores en la resolucién
de determinantes

Para aplicar este procedimiento es necesario fijar terminolégicamente
qué entendemos por menor y qué por cofactor de un determinanté de orden n.
Menor de un determinante de orden n es el determinante de orden n—1
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408 OSCAR URIBE VILLEGAS

que se obtiene al eliminar una columna y un renglén del determinante pri-
mitivo.

De este modo, el menor de un determinante de 3er. orden, sera el deter-
minante de 2° orden (n — 1) que se obtiene al eliminar una de las tres co-
lumnas y uno de los tres renglones del determinante de 3er. orden.

Si tenemos:

| 5 1 8 |

| |

| 4 6 3 |, determinante de 3er. orden,

| |

| 9 2 7 |
| 6 3|
[ | determinante de 2° orden obtenido mediante la supre-
| 2 7 | sién de su primera columna (5, 4, 9) y de su primer

renglén (5, 1, 8), serd uno de los menores del deter-
minante anterior.

En forma analoga, si en el determinante de 3er. grado dado anteriormen-
te, suprimimos la segunda columna (4, 6, 2) y el tercer renglén (9 2, 7),
tendremos:

| 5 8 |
| | como otro de los menores del determinante dado, de 3er.
| 4 3 | orden.

Cofactor de un determinante de orden 7, es el menor correspondienté
multiplicado por — 1 elevado a una potencia igual a la suma del nfimero
de orden de la columna y el niimero de orden del renglén suprimidos:

Cofactor = (— 1)°*" por Menor.
De esta forma:
Si tenemos el mismo determinante de 3er. grado anotado anteriormente:
l 1 8 |
| 4 6 3|

9 2 7
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TECNICAS ESTADISTICAS 409

y queremos encontrar el cofactor del determinante correspondiente a 5 (ele-
mento de la primera columna y del primer renglén, tendremos que este cofac-
tor serd igual al menor de 5, multiplicado por —1 elevado al cuadrado (por-
que se trata de la 12 columna y del ler. renglén y (1 4+ 1 = 2); de donde:

‘__.;

Cofactor de 5= (—1)1+2 g >< 3 | =(—1)?3(6 X 7T—2 X 3)

—=1(42—6) =1%36=236"

O sea, que 36 es el cofactor de 5.
En forma semejante, podemos determinar en este mismo determinante
los cofactores de 4, de 9, de 1, de 6, de 2, etc., o sea de todos y cada uno de los

elementos del propio determinante.

Una vez definido lo que entendemos por menor y por cofactor, puede
explicarse ficilmente como se procede para encontrar el valor de un deter-
minante de orden superior al segundo, por medio de los cofactores. .

Procedimiento: Para encontrar el valor de un determinante de 3er. gra-
do por medio de sus cofactores: se multiplican todos y cada uno de los tér-
minos de una de sus columnas o de uno de sus renglones por cada uno de sus

respectivos cofactores.
O sea, que, si en nuestro caso concreto elegimos la primera columna

(5, 4, 9), el valor del determinante (representado generalmente por A ma-
ytscula) quedari dado como sigue:

A = 5 X Cofactor de 5 -+ 4 X Cofactor de 4 + 9 X Cofactor de 9.
0, en forma més eomprimida:
A=5Cs+4Cs+49Cy

Cs, segiin hemos calculado antes, es igual a 36; C4 que podemos calcular
en forma semejante, es igual a 9 y Co es igual a —45; por lo cual, substitu-
yendo estos valores en nuestra igualdad, tendremos:

=5X 364+4X 9+9X—45
= 1804+ 364 (—405)
= 1804+  36—405=—189

E] valor — 189 del determinante, encontrado por este procedimiento es

el mismo que obtuvimos por la regla de Sarrus.
La manera préctica de proceder a buscar el valor de un determinante

consiste en:
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1°—Flegir una columna o un renglén del determinante.

2°__Buscar los menores de los tres elementos de la columna o el renglon

elegidos, y encontrar su valor.

3°—Conocidos los menores, multiplicarlos por (—1)°t" para obtener

los cofactores correspondientes.

4°—Multiplicar esos cofactores por los elementos de la columna o del

renglén elegidos a los que corresponden.
5°—Sumar algebraicamente los resultados.

Ejemplo: Buscar el valor del determinante:

Para encontrar su valor:

45 1 8
38 6 3
52 2 7

I°*—Elegimos la primera columna (45, 38, 52).

2°—Determinamos los menores (Mr) de 45, de 38 y de 52, que son:

7
8
7

8

3

3|
| =6X7—2X3=42—6=36
|

=1X7—2X8=7—16=—9

=1X3_6X8=3—43=—-45

O sea, destacando linealmente estos resultados:

| 6
MT45 = I

| 2

| 1
Mrgg =

| 2

| 1
MT52 = l

| 6
MT45 == 36
MT38 =—9
MT52 = —145

3°—Para encontrar los cofactores, multiplicaremos el menor de 45 (36)
por — 1 elevado al cuadrado, por tratarse de un elemento de la pri-
mera columna, y del primer renglén (1 4+ 1 = 2); el menor de 38
(—9) lo multiplicaremos por — 1 elevado al cubo por ser 38 un
elemento de la primera columna y del segundo renglén (1 + 2 = 3);
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el menor de 52 (—45), lo multiplicaremos por — 1 elevado a la
cuarta potencia, por ser 52 un elemento de la primera columna y

del tercer renglén (1 4 3 =4). -
Cis = (—1)H1 X 36=(—1)2X36=1X36=36
Cs = (—1)*2X —=9=(—1)3X—9=—1X—9=9

Coz = (—1)1+3 X —45 = (—1*X —45=1X —45=—45

O sea, destacando linealmente los resultados: -

Csys = 36
Cys= 9
Cso = —145

Como puede verse por la comparacién de los menores y los cofactores, los
cofactores son iguales a los menores, s6lo que, en ciertas ocasiones, cambian
sus signos; de ahi que podamos establecer también précticamente:

Todo cofactor puede calcularse a partir de su menor si a éste:

a—Se le deja el mismo signo cuando la suma del ordinal de la columna
y el del renglén es positiva, par, o .
b.—Se le cambia signo cuando la suma del ordinal de la columna y el del
renglén es impar.
4°—En seguida, multiplicaremos el cofactor de 45 (36) por su elemen-
to correspondiente (45); el cofactor de 38 (9) por 38; el cofactor
de 52 (—45) por 52: '
45 Cy5 = 45 X 36 = 1620
38 Css = 38 X 9 = 342
- 52Ch =52 X —45=—2340

50—Si sumamos algebraicamente estos valores, obtendremos el valor del
determinante:
1620 + 342 4 (— 2340) = 1620 + 342 — 2340 = — 378

De este modo, — 378 es el valor del determinante dado.

Resolucién de un sistema de 3 ecuaciones con 3 incignitas
por medio de determinantes

Para resolver un sistema de 3 ecuaciones con 3 incognitas por medio de
determinantes, se procede en forma semejante a como se procedié en el caso
de un sistema de 2 ecuaciones con 2 incognitas; asi:
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412 OSCAR URIBE VILLEGAS

I°—Se busca el eliminante del sistema, que serd un determinante de 3er.
grado formado por los coeficientes de las 3 incognitas arregladas en
3 columnas y 3 renglones en el mismo orden en que aparecen en las
ecuaciones.
2°—Para cade una de las incégnitas, se forma un determinante mediante
la substitucién de la columna de los coeficientes de la incognita cuyo
valor se va a determinar, por los términos independientes.
3*—Cada uno de los determinantes asi formados, se dividen entre el eli-
minante, con lo cual se encuentran los valores correspondientes de
cada una de las incégnitas;
Ejemplo: . 5a¢ 4+ 1b 4 8¢ = 45
4a 4 6b + 3c = 38
9a + 2b 4 7c = 52
Eliminante del sistema:
5 1 8 |

|
|
| 9 2 7 |
Determinante formado por la substitucién de los coeficientes de a (5, 49)
por los términos independientes (45, 38, 52):
| 45 1 ﬂ
|
| 38 6 3 {
I
| 52 2 7|
Valor de a, obtenido por la divisién de este determinante entre el eli-
minante:

|
I
la 6 3
|

| 45 1 - 8]
I I
| 38 6 3 |
I I
| 52 2 7| —318
a=| | = =2
| 5 1 8| —189
I I
| 4 6 3|
I I
| 9 2 7 |
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(Los valores de determinante y eliminante se obtuvieron en la ejempli-

L4
ficacién del célculo de determinantes).

En forma anédloga, para b y para c:

| 5 45 8|
{4 38 3}
;9 52 7{
b= =3
[ 5 1 8 |
e
}9 2 7|
| 5 1 45 |
I
||4 6 38}
{9 2 52 |
c=| | =4
| 5 1 8,
}4, 6 3{
{9 2 7|
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