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LIMINAR

La correlacién es, probablemente, uno de los capitulos de la esta-
distica que mas importancia pueden tener para el sociélogo. Sus po-
sibilidades de instrumento analitico no se encuentran agotadas aiin.
E incluso puede afirmarse que, sobre todo en los paises latinoameri-
canos, apenas si—muy timidamente—se han comenzado a explorar.
Esa timidez en la utilizacién de instrumento tan fino y til parece
depender en buena parte de la forma en que brindan la ensefianza de
la correlacién la mayoria de los manuales elementales. Y no hablamos
de los manuales superiores porque éstos dan por supuesto un cono-

" cimiento que deberian proporcionar los elementales y que no siem-
pre brindan éstos en la forma deseable. Capitulos sobre la correlacién
los hay en ellos, pero generalmente los mismos tienen més aspecto de
formulario o recetario que la apariencia de una teoria (asi sea muy
modesta) intimamente trabada. Al través de su lectura y estudio, el
estudioso puede llegar a obtener correlaciones incluso altamente ela-
boradas pero, eén cuanto no hace sino reconocer los nédulos de una
gran red sin lograr vislumbrar los hilos mismos que en tales nédulos
se unen, no puede proceder sino con gran temor en un terreno cuyas
acechanzas desconoce. Es por ello por lo que nos atrevemos a presen-
tar en forma monogrifica y un poco morosa este abecedario de la
correlacién. Su simbologia; su forma de tratamiento, puede hacer su-
poner que en vez de simplificacién se buscan complicaciones innece-
sarias, Nosotros creemos que, por el contrario, todas estas dificultades
iniciales —reconocidas y no desconocidas desde el principio— salvadas
en lo asequible (lo asequible a modestas preparaciones matematicas
que no rebasan el terreno del ilgebra) permiten que el estudioso vea
sin zozobra la posibilidad de aplicar los modestos conocimientos que
se le brindan, asi como la posibilidad de abrir sus ojos a horizontes mis
amplios de la teoria y de la practica estadistica en ciencias sociales.
Sélo quien tras el estudio de este modesto esfuerzo proceda hacia te-
rrenos més elevados y vea retrospectivamente el camino recorrido podra
decir, con justicia, si hubo en el caso acierto o desacierto por parte de

EL AUTOR.
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I. MARCO DE CONJUNTO PARA EL ESTUDIO
DE LA CORRELACION
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C-OR.R.ELACION

Hay correlacién entre dos o més fenémenos cuando puede pre-
decirse el valor de uno de ellos (1) conocidos los valores del o de
los restantes (X2, Xa, X4. . .) medlante el uso de una expresién mate-
mética (ecuacién de regresién o ecuacién de estimacién) que pro-
porciona un valor estimado de dicho fenémeno (%;) sujeto a un error
(error de estimacién £) menor o mayor, seglin sea més o menos in-
tensa la correlacion (medida por un “indice de correlacién”).

Existen varias formas de correlacién, diferenciables sobre la

base de los siguientes criterios:

I.—Imputabilidad de una relacién de causalidad entre los
fenémenos que se correlacionen.
II.—Caracter de los datos de la correlacién.
III.—Ntmero de fenémenos que se correlacionan.
IV.—Forma de la relacién (que se manifiesta al través de la
ecuacién de estimacién o de regresién).
V.—Sentido de la correlacién (manifiesto en el signo del in-
dice de correlacién).

De acuerdo con la imputabilidad o falta de imputabilidad de
una relacién causal entre los fenémenos que se correlaclonan, la
correlacién puede ser:

1. Aparente o puramente estadistica, y
2. Real.

En rigor, esta distincién —que debe realizarse con ayuda de
métodos extraestadisticos— lo tinico que hace es enfatizar el hecho
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14 O0SCAR URIBE VILLEGAS

de que al encontrar una correlacién estadistica, incluso alta entre
dos o méis fenémenos, no significa por si mismo y sin ninguna prue-
ba adicional el que pueda postularse entre ellos una relacién de
causalidad, pudiendo decirse en términos generales que:

a.—Basta que un indice de correlacién sea distinto de cero
(otras limitaciones o precisiones numéricas no nos interesan por el
momento) para que exista, estadisticamente, correlacién.

b.—Es necesario que, ademés de ser el indice de correlacién
distinto de cero, exista entre los fenémenos correlacionados una
proximidad tal (definida en términos de la disciplina especifica de
que se trate; definida en términos especificos de causacién social
para el caso de la sociologia) para que pueda postularse una de las
siguientes posibilidades:

1° que uno de los fenémenos correlacionados es causa de los
restantes,

2° que el restante o el conjunto de los restantes es causa del
primero,

3° que el primero y los restantes menos uno son causa o efec-
to de éste,

4° que todos los fenémenos correlacionados son efectos de una
causa comin.

c.—Que cuando el indice de correlacién sea distinto de cero,
pero no exista entre los fenémenos la debida proximidad, no puede
postularse una relacién de causalidad, ya que ello seria dar jus-
tificacién a los criticos de la nocién de causa, para quienes, final-
mente, el conjunto de todos los antecedentes (el universo mismo)
es la causa de cualquier consecuente.

Segiin los caracteres estadisticos de los datos que se toman pa-
ra la correlacién, ésta se diferencia en:

1. Correlacién de cantidades,
2. Correlacién de cualidades.
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EL A.B.C. DE LA CORRELACION. .. 15

Dentro de la correlacién entre cantidades, y con vistas a la di-
ferenciacién de los procedimientos utilizables, puede hacerse una
distincién entre:

1. Correlacién entre series simples,

2. Correlacién entre series de frecuencias,

3. Correlacién entre series de clases y frecuencias,
4. Correlacién entre series cronolégicas.

Sobre la base de la distincién por el niimero de variables (y
sin que dudemos en llevar la distincién hasta el limite, aunque tal
limite parezca absurdo) puede distinguirse entre:

1. Correlacién de una distribucién univariada,
2. Correlacién de una distribucién bivariada,
3. Correlacién de una distribucién multivariada.

En el primer caso, se trata de la correlacion que presenta una
variable con respecto a si misma. Naturalmente esta es una corre-
lacién perfecta, o sea, una correlacién cuyo indice representa el
maximo de intensidad de la correlacién. Cuando, en el mundo su-
jeto a las variaciones aleatorias a que estamos acostumbrados (lo
aleatorio, en estos contextos es “lo no explicable explicitamente”),
una correlacién es tan alta que llega a aproximarse excesivamente a
la correlacién perfecta, podemos y debemos preguntarnos si en rea-
lidad no estaremos encontrando la correlacién de un fenémeno con
respecto a si mismo, por haber trabajado con los que, creyendo
nosotros que eran dos fenémenos completamente distintos, son en
realidad dos formas de expresién distintas del mismo fenémeno.

En el caso de una correlacién de serie bivariada, se trata de
encontrar la relacién estadistica existente entre una variable depen-
diente (desde el 4ngulo matemético) y otra independiente, o sea,
en total, entre dos variables. A esta correlacién también puede
llaméarsele “correlacién de primer orden”, siendo obviamente la an-
terior una “correlacién de orden cero”.
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16 O0SCAR URIBE VILLEGAS

En el caso de una correlacién multivariada, se trata de la re-
lacién entre una variable considerada (mateméticamente) como de-
pendiente con respecto a dos o mis variables consideradas como in-
dependientes de la primera y que, ademas, son (o se consideran)
independientes entre si (o bien, para expresarlo en otra forma, con
respecto a dos o més variables que no se interinfluyen o que se
considera que no influyen entre si).

Encabalgada en cierta forma entre la correlacién bivariada,
simple o de primer orden y la correlacién multivariada, maltiple o
de orden superior al primero, se encuentra la llamada correlacién
parcial. Si queremos conservar —mediante el uso de dos enuncia-
dos distintos— la convergencia-divergencia entre la correlacién par-
cial y la simple y la correlacién parcial y la miiltiple, diremos que:

En la correlacién parcial, se trata de encontrar la relacién de
una variable dependiente con respecto a otra variable independien-
te (con lo cual podria pensarse que se confundiria con la correla-
cién bivariada, simple o de primer grado, pero) cuando otras va-
riables independientes permanecen constantes. ‘

O bien podriamos decir que:

La correlacién parcial establece la relacién entre una varia-
ble dependiente y dos o méis independientes (con lo que se pensaria
que se confunde con la correlacién miltiple), pero las cuales se in-
terinfluyen (por lo cual imponen la necesidad de eliminar sus mu-
tuas influencias).

Mas adelante, trataremos de precisar estas distinciones, con
base en conocimientos que atn no hemos obtenido en este punto.

Con base en la forma de la relacién entre las variables, se
dice que la correlacién es:

1. Rectilinea o del sistema rectilineo, o
2. Curvilinea o del sistema de una curva particular.

El que la correlacién sea rectilinea quiere decir, en el caso mas
sencillo (o sea, en el de la correlacién rectilinea bivariada, simple
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EL A.B.C. DE LA CORRELACION. .. 17

~0 de primer orden) que a incrementos constantes de la variable inde-
pendiente corresponden incrementos también constantes de la varia-
ble dependiente. En tal caso, la forma de la relacién puede repre-
sentarse por una recta. Si la correlacién es del sistema rectilineo
y, ademas, es miltiple, la forma de la relacién puede representarse
mediante un plano (caso de tres variables) o por medio de un “hi-
perplano” (en el caso de mas de tres variables).

El que la correlacién sea curvilinea significa que a incremen-
tos constantes de las variables independientes, corresponden incre-
mentos variables (sujetos a una variabilidad regida a su vez por al-
guna expresién matemética) de la dependiente.

Para medir la intensidad de la correlacién rectilinea, se em-
plea un indice que se representa con r mintiscula y al que se sufijan
como indices de cifras de las variables que se correlacionan.

De este modo:

r;; representa el indice de correlacién rectilinea de la va-
riable 1 en la variable 2. ‘

r;s representa el indice de correlacién rectilinea de la va-
riable 1 en la variable 3.

ri2s representa el indice de correlacién del sistema rectilineo
(o, en el caso, “cuadratica”) de la primer variable en la
segunda y en la tercera consideradas simultineamente (o
sea, que se trata de una correlacién mdltiple).

En el caso de la correlacién parcial, se emplea la misma lite-
ral, pero, en el sufijo o subindice se separan las variables que se
relacionan, de la o de las variables que se mantienen constantes o
cuya influencia se reduce de este modo. Es asi como:

r12.3 representa el indice de correlacién parcial de la primera
variable en la segunda cuando permanece constante la
tercera.
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18 ' 6SCAR URIBE VILLEGAS

Is.» representa el indice de correlacién parcial de la primera
variable en la tercera cuando permanece constante la se-
gunda.

La correlacién curvilinea se aprecia mediante el célculo de un
indice conocido como “razén de correlacién” que se acostumbra
representa por 1) (eta) mindscula. Cuando 7. es igual a ry, la
correlacién no es curvilinea sino rectilinea.

Con base en el sentido del crecimiento, se diferencia entre:

1. Correlacién directa,
2. Correlacién indiferente,
3. Correlacién inversa.

El sentido de la correlacién se aprecia generalmente al través
del signo del indice de correlacién. Cuando el signo de correlacién
es positivo, la correlacién es directa, o sea, que al aumentar la va-
riable independiente aumenta la dependiente y al disminuir la pri-
mera disminuye la segunda. Cuando el signo del indice de corre-
lacién es megativo, la correlacién es inversa, o sea, que al aumen-
tar la variable independiente disminuye la dependiente y al disminuir
la independiente aumenta la dependiente. Finalmente, cuando no
hay signo por ser nulo el indice de correlacién (en este sentido O es
el signo de indiferencia) se dice que no existe correlacion, puesto
que no puede predecirse el valor de la variable dependiente con
base en el conocimiento que se tenga del valor correspondiente de
la variable independiente.
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II. LA CORRELACION ESTUDIADA MEDIANTE
EL METODO DE REGRESION
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CORRE’LACION}; RECTILINEA
DE PRIMER ORDEN .

~ Series Sencillas—Una serie sencilla bivariada es
aquélla que se obtiene al representar a cada individuo de un con-
junto, poblacién o universo estadistico por un par de cifras. Una
serie sencilla bivariada puede estar constituida por peso y estatura
de cada uno de los miembros de una familia. Otra serie sencilla
bivariada puede estar constituida por la lista de pares de valores que
dan el monto de los ingresos y el monto de los egresos de una serie
de familias. Una tercer serie sencilla bivariada estara constituida
por la lista de pares de valores que den las edades de un conjunto
de mujeres y el nimero de los hijos de cada una de ellas. Una
cuarta serie puede estar representada por el conjunto pareado de
valores que representen, por una parte, el por ciento del ingreso
nacional manejado por los gobiernos y por otra, el por ciento de las
funciones sociales realizadas por esos mismos gobiernos, en un con-.
junto de Estados. Tales series bivariadas seguirdn siendo sencillas,
en tanto no se hayan subsumido los posibles casos de repeticién en
uno solo. O sea, en tanto no se haya hecho acompafar cada pareja
distinta de valores de una tercer cifra que indique cuéntas son las
veces en que se repite dicha pareja.

Consideremos, por ejemplo, dos fenémenos A y B. Suponga-
mos que A puede adquirir los valores 6 y 12 y que B pueda adqui-
rir los valores 3 y 5. Supongamos finalmente, un conjunto de indivi-
duos p, q, 1, s, t, u, v, x. Supongamos asimismo que la observacién
nos ha mostrado que, para p, el fenémeno A vale 12 y el B vale 5;
que para q, A vale 12y B, 3; parar, A vale 6 y B, 3; para s, A vale
6 y B,5; para t, A=12 y B=3; para u, A=12 y B=3; para v,
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22 6SCAR URIBE VILLEGAS

A=6 y B=5; para x, A=12 y B=3. Una serie sencilla, biva-
riada estard dada por:

A
12
12

6
6
12
12

6
12

<2 ~n 1T

WUlwwumw wu W

En esa serie sencilla, como puede verse, no se ha evitado la re-
peticién de casos como el de q, t, u, x (a todos los cuales les corres-
ponde la pareja 12,3) o como el de s, v (a los que corresponde la
pareja 6,5). La serie sencilla bivariada podria convertirse en serie
de frecuencias si se evitaran las repeticiones y haciendo perder su
individualidad a cada observacién, se subsumieran g, t, u, x bajo
un 4 que les corresponderia como la “frecuencia” de la pareja co-
rrespondiente 12,3) y se subsumiera a s, v bajo un 2 que seria la
frecuencia de la pareja de valores 6, 3. En esta forma se obtendria
una distribucién bivariada de frecuencias como la siguiente:

A B frecuencia
12 S 1
12 3 4

6 5 2

6 3 1

8 casos en total

En lo que sigue, trataremos de las series sencillas tinicamente
en relacién con el tema de la correlacién.
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EL A.B.C. DE LA CORRELACION. .. 23

Se trata, por tanto, de la correlacién rectilinea de primer orden
(entre dos variables o sea en una serie bivariada) en serie sencilla.

crece crece
El que A ——— cuando B—
1 decrece decrece puede expresarse ma-
tematicamente:
decrece crece —cB
o el que A——— cuando B— |

crece decrece

Expresién en la cual c representa una constante que multipli-
ca a B y que puede ser positiva o negativa. Si ¢ es positiva, esto
quiere decir que cuando B crece, A también crece y cuando B de-
crece, A también decrece. Si c es negativa, esto significa que cuando
B crece A decrece y cuando B decrece A crece.

Si los diferentes valores que puede asumir el fenémeno A (por
. ejemplo, los afios en que puede expresarse la Edad de un conjun-
to de individuos) se representa por x, y si los diferentes valores
que puede asumir el fenémeno B (por ejemplo, los afios en que
puede expresarse la Edad de los hijos de esos individuos) se re-
presenta por X, y se sabe, ademas que cada aumento unitario del
valor del fenémeno B (en el ejemplo, por cada afio de edad del
hijo) existe un aumento de a, unidades en el valor del fenémeno
B (a afios mas en la edad del padre), estas relaciones pueden ex-
presarse:

X; = az Xz

Aprovecharemos la ocasién que nuestro ejemplo nos proporcio-
na para tratar de deshacer un malentendido que podria surgir (a
no ser palpable el absurdo, en el caso) en la interpretacién de los
resultados de la correlacién.

Si x, representa las edades de los padres del conjunto y x, las
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24 ‘ 6GSCAR URIBE VILLEGAS

edades de los hijos y a; en un conjunto determinado vale 2, por
ejemplo: '

¢La expresién x; = 2x, quiere decir que “por cada afio que
aumenta la edad de un hijo determinado se duplica la edad de su
padre”? El absurdo es evidente. No seria posible que mientras el
hijo envejecia un afio, el padre envejeciera dos. Entonces, ;qué es
lo que esta expresién significa? Significa que “‘en el conjunto de los
individuos estudiados en un momento dado, los padres tienen el do-
ble de la edad de sus hijos”.

El absurdo de la interpretacién procede:

1° De que se habla de variaciones de edad no en sentido co-
lectivo (no en el sentido de diversidad de edades de los
individuos de un conjunto), sino individual (en el sentido
de diversidad de edades de dos individuos vinculados en-
tre si, en el transcurso del tiempo) o

2° De que se habla de variaciones cronolégicas cuando debie-
ra de hablarse de variaciones no cronolégicas; de varia-
ciones diacrénicas cuando se debiera hablar de variacio-
nes sincrénicas; de variaciones que se producen en series
estaticas y no en series dindmicas.

La expresién dada anteriormente para esas variaciones simul-
téneas de dos fenémenos puede ampliarse mediante la igualdad:

X1 =™ ag + a9Xo

De acuerdo con esta expresion —mdis general que la previa,
por la adicién del sumando constante a,— cuando x, vale 0, x, vale
ao y por cada unidad de aumento de x, hay un aumento de a, uni-
dades en x;.

En nuestro ejemplo, podria darse el caso de que un individuo
tuviera 18 afios cuando naciera su hijo, que otre individuo del con-
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EL A.B.C. DE LA CORRELACION. .. 25

junto tuviera 20 afios cuando su hijo tenia 1 afio, que otro més cuyo
hijo tuviera 2 afios tuviera 22. En tal caso, la expresién especifica
de estos hechos seria:

xl=18+2X2

pues, en efecto, cuando x, valiera 0, x; valdria 18; cuando valiera
1, valdria x, 20, y al valer x,, 2, valdria x,, 22.
Volveremos ahora a nuestra expresién genérica:

x1=ao+azx2

Obtencién del indice de correlacion rectilinea a partir de la
ecuacién de regresién expresada en unidades originarias—La ex-
presién genérica anterior estd expresada en unidades originarias.
Si a esta expresién le aplicamos el operador sigma o sumador ob-
tendremos:

21{1 = Nao + az Exz

Si la expresién que nos sirve de punto de partida se multiplica
por Xx,, se tiene:

—_— 2
X1Xo = 49X + ag Xg

Al aplicar el sumador a esta expresién resultante, obtenemos:

2X1X2 = 802x2 + 3223(22

&

Puesto que aplicar a una expresién el operador sigma equi-
vale a aplicarlo separadamente a su primero y a su segundo miem-
bro y, dentro de cada miembro, a cada término. Puede recordarse
también que aplicar el sumador a un término constituido por un
producto de constante y variable (como a, x;) equivale a aplicar ‘el
sumador a la variable (x;) y multiplicar la sumatoria (2x,) por
la constante (a, en el ejemplo). .
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26 6OSCAR URIBE VILLEGAS

Las dos expresiones sumatorias obtenidas, conmstituyen el si-
guiente sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas (ao, az):

le = Nao + 8221(2
2X1X2 == 302)(2 + agzx;_’

Al resolver el sistema, se obtendran valores determinados pa-
ra a, y a; que pueden sustituirse en la ecuacién de regresién a fin
de estimar los valores de x; a partir de los valores de x,. Si estos
valores de x; estimados (") a partir de los valores de x. los repre-
sentamos por X;,, tendremos:

a

X312 = a9 + asz X

Los valores de x; obtenidos a partir de x, o sean los valores de
%12 diferirin mas o menos de los valores observados de x;, a me-
nos que la correlacién sea perfecta, en cuyo caso coincidiran. Una
primera medida y muy burda del error de estimacion estara dada
precisamente por un promedio de las diferencias entre los valores
estimados y los valores observados. Estas diferencias son:

a

X3 T X12

y colocamos generalmente como minuendo el valor observado y co-
mo sustraendo el estimado en cuanto damos por supuesto que el
valor observado es efecto no sélo de la causa representada por la va-
riable dependiente o segunda variable, sino de otras miltiples cau-
sas (que, sin embargo, pueden ser negativas en su efecto).

Si estas desviaciones del valor observado y el estimado a par-
tir de la ecuacién de regresion las representamos por d,,, tendre-
mos:

a

X3 — X2 =dj
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Hemos dicho que una primera medida del error de estima-
cién puede obtenerse mediante el promedio de estas desviaciones.
El paso siguiente, consistird en preguntarse, ;qué tipo de prome-
dio? ' :

Si se considera que, conforme a lo que acabamos de decir,
esas desviaciones del valor observado respecto del estimado pueden
ser positivas o negativas, esto quiere decir que el promedio que de-
bera usarse serd aquél que considere los valores absolutos de las
desviaciones o aquél otro al través del cual, gracias a la operacién
que con ellas se realice, haga que las desviaciones lleguen a tener
el mismo signo, impidiendo las posibilidades que —en caso de con-
servarlo— tendrian en cuanto a anularse. Como se sefiala en las
Técnicas Estadisticas' dicho promedio apropiado es la media cua-
drética. En efecto, al emplear la media cuadritica debe principiar-
se por elevar al cuadrado, y todos los cuadrados —sean de nime-
ros positivos como de niimeros negativos— tienen signo mas.

En estas condiciones, hablaremos de un primer indicador del
error de estimacién, calculado a partir de los datos mismos en uni-
dades originales, que representaremos por e;» y que estard dado
por la media cuadratica de las d;,, o sea:

2dy,*
o

En efecto, éste es un indicador apropiado, pues cuando los va-
lores estimados coincidan con los observados, las desviaciones se-
ran nulas y el error de estimacién (e;2) también lo sera.

Si se quiere elaborar un indice de correlacién a partir del
error de estimacién, se tendrd que considerar que cuando el error
de estimacién sea nulo, el indice de correlacién debera de ser maxi-

1 QObra del autor publicada por el Instituto de Investigaciones Sociales de la
U.N.AM,, en 1958,
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28 OSCAR URIBE VILLEGAS

mo (para comodidad de lectura, mas que para otra cosa) ; que con-
forme las desviaciones de los valores observados con respecto a los
estimados crezcan en valor absoluto y, por lo mismo hagan crecer
el error de estimacién, disminuir4 correspondientemente el indice de
correlacién, y que cuando el error de estimacién sea maximo el in-
dice de correlacién debera permitir una lectura de “nulo”.

El error de estimacién es una media cuadrética de desviacio-
nes de los valores de una variable con respecto a las estimadas de
esa misma variable a partir de otra. O sea que (de acuerdo con
las equivalencias entre medias y momentos) el error de estimacién
elevado al cuadrado es igual al segundo momento de la distribucién
bivariada. A este segundo momento de la distribucién bivariada
de las variables 1 y 2 podremos representarlo por N;(12). La pie-
dra de toque o el elemento de comparacién de este segundo momen-
to tiene que serlo otro segundo momento. Seré el segundo momento
de la distribucién univariada de la primer variable, o sea Vs, V2o
es igual a:

Ex 12
N

Va0 =

En estas condiciones este indice de correlacién obtenido a par-
tir de la ecuacién de estimacién expresada en unidades originarias
de la variable estard dado por la férmula siguiente:

— 2
=V20 — €12

0, como un indice distinto, relacionado con él, pero dado en
unidades lineales:

2
J Voo — €12
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Calculo de la ecuacién de estimacién, del error de estima-
cién y de la medida de la correlacién de una distribucién biva-
riada, a partir de los datos originales. Correlacién no perfecta.

2 A 2
X, X, XX, X2 687x, %, ldyp| - dy5

20 3 60 9 2061 19.69 031 0.0961
40 6 240 36 4122 4030 030 0.0900
46 7 322 49 48.09 4717 117 1.3689
68 10 680 100 68.70 67.78 0.22 0.0484
75 11 825 121 7555 74.65 035 0.1225
34 5 170 25 3435 3343 057 0.3249

Sumas 283 42 2297 340 2.0508
entre 6 . ' .3481
283 = 6a,+42a, e= v 3481 = 59

2297 =42a, + 340 a,
1981 = 42a, + 294 a,

316 = 46 a,
6.87 = a,
283 = 6a, + 42 X 6.87
283 = 6a, + 288.54
283 — 28854 =6 a,
—5.54 =64,
—0.92 = a,

x, = — 092+ 6.87 x,
Ecuacién de estimacién en desviaciones respecto a la medida
aritmética '
Volveremos a nuestra expresién genérica:
X1 ==a + a2 X,

Como X, y X, constituyen una serie bivariada, compuesta, por
lo mismo de dos series univariadas, es posible calcular la media
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30 . OSCAR URIBE VILLEGAS

de cada una de esas series univariadas. O sea, puede calcularse
la media de todas las x; del conjunto, y separadamente, la media
de todas las x, del conjunto. Asi, se tendré:

X, = media aritmética del primer fenémeno

X, = media aritmética del segundo fenémeno.

Calculadas las medias aritméticas de cada una de las distribu-
ciones univariadas componentes de la bivariada, es posible expre-
sar cada valor de cada serie como “desviacién con respecto a la
media aritmética de dicha serie”. En esta forma:

(x1 —x1) desviaciéon de cada caso del primer fenéme-
no con respecto a su media aritmética.

(x2 —xz) desviacién de cada observacién del segundo
fenémeno con respecto a su media aritmética.

Si se substituyen los datos (x1,x2) por sus respectivas desvia-
ciones con respecto a la media aritmética de cada uno de ellos, la
expresién subsiste en su forma general, pero las constantes de esta
nueva expresién serdn distintas. Estas nuevas constantes (cuyo va-
lor determinaremos en seguida) las representaremos por A, y A,.
La nueva expresion serd:

(x1 '.il) =A,+ A, (Xz "—(.2)

Esta expresién es vélida para cada par de valores de x, y de
x, en particular. O sea, que se pueden escribir tantas de estas ex-
presiones como pares de valores haya en el conjunto. Si se suman
esas diferentes expresiones, la expresién resultante serad una igual-
dad. En esta igualdad, el primer miembro sera igual a la suma
de los primeros miembros de las expresiones del tipo sefialado. El
segundo miembro de la expresién resultante serd igual a la suma
de los segundos miembros de dichas expresiones. Estas sumas que-
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darin expresadas mediante el operador sigma mayiiscula colocado
antes de cada miembro de la expresién:

J(x; — %) =2(Ao + Az[x: —X,])

La sumatoria del segundo miembro lo es de una suma (de A,
por una parte y de A,(x, — X;) por otra y, por lo mismo es igual.
a la suma de las sumatorias de los sumandos:

= EAO + EAz(Xz - iz)

La sumatoria del primer término de este segundo miembro es
la suma de una serie de constantes que es igual a la constante mul-
tiplicada por el nimero de veces que aparece, o sea NA,. Segiin
esto, el segundo miembro es:

=NA, + ZA,(x — %)

En el primer miembro se tiene 2(x; — %), o sea, la suma de
las desviaciones de las x; con respecto a su media y esa suma es,
como se sabe, igual con cero. En el segundo miembro figura, ana-
logamente 2A,(x — X;) o sea, A,=(x — X;) o sea, el producto de la
constante A, por la suma de las desviaciones de las x, con respecto
a su media; pero esa suma vale cero y, consiguientemente, se anula
todo el término. Con lo cual se tiene como primer miembro cero
y como segundo s6lo NA,

O=NAO

Si se despeja a A, se obtiene: Ag=0/N=0

Si se sustituye este valor en la expresién general que liga las
desviaciones de una variable con respecto a su media con las des-
viaciones de la otra respecto a la suya,

(x: — i1) =A,+ A, (xz — X2)
se convierte en:

(x:1 — i'l) =A; (x2 — iz)
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O bien, si se emplea como simbolo de desviacién de la prime-
ra variable con respecto a su media d; y como simbolo de la des-
viacién de la segunda variable con respecto a la suya d, se ob-
tendré ’ ’

dl == A2 dz

Obtencién del indice de correlacién a partir de la ecuacién de
regresién expresada mediante desviaciones respecto de la media
aritmética—Si la expresién anterior se somete al proceso de su-
macién, el primer miembro aparecerid afectado por el sumador y
al afectar el segundo miembro con el sumador la constante A, apa-
recerd multiplicando a la variable d, previamente afectada por el
sumador:

2d1 == A2 2(12

Sin embargo, debe recordarse que la suma de desviaciones de
una variable con réspecto a su media es nula, o sea, que la expre-
sién anterior se convertira en:

0=A,(0)

expresién de la que no es posible obtener ningin valor definido
para A,.

De ahi que convenga, antes de aplicar el sumador, multipli-
car ambos miembros de la ecuacién originaria por d,:

dids=A, d,?

En seguida debe aplicarse el sumador a ambos miembros:
zdldg e A22d22
Al despejar a A,, se tiene:

_ 2d,d,
Jds?

A,
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Al sustituir este valor en la ecuacién de estimacién es posible
obtener estimaciones de las desviaciones de la primer variable con

respecto a su media (d;) a partir de las desviaciones de la segunda
variable con respecto a la suya. Estas estimaciones las designare-
A

mos por d;.. Segin esto:
di2=A,d;

Nuevamente, es posible calcular el error de estimacién a par-
tir de las desviaciones entre los valores estimados y los observados
de las desviaciones de la primer variable. O sea, que partimos de
las desviaciones dadas por la fé6rmula:

d1 - élz

Para representar estas desviaciones de desviaciones podemos
recurrir al simbolo d';,:

d, — &12=d'12

El error de estimacién serd, como en el caso anterior, la me-
dia cuadritica de estas desviaciones que representaremos por £;s:

——
€12= J——-—Ed 12
N

Por consideraciones parecidas a aquellas que se hicieron en
el caso del indice de correlacién obtenido a partir de los datos ex-
presados en unidades originales, en este caso es necesario traducir
la medida inversa de correlacién que es el error de estimacién a
una medida directa de correlacién. En este caso, como en el an-
terior, se tratard de un segundo momento, puesto que el cuadrado
del error de estimacién &;, es el segundo momento de la distribu-
cién bivariada, pero tendra que ser el segundo momento con res-
pecto a la media aritmética de la primera distribucién y no ya como
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en el caso anterior el segundo momento de esa primera distribucién
con respecto al origen. La medida de la correlacién en este caso
sera:

2
Mzo — €12 =R,

Célculo de la ecuacién de estimacién, del error de estimacién

y de la medida de la correlacién de una distribucién biva-

riada, a partir de las desviaciones con respecto a las corres-
pondientes medias aritmética. Correlacién no perfecta

x %X 4 d dd, d,? 687d, d,' d,"
20 -3 —2717 —4 108,68 16 —2748 0.31 0.0961
40 5 — 717 -1 717 1 — 6.87 0.30 0.0900
46 7 — 117 0 000 0 0.00 1.17 1.3689

68 10 42083 +3 6249 9 20.61 0.22 0.0484
75 11 +2783 +4 11132 16 2748 035 0.1225

34 S —1317 —2 2634 .4 13.74 057 0.3249
Sumas 283 42 315.99 46 2.0508
Medias 47.17 7 34.81
—— =59
= Y 3481
d1 = Ag dg
zdldg = A22d2
315.99 =46 A,
687= A,
d;, =6.87d,

Relacion entre el error de estimacién de una serie bivariada
calculado a partir de los datos originarios y el error de estimacién
de la misma serie calculado a partir de las desviaciones de éada
serie univariada respecto de su media aritmética.—La desviacién
de los valores observados de la variable dependiente(x,) con res-
pecto a los valores de esa variable estimados a partir de la varia-
ble independiente (valores de x, estimados a partir de los valores
de x,, o sea X;;) queda dada por la f6rmula:
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"
di2 =3x; — X2

~ Puesto que toda desviacién es una diferencia entre dos valores
que se comparan,

En forma parecida, las desviaciones de los valores observa-
dos de la desviacién de la variable dependiente con respecto a su
media (d; =x, —X;) y los valores estimados de dicha desviacién
a partir de los valores de la desviacién de la variable independiente
te con respecto a su media (d;=x, — X;) queda dada por la for-
mula:

dm' =d, — éxz

La estimada de la variable dependiente a partir de la inde-
pendiente, en la primera férmula (o sea X;») puede expresarse por:

~ XN
X12 == a9 T X,
Valor que sustituido en la primera expresién, produce:
d12 = X; 7 a9 —asXs
En forma parecida, la estimada de la desviacién de la varia-
ble dependiente a partir de la desviacién de la independiente (con
respecto a sus medias aritméticas correspondientes) puede expre-
sarse como:
di> = a.d,
Que sustituido en la segunda expresién, produce:
dix' =x, — aqd,

Para poder establecer una relacién entre d;; y d;2!, conviene
sustituir d, y d; en esta Gltima expresién por sus equivalentes
(x1 —X1) y (x2 —X2). Con ello se tiene:

d12' =X — X1 — az(xz - iz) =x;— X1 — 8;X; — 85X
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Esta expresién puede ordenarse como sigue:
di2' =%, — 8%, — X1+ 2%, = x; — a%s — (%, — a,%)
Si en la expresién que da el valor'de d;,
dis==x; — 2o — asx,

despejamos a x; — ax, que son los dos primeros términos de la ex-
presién a que habiamos llegado un momento antes, tendremos:

d:2 + a9 = X3 — aXo

Sustituyendo en la expresién alcanzada hacia un momento el
valor de x; — azx, por su equivalente d;» + a,, se tiene:

. dio' =dso + 2o — (x— aziz)
A partir de la ecuacién de estimacién:
X1 =4 + agXo
se puede obtener la sumatoria correspondiente:
le =N ap + ag 2)(2

si la sumatoria se divide entre el efectivo, se obtienen las medias
correspondientes y en el caso del término Na,, al dividirsele entre
el efectivo N, se convierte en a,:

X1=ao+82X2

que, al despejar a a, produce:
a9 =i1 - aziz

De acuerdo con eso, el paréntesis binomio que aparece como
sustraendo de la expresién que dejamos pendiente de d;,' puede
sustituirse por a,, con lo cual se tiene:

du' =dy, + a, — a,=d,,
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O sea, que las desviaciones obtenidas en uno y otro caso son
iguales. Consiguientemente los errores de estimacién obtenidos a
partir de los datos originarios (e;> obtenida a partir de los datos
X; Y Xz) y a partir de las desviaciones con respecto a las corres-
pondientes medias aritméticas (&, obtenido a partir de d; y d2)
son iguales: e;2 = €;3.

Obtencién del indice de correlacién rectilinea a partir de
datos expresados en desviaciones con respecto a la media aritméti-
ca en unidades sigmdticas.—Partamos de la expresién:

d1 = A2 d2

Si se dividen los dos miembros de la ecuacién entre o; (o sea,
entre la desviacién media cuadritica de la primera variable, que es
la media cuadrética de las d,), se obtiene:

d, 1
i A2 —_— d2
0 01

Si el segundo miembro se multiplica y divide por o2 (o sea, si
se multiplica y divide por la desviacién media cuadratica de la
segunda variable, que es la media cuadrética de las d;) se tiene:

0, 0,0

De acuerdo con una simbologia ya aceptada (que hemos usado
también en Técnicas Estadisticas) y puesto que d,/0; es la desvia-
cién con respecto a la media aritmética (d,) dividida entre la des-
viacién cuadrética media (0,), o sea la desviacién sigmitica de la
primer variable, podremos representarla por §; (delta miniiscula
sub-indice 1). En forma aniloga, d./0,, desviacién sigmética de
la segunda variable, puede representarse por .. Con ello, la ex-
presion resulta ser:
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Designaremos ésta como la “ecuacién de estimacién en des-
viaciones sigméticas”.

En esta ecuacién, el conjunto constituido por A0,/ podre-
mos representarlo por a;,. La expresién se convierte asi en:

0 =a2 0,

De acuerdo con esto @;, indica cuil es el valor por el que es
necesario multiplicar la desviacién sigmatica de la variable inde-
pendiente, para obtener la desviacién sigmética de la variable de-
pendiente,

A partir de la ecuacién de estimacién expresada en desviacio-
nes sigmaticas es posible obtener, como en casos anteriores, el error
de estimacién.

El error de estimacién que designaremos como error sigma-
tico de estimacién y representaremos por €20 serd, como en casos
anteriores, una desviacién media cuadratica, o una media cuadra-
tica de las desviaciones entre los valores observados y los estima-
dos de las desviaciones sigmaticas.

En estas condiciones, como en casos anteriores, comenzaremos
por establecer que

81 - 312

o sea la diferencia entre la desviacién sigmética de la primer va-
riable tal y como se observa (o calcula a partir de los datos) y
la desviacién sigmética de esa primer variable estimada a partir
de la desviacién sigmética de la segunda variable, puede represen-
tarse por d.''

d12'.' =81 - 312

Si estos valores se elevan al cuadrado, se suman los cuadrados,
se divide la suma entre el efectivo y al cociente se le extrae la raiz
cuadrada, se obtiene el error sigmético de estimacién:
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\l 4, 2
— == &120
N

Relacién entre los errores sigmdticos y no sigmdticos.—Aun
cuando es facil anticipar el tipo de relacién existente entre los erro-
res de estimacién calculados a partir de los datos originarios o de
las desviaciones aritméticas y el que se obtiene a partir de las des-
viaciones sigméticas, conviene puntualizar esta relacién.

Partiremos de la expresién que da el valor de d;,!':

d12'=d1 - élz=d1 —A:d;

y de la expresién para d,,"'
dip'' =28, — 012

en la cual se puede sustituir &, por d,/0; y 815 por @2 0: 0 Az do/0
obteniéndose:
dl dz dl - A2 d2 d12

_'Ag B —

dp.''=
o, (o2} o1 0,

De este modo, al aplicar el sumador al primero y al dltimo
miembro de esta ecuacién, se obtienen dos sumas que divididas en-
tre el efectivo y sujetas a radicacién producen:

2dp'? = 24’
V- VS

En el primer miembro de esta igualdad puede reconocerse
de inmediato el error sigmitico de estimacién £;.0. El segundo
miembro puede convertirse en:

NER N
N

0.’
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O sea que ese segundo miembro estd formado por dos facto-
res, de los cuales el primero es el error no sigméitico de estimacién
en tanto que el segundo (que puede simplificarse en 1/0) es el
reciproco de la desviacién media cuadrética de la primer variable.
O sea, que volviendo a la igualdad de los radicales de donde par-
timos:

€12

€120 =
(1

Indice de correlacién obtenido a partir de las desviaciones sig-
mdticas.—Conforme hemos venido insistiendo, el indice de corre-
lacién mo es sino la forma de lectura directa de lo mismo que ex-
presa el error de estimacién que, en este sentido puede conside-
rarse (complementariamente) como una medida de falta de corre-
lacién. Cuando el error de estimacién crece, decrece la correlacién
entre las variables. Cuando el error de estimacién decrece, crece
la correlacién entre las variables. En cambio, inversamente, el in-
dice de correlacién se construye a modo de que al crecer la corre-
lacién crezca el indice y al decrecer la correlacién decrezca el
indice.

En el caso al que nos enfrentamos, el error de estimacién sig-
mético serd cero si el error de estimacién no sigmitico es nulo,
independientemente del valor que pueda tener la desviacién cua-
dratica media de la primer variable. Cuando esto ocurra, el indi-
ce de correlacién debera ser méximo. En cambio, cuando el error
sigméatico de estimacién sea méximo, el indice de correlacién de-
bera ser minimo. El error sigmatico de estimacién en la correla-
cién rectilinea serd méaximo cuando el error no sigmitico iguale
a la desviacién cuadratica media de la primer variable (o sea, cuan-
do £, =0,). En tal caso, el error sigmético de estimacién valdra
1. Por tanto, este 1, valor maximo, puede servir de piedra de toque
de la correlacién o falta de correlacién. Conforme més se acerque
el error de estimacién a 1, menos correlacién habra; conforme
se aleje el error sigmatico de estimacién de 1, habra mais correla-
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cién. Cuando el error de estimacién se aleje al maximo de 1 (o
sea, cuando sea cero), la correlacién serd maxima.

De este modo, puede construirse un indice de correlacion es-
tableciendo una desviacién entre la méxima del error sigmaético y
el valor realmente obtenido para la serie estudiada:

€120 . T E120
El minuendo es, conforme ya se ha dicho, 1:
1 —&yp0
Sin embargo, como el error sigmético de estimacién procede
de una raiz cuadrada, cuyo signo es anfibolégico, a fin de deshacer
la anfibologia del signo, se establece la relacién por diferencia
entre los cuadrados correspondientes del error de estimacién y el

error de estimacién méximo y en seguida se extrae la raiz cuadra-
da para obtener unidades lineales y no cuadraticas:

‘l 1-— «"—'120"2

A este valor es al que se le conoce como indice de correlacién
rectilinea ry,

iz = J 1 — &126?
De acuerdo con lo demostrado anteriormente, también es cier-
to que:

2
€12

12 == 'J 1— -
0,

De este modo, el coeficiente de correlacién resulta ser la raiz
cuadrada del complemento aritmético de la relacién entre las va-
riancias (segundos momentos o cuadrados de desviaciones medias
cuadraticas) de la distribucién bivariada (£1,® es la variancia de
dicha distribucién) y de la distribucién univariada de la variable
dependiente (0> = p2o).
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Calculo del coeficiente de correlacién a partir de las desvia-
ciones sigmiticas. Caso de una correlacién perfecta

1 Xy d, d, d;? d? d 0, 0.0, 05°

x
20 3 - 27.1‘.7 —4 738.2089 16 —143 —1.44 2.0592 2.0736
40 6 - 717 -1 51.4089 1 —0.37 —0.36 0.1368 0.1296
46 7 - 117 0 1.3689 0 —0.06 0.00 0.0000 0.0000
68 10 20.83 3 433.8889 9 1.09 1.08 1.1772 1.1664
75 11 27.83 4 774.5089 16 1.46 144 2.1024 2.0736
34 5 —13.17 -2 173.4489 4 —0.69 —0.72 04761 0.5184
Sumas 283 42 2172.8334 46 5.9517 5.9616
Medias 47.16 7 362.1389 7.66
Raices 19.03 2.77
81 = Q)2 82

28182 = alzzazz
5.9517 = @,,(5.9616)

59517

= =1
5.9616

oo Qo
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Como es facil comprender, si a;, es igual a 1, el error de estimacién
sera cero, y el indice de correlacién valdrd 1-

12=].

Relacién entre el indice de correlacién rectilinea de primer
orden y el coeficiente de correlacién en unidades sigmdticas.—Se
llama “coeficiente de correlacién en unidades sigméiticas” o “coe-
ficiente de correlacién sigmatico” a la constante que multiplica a
la desviacién de la variable independiente (expresada en unidades
sigmaticas) en la ecuacién de estimacién expresada en unidades
sigmiticas. Es decir, se trata del valor que hemos designado por
a; o por @;; (en forma maés precisa).

Para encontrar la relacién que buscamos, partlremos de la ex-
presién

Iz = \, 1 — &40
En la cual,
€150 = 2d;2'"*/N
Como:

2 =(81 - 312)‘2:(81 — Q2 82)2= 81 —2 a1281 8, + 0122822

Al aplicar a este desarrollo el operador promediador . ../N
también conocido como “esperanza matemética” (o sea, al aplicar
el sumador y dividir las sumas entre el efectivo) se obtiene:

2___ 2
€126 —1— 2a;,% + 05129

Pues, en efecto, la esperanza matemaética o promedio de las
desviaciones del primer miembro d;,'" es el cuadrado del error
sigmatico de estimacién; la esperanza matemitica de los cuadrados
de las desviaciones sigmaticas de la primer variable (8,%) es el
segundo momento sigmitico de esa variable y como todo segundo
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44 OSCAR URIBE VILLEGAS

momento sigmético, vale 1; la esperanza matematica del producto
0: 9; es el coeficiente de correlacién sigmético @;, que multiplicado
por @, produce @;;® en el segundo término, y, en el altimo térmi-
no, la esperanza matemitica de los cuadrados de las desviaciones
sigmiticas de la segunda variable es el segundo momento sigmatico
de dicha variable (que vale 1) que multiplicado por el cuadrado
del coeficiente sigmatico de regresién @y, produce la @;,* que apa-
rece en altimo término.

La reduccién de términos semejantes en ese desarrollo produce:

2___
€126 =1 — a;,°

Como el valor del indice de correlacién elevado al cuadrado
(r12") se obtiene restando de la unidad el error sigmatico, se tiene:

1’ =1— (1—a)= a5’

O sea que:

I = Q2

Esto quiere decir que el indice de correlacién es igual al coe-
ficiente sigmaético de correlacién.


compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo


CORRELACION RECTILINEA DE ORDEN
SUPERIOR AL PRIMERO

Series Sencillas—Decir que entre una variable con-
siderada como dependiente (x;) y dos o més variables consideradas
como independientes (xg, Xs...) existe una correlacién rectilinea,
equivale a afirmar que si se multiplican las primeras potencias (de
donde “rectilinea”) de las variables independientes por ciertas cons-
tantes (a;2, a;s. .. designadas por un subindice doble cuya primera
parte indica cudl es la variable dependiente y cuya segunda parte
indica cuél es la variable independiente a la que afectan como coe-
ficientes) y se suman los resultados, se obtendra una estimacién de
la variable dependiente (%;) sujeta a un cierto error de estimacién
(£1.23) que, como en el caso de la correlacién de primer orden esta
en relacién con un valor conocido como indice de correlacién recti-
linea de grado n (o, en forma més breve, como “indice de correla:
cién maltiple”) que mide la intensidad de la relacién entre las va-
riables,

De acuerdo con lo anterior, en la correlacién miltiple rectili-
nea, la expresién que nos servird como punto de partido sera:

x1=a0+a12x2+313x3+a14x4 +.........amxn

que, en el caso de una correlacién rectilinea de segundo orden (o co-
rrelacién rectilinea tri-variada) que es el que por comodidad trata-
remos, se reduce a:

X1 = a 1 a12Xs + a1sXs

Como en el caso anterior, los datos pueden trasformarse en des-
viaciones con respecto a sus respectivas medias aritméticas, restan-
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46 6SCAR URIBE VILLEGAS

do de cada dato la media de la serie univariada correspondiente
(di=x1 — X33 ds=2x; — X3 dg=3x3 — X3). Al realizar este
cambio en las variables, la forma (rectilinea) de la ecuacién que las
liga no se altera; o sea, que en la nueva ecuacidn, las desviaciones
apareceran elevadas (como lo estaban los datos originarios) a la
primera potencia. Sin embargo, seria facil demostrar, como se hizo
en el caso de la correlacién rectilinea de primer orden, que las
constantes que aparecen como coeficientes de las variables, cambia-
rén al tomar desviaciones en vez de datos originales (designaremos
por mayusculas los nuevos coeficientes, de modo que A, sera el ho-
mélogo de a,, Ay; el de a;», Ays el de a;3). Asimismo, como ya se
demostr6 para la correlacién rectilinea de primer orden, a, se
anulard; o sea, que A, =0. Es decir, no habra en la nueva expre-
sién término independiente: :

di=A;2ds + Ay ds

Una tltima forma de expresar lo mismo puede obtenerse del
modo siguiente:
~ Si se divide el primero y el segundo miembro de la ecuacién
entre la desviacién media cuadritica de la variable dependiente
(que designaremos por ;) tendremos:

d 1 1
—1‘=A12'—d2 + A —d,
(121 (15}

(31

Si en seguida, en cada uno de los términos del segundo miem-
bro multiplicamos y dividimos por la correspondiente desviacién
cuadratica media de la variable independiente que figura en el tér-
mino (o sea, si se multiplica y divide el primer término del segun-
do miembro por 03, y el segundo término por 03), ninguno de esos
términos resulta afectado, pero la expresién se convierte en:

d, o, d, o3 d
J— 3 Usg

A12 I Als-———
(121 0,10 0, Og
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En esta expresion puede observarse que: en el primer miem-
bro figuran desviaciones respecto a la media aritmética entre la
desviacién cuadratica media de la variable dependiente, o sea las
desviaciones sigmaticas de la variable dependiente (que hemos con-
venido en representar por 8;); y que, en el segundo miembro fi-
guran asimismo las desviaciones con respecto a la media aritmética
correspondiente divididas entre la correspondiente desviacién cua-
dratica media tanto de la segunda como de la tercera variable (am-
bas independientes), o sea, que en cada uno de esos dos términos
figuran las desviaciones sigmaiticas de las dos variables indepen-
dientes (que convenimos en designar por 8; y 83). De este modo,
la expresién puede escribirse:

(1} O3
81=A12— 2.+A13— 3
(10} o,

Podemos, finalmente expresar los coeficientes de las desvia-
ciones sigméticas que aparecen en esta ecuacién en forma més com-
primida si hacemos:

Precaucién.—Quien haya seguido hasta aqui los desarrollos
correspondientes a las férmulas de la correlacién rectilinea de pri-
mer orden y las de la correlacién rectilinea de orden superior al
primero, puede sentirse tentado, en vista de la semejanza exterior
de los primeros miembros de estas igualdades con una de las f6rmu-
las que dejamos consignadas en el capitulo de la correlacién de

. : 03 .
primer orden (A;»—=r;,), a establecer unas igualdades como
41

las siguientes:
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48 OSCAR URIBE VILLEGAS

Q12 =TI
Q13 = TI13

Los errores de conceptuacién a los que puede conducir esta
identificacién simbolégica fundada en una apariencia mis que en
una realidad (como diremos en seguida) puede seguirse al través
de las paginas siguientes que, en cuanto incorrectas estin impresas
en otro tipo distinto del general de estas péginas.

¢De dénde procede el error? Ya lo anticipdbamos; de una abu-
siva identificacién entre signos que no corresponde a una perti-
nente identificacién entre los conceptos que los simbolos recubren.
En una identificacién a base de apariencias y no de realidades.

El error procede de que hemos usado A,, para representar el
coeficiente de la variable 2 en la ecuacién de estimacién de una
correlacién de primer orden y también hemos usado A,, para re-
presentar el coeficiente de dicha variable en una ecuacién de esti-
macién de una correlacién de segundo orden y que hemos hecho
cosa parecida con A;; que muy bien podria representar el coefi-
ciente de la variable 3, en una correlacién de primer orden, entre la
variable 1 y la variable 3, y que representa el coeficiente de la va-
riable 3 en una correlacién de segundo orden entre las variables
1, 2, 3.

A partir de la pégina siguiente, en tipo distinto, seguimos el
desarrollo erréneo a que pudo conducir esa errénea identificacién,
con el fin de que el estudiante pueda evitar en un momento dado
errores de este tipo, valorando anticipadamente la importancia que
los mismos pueden tener. Una vez puesta de manifiesto la impor-
tancia de esta precaucién de usar simbolos tan especificos y distin-
tos como sea posible para realidades distintas, trataremos de mos-
trar cémo deshacer el equivoco mediante una simbologia més precisa.

Ejemplo del error de conceptuacién a que puede conducir una
simbologia imprecisa.—Habiamos convenido en designar los pri-
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EL A.B.C. DE LA CORRELACISON. .. 49

meros miembros de las igualdades siguientes por las literales que
aparecen en sus segundos miembros:

Es fécil ver, en esta forma, la relacién que existe entre estos
coeficientes y el indice de correlacién rectilinea de primer orden.
El primer coeficiente, es el indice de correlacién rectilinea de pri-
mer orden entre la variable dependiente y la primera de las inde-
pendientes. El segundo coeficiente, es el indice de correlacién de
primer orden entre la variable dependiente y la segunda de las in-
dependientes. Consiguientemente, el primer término del segundo
miembro de la ecuacién de estimacién en desviaciones sigmdticas
de esta correlacion trivariada, es la estimada de la desviacién sig-
madtica de la variable dependiente a partir de la desviacién sigmd-
tica de la primera variable independiente, y el segundo término del
segundo miembro es la estimada de esa misma desviacién sigmdtica
de la variable dependiente a partir de la desviacién sigmdtica de la
segunda variable independiente. En suma, que en esta correlacién,
la estimada de la desviacién sigmdtica de la variable dependiente

(8, ) es igual a la suma de las estimadas de la propia desviacion
sigmdtica a partir de las desviaciones sigmdticas de las variables
independientes.

Sustitwyendo los coeficientes de las desviaciones sigmdticas por
los equivalentes que acabamos de designar convencionalmente por
Q32 ¥ Q43 la expresién presenta la siguiente apariencia:

01==0ay2 0, + a5 s

En esta expresién, las alfas indican los valores constantes por
los que hay que multiplicar un valor dado de la desviacién sigmd-
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‘tica de la primer variable independiente y un valor dado de la
desviacién sigmdtica de la segunda variable independiente para ob-
tener el correspondiente valor estimado de la variable dependiente.
En vista de que el valor de la desviacién sigmética de la variable
dependiente es estimado y no observado para mantener el rigor sim-
bolégico, la expresién anterior debe escribirse:

A

81 =@, 8 + a3 03

En esta expresién, el acento circunflejo de 8, significa preci-
samente que se trata de un valor estimado y no observado.

Pero, hay mds. Puesto que la estimacién de los valores de la
desviacién sigmdtica de la variable dependiente puede hacerse a
partir de diferentes ecuaciones de estimacién (de una ecuacién pro-
pia de una correlacién de primer orden o de una de segundo orden)
y puede convenir establecer relaciones entre estas diferentes formas
de estimacién, emplearemos la siguiente simbologia que, si bien
puede parecer mds compleja es, simulténeamente mds clara o es-
‘pecifica:

0:.2 representa la estimada de 8, con base en la correlacién
de primer orden entre las variables 1 y 2

A . v
8,.; representa la estimada de &; con base en la correlacién
de primer orden entre las variables 1 y 3

81,,3 representa la estimada de §; con base en la correlacién
de segundo orden entre la variable 1 (dependiente) y
las variables 2 y 3 (independientes)

De acuerdo con esta simbologia, podemos escribir en simbolos
lo que hemos expresado antes con palabras:

31.23 = 81.2 + 31.3
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Ecuacién equivalente de la que, con otra simbologia menos

precisa dejamos asentada antes, ¥ cuya forma definitiva por el mo-
mento seria:

81.23 =0, 0, + a;30;
0, incluso:

A
81.23 =Ti12 82 + I13 83

Que es la ecuacién de estimacién en unidades sigmédticas de
una correlacién rectilinea de segundo orden.

En general, puede escribirse como ecuacién de estimacién, en
unidades sigmdticas, de una correlacién rectilinea de orden supe-
rior al segundo:

81'23“=r1282+r13 83+........l‘1n 811

O bien, en una forma mds condensada:
ry n .
81.23,, =n§11'm 8n

Ajuste de la simbologia de la correlacién miltiple o de orden
superior al primero—En la correlacién de primer orden emplea-
mos los siguientes simbolos: '

X1 ==ao T ai2X2
d,= A,.d,
81 == T2 82

Si la estimacién de x,, de d;, o de &, se hace no a partir de una
ecuacién de primer grado con una variable (x.), sino a partir de
una ecuacién también de primer grado, pero con dos variables (o
sea con una variable x; ademés de la variable x. ya considerada),
el coeficiente de la variable considerada en la correlacién de pri-
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mer orden (x.) ya no sera el que figuraba en la ecuacién de esti-
macién de la correlacién de primer orden (ya no sera a;2) sino un
coeficiente distinto (a menos que se trate de un caso particular que
analizaremos ulteriormente). A ese nuevo coeficiente distinto po-
driamos designarlo arbitrariamente como a;.'. Sin embargo, la
comodidad de la distincién no representa —simultineamente—
una claridad simbolégica que tenga su correlato en una precisién
conceptual creciente. En cambio si se utiliza un simbolo como
;2.3 esto podemos interpretarlo en el sentido de que se trata
de una constante (a, una primera letra del alfabeto, segin la con-
vencién que quiere que de preferencia se representen las constan-
tes por las primeras letras del alfabeto) que sirve como coeficiente
a la segunda variable (el 2 del subindice) en una ecuacién de esti-
macién de una primer variable (el 1 del subindice) en la cual fi-
gura también, como variable independiente, una tercer variable (el
3 del subindice). En forma parecida, si la correlacién es entre una
variable dependiente y mas de 2 independientes, el coeficiente po-
dra representarse por a,,  Anilogamente, para el coeficiente
de la segunda variable independiente (o sea, la tercer variable que
interviene en la correlacién x;), el coeficiente de una correlacién
de segundo orden podré escribirse a;3., y, si se trata del coeficiente
de esa misma variable en una correlacién de orden superior, podréd

reglstrarse como 813'2. o

Las designaciones de los coeficientes en las ecuaciones en que
intervienen no datos originales, sino desviaciones con respecto a las
medias aritméticas o desviaciones con respecto a las medias arit-
méticas en unidades sigmaticas, son completamente paralelas. De
este modo, las expresiones de la correlacién rectilinea de segundo
orden se tendra que escribir mas precisamente:

25 —
X1.23 = @0 + 12,3 X + 13,2 X3

En donde el primer miembro representa: valor estimado (acen-
to circunflejo) de la variable (x) primera (1 del subindice) hecha
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a pariir de sus relaciones con otras dos variables (2 y 3 del sub-
indice).

él.za = Aj2.3d; + Ajz.0d;

Y en desviaciones sigmaticas:

81.23 = Q2.3 82 + 3.2 83

Con este ajuste de la simbologia, el error contra el que preca-
vimos y que mostramos en piginas anteriores, no puede producir-
se. Al obtener —como haremos en seguida— los valores de las al-
fas podra verse el serio error en que se caeria mediante tal identifi-
cacién abusiva de los simbolos a la que no correspondia una co-
rrelativa identificacién legitima de los conceptos simbolizados.

Obtencion de los coeficientes de la ecuacién de estimacién en
la correlacion miiltiple o de grado superior al primero.—Partire-
mos de la ecuacién que acabamos de registrar, escrita de acuerdo
con la simbologia recién ajustada:

01.23 == Q12,3 05 T Qa2 83

Si multiplicamos tanto el primer miembro como los dos tér-
minos del segundo miembro por §; y en seguida aplicamos el su-
mador u operador sigma maytscula, tendremos:

2 §1.23 62 = 012.32822 + 3.2 282 832

Si multplicamos en forma parecida por 8; y aplicamos el su-
mador, tendremos: ‘

28:.23 83 = a12.328283 —+ a13.22822

A partir de este sistema de dos ecuaciones con dos inoégnitas
(012.3 Y Qus.2) podemos determinar los valores de dichas incégni-
tas.
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Ecuacién de estimacién de la variable dependiente en funcién
de las independientes:

A

01 =023 d: + Q3.2 83

Ecuaciones de interpolacién para encontrar los coeficientes
de correlacién (o sean las alfas):

20, 6,= a1232822 + a13.2262 83
20,03 = ;2.2 0, 0s + Q3,22 05°

Tabulacién destinada a la obtencién de los valores requeri-
dos por las ecuaciones de interpretacion.

81 82 81 83 322 82 83 832

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

1.2555 0.3726 - 2.4025 —0.7130 0.2116

0.0000 3.6075 0.0000 0.0000 3.4225

—0.2541 0.1518 0.5929 —0.3542 0.2116

—1.7670 - 1.5846 24025 —2.1545 1.9321

—0.2541 0.1518 0.5929 —0.3542 0.2116

Sumas —1.0197 5.8683 5.9908 —2.1499 5.9894

Sustituidos estos valores en las ecuaciones de interpolacién, se tiene:

—1.0197 = 5.9908 Q2,3 "'l‘ (—2.1499) Q3,2
5.8683 = (—2,1499) ;2.5 + 5.9894 a3..

El eliminante del sistema sera:

5.9908 —2.1499| _ o .
51199  50804| = 5:9908 X 59894 —(—2.1499)

= 35.8813 — 4.6221 = 31.2592


compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo


56 OSCAR URIBE VILLEGAS

El determinante del numerador de @;,.5 es:

—1.0197 —2.1499 ,
{ 5.8683 5.9894.l=‘6-1074—(— 12.6163) =

= 12,6163 — 6.1074 =
6.5089

El determinante del numerador de a;;., es:

59908 —1.0197| _ B _

== 32.8635

Consiguientemente los valores de los coeficientes de correlacién son:

_ 6508 _ oo
%28 o500
2.9635
3 —1.0545

%32 310502

Por tanto, puede escribirse:
0, =0.2082 6, + 1.0545 6,

Tabulacién para el calculo de los valores estimados en 01
a partir de los valores de §, y 05

8. 0.2082 §, 0s 1.0545 §, 0.2082 3, i- 105459, =
1
0 0.000000 0 0.000000 0.000000
—1.55 —0.322710 —046 —0.485070 —0.807780
0 0.000000 1.85 +1.950825 1.950825
—0.77 —0.160314 0.46 -+0.485070 0.324756
1.55 -+0.322710 —1.39 —1.465755 —1.143045

077 +0.160314  —046 —0.485070 0.324756
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A
Calculo de las diferencias entre los valores estimados de §,
y sus valores calculados §, a partir de los datos originarios.

81 81 81 - 61 (81—81)2
0.000000 0 0 0.000000000000
—0.807780 —0.81 0.002220 0.000004928400
1.950825 1.95 —0.000825 0.000000680625
0.324756 0.33 0.005244, 0.000027499536
—1.143045 —1.14 —0.003045 0.000009272025
0.324756 —0.33 0.005244 0.000027499536
Suma de las diferencias 0.000069880122
entre 5 0.00001397600244
Raiz cuadrada: 0.003738 error de es-
timacién

Como el error de estimacion es, para propésitos précticos, igual a
cero, el indice de correlacion r, serd practicamente igual a 1.
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CORRELACION PARCIAL

Si de las desviaciones sigmaticas (0) observadas de una va-
riable considerada como dependiente (8;) se restan las desviacio-
nes sigmaticas estimadas (de esa misma variable), obtenidas a
partir de una ecuacién de estimacién propia del proceso de corre-
lacién con otra variable independiente (51,2), se obtiene un nuevo
tipo de desviacién que representaremos por delta mayiiscula (A)
¥ que afectaremos de un subindice igual al que afecta la estimada
de la desviacién sigmaética de la variable dependiente (o sea, en

el caso, 1.2 que afecta a 31,2). De este modo, A, ., es un simbolo
que debe interpretarse como “desviacién de las desviaciones sig-
méticas estimadds respecto a las caléuladas” (A) “de la variable
1, a partir de la variable 2” (1.2). La férmula corespondlente
sera, de acuerdo con lo dicho: :

A1.2 = 81 - éz

En forma anéiloga, podemos establecer las dos férmulas si-
guientes:

Ax.a == 81 - 8\1.3
Az.s = 82 - 82.3

Si sustituimos las estimadas (o deltas miniisculas con circun-
flejo) por sus valores tomados de las correspondientes ecuaciones
de estimacién, tendremos:

Asg=08—r1130;
Az.s =82 — 1330
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60 0SCAR URIBE VILLEGAS

Entre la desviacién de la estimada sigmética de 2 en 3 (A,.3)
y la desviacién de la estimada sigmatica de 1 en 3 (A;.;) puede
establecerse una correlacién al través de una ecuacién de estima-
cién en la que figurard un indice de correlacién que provisional-
mente designaremos por r, ...

Como en todos los casos anteriores, comenzaremos por esta-
blecer una ecuacién de estimacién. La ecuacién de estimacién no
sigmética a partir de los valores originales sera:

As=a,ta,,,A,

Si hemos de trabajar con desviaciones de los valores origina-
rios (deltas maytsculas en este caso) con respecto a sus correspon-
dientes medias aritméticas (medias aritméticas de dichas deltas
maytsculas) comenzaremos por determinar los valores de dichas
medias como sigue:

SiAys=06 — 81.3 y Ay =108, — 83.2

y las medias aritméticas correspondientes son (como siempre) su-
mas de variables (en este caso, sumas de deltas maytisculas) entre
el efectivo (en estos casos de series sencillas, niimero de pares de

datos):

- 3A, = SA,
fam e T
Al sustituir en la primera férmula los valores de las A,.; se
obtiene:
B . 3(6,— gx.s) — 2(8) — 113 03)
1.3 7 N N
281 — Iig 283

N
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EL A.B.C. DE LA CORRELACION. .. 61

Como 20, =10 y 28; =0 (porque la suma de desviaciones
respecto a la media aritmética es siempre nula), podremos estable-
cer que:

51.3 =0

Y, en forma aniloga, que:

52.3 =0

Si las medias aritméticas de las deltas mayfisculas son nulas,
ello quiere decir que las desviaciones de esas mismas deltas ma-
ylisculas con respecto a sus propias medias serin las mismas deltas
maytsculas O sea que:

dys= Al.3 - 51.3 =As—0 =A1.3 Yy dy.s = AT

En tales condiciones, la ecuacién de estimacién, dada en des-
viaciones respecto a las medias aritméticas, en que se convertiria
la expresién primitiva:

d.=A d

1.3 1.3:2.3 2.3

acabara convirtiéndose en:

A ,=A A

1.3 1.3:23 2.3

A esta ecuacién de estimacién de la variable 1.3 a partir de
la variable 2.3 en desviaciones respecto a 13 media aritmética, co-
rresponde una ecuacién inversa de estimacién de la variable 2.3
a partir de la variable 1.3 en desviaciones respecto a la media arit-
mética:

A

Finalmente, es posible pensar aqui también en una ecuacién
de estimacién sigmitica. Para obtenerla, serd necesario que co-
mencemos por calcular las desviaciones cuadraticas medias de las
variables que se estan correlacionando (Ars y Ass).

A A

2.3~ “'1.3:23 713
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“Como la desviacién cuadratica media es igual a la media cua-
dratica de las desviaciones:

o VI T

Si dividimos cada delta mayiiscula entre la correspondiente
sigma asi obtenida, obtendremos la correspondiente delta minfiscu-
la o desviacién sigmética (0.3, 02.5).

Entre estas desviaciones sigmaticas es posible establecer una
ecuacién sigmatica de estimacién, en la cual el coeficiente de la va-
riable independiente sera el indice de correlacién de las variables
(en forma anédloga a como ocurrié en la correlacién rectilinea de
primer orden):

6 .=r 8

1.3 1.3:2.3 723

Tanto para la correlacién rectilinea de primer orden como pa-
ra la correlacién parcial puede demostrarse que la correlacién di-
recta de la primer variable a partir de la segunda como la inver-
sa que parte de la primer variable y llega a la segunda, producen
el mismo coeficiente de correlacién sigméatico o indice de correla-
ci6on. Es decir, que puede escribirse también:

0,= PN

Obtencién del indice de correlacién parcial a partir de la
ecuacién no sigmdtica de estimacién de los residuos de las estima-
ciones.—Si tomamos como ecuacién de estimacién la que permite
estimar los residuos de los valores observados de la variable de-
pendiente respecto de sus estimaciones a partir de la variable eli-
minada (A;.s) con base en los residuos de los valores observados
de la variable independiente respecto de sus estimaciones a par-
tir de la eliminada (A:.3) tendremos:

A=A A

1.3 1.3:237 23
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EL A.B.C. DE LA CORRELACION. .. 63

. En esta ecuacién, el unico valor por determinar es el del coe-
ficiente de correlacién parcial A ,,, Si apliciramos un opera-
dor sigma a ambos miembros tropezariamos con la dificultad con
la que ya tropezamos en el cilculo de la correlacién rectilinea: se
producirian sumas de desviaciones que se anularian y cuyo cociente
seria indeterminado. Por ello, como en aquella ocasién, comen-
zaremos por multiplicar ambos miembros por A,.5. Con ello obten-
dremos:

A1.3 A2.3=A A ?

1.3:23 ~2.3

Aplicando el sumador a ambos miembros de esta ecuacién, se
obtiene:

ZA1.3 A2.3 = A EA :

1.3:2.3 2.3

Al despejar a A se tiene:

EAI.S A2-3

1.3:2.3 = zAz 32

1.3:2.3

A

Mediante el valor del coeficiente de correlacién parcial y su
sustitucién en la ecuacién de estimacién, puede obtenerse una
serie de estimadas de A,,; a partir de A,.; que diferiran més o me-

nos de las.calculadas, ¥ que representaremos por A, ., . Gracias
a estas estimadas, es posible calcular una serie de residuos:

A1.3 —A

1.3:2.3

cuya desviacién media cuadratica no sera sino el error no sigma-
tico de estimacién de la correlacién parcial, a partir del cual, como
en la correlacion rectilinea de primer orden, puede obtenerse el
correspondiente indice que en este caso sera el indice correlacién

parcial r , .. que también representamos por r @20 T1s.

Obtencién del indice de correlacién parcial a partir de la ecua-
cién sigmdtica de estimacién de los residuos de las estimaciones.—
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Tomaremos la ecuacion sigméatica de estimacién de los residuos que
resultan de restar de los valores observados de la variable depen-
diente, los valores calculados a partir de la eliminada (8;.3). En
ella, dichos residuos se estiman a partir de otros residuos. Estos
otros se obtienen al restar de los valores observados de la variable
independiente los valores de ésta estimados a partir de la variable
eliminada (d:.3). Asi, tendremos:

é,.,=r,,,0

1.3 1.3:2.3 " 2.3

Si multiplicamos ambos miembros por 5.5, tendremos:
0 8.2

2.3
Al aplicar el sumador a los dos miembros de esta ecuacién, se
tiene:

139237 Ti3:2z

2
2013023 ="r13.03 2054
De acuerdo con esto, tendremos, finalmente:

. 301.3 02.3
1.3:2.3 W

r

Que es el valor del coeficiente-indice de correlacién parcial
de la primer variable en la segunda, con eliminacién de la tercera.

20;.3 0.3

I1.3%2.3 —"2—8232—

Por sustitucién de las § este indice también puede expresarse:

ZA 1.3 A 23 O3
2
EA-z.:s O3

Simplificacién de la férmula del indice de correlacién par-
cial—Si se considera que, como hemos mostrado anteriormente:

ris.23=

di.s =A1.3 dz.s =A2.s
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La férmula para el calculo de la desviacién media cuadratica:

Oi1.3= Q ——2(11\}.32

' 2.2
O1.3=— V —%

se transforma en:

Y, anilogamente:

03,3~ \] '——E?\;.az

En estas condiciones, la relacién de desviaciones sigméticas
01.3/02.5 que figura en la f6rmula del indice de correlacién parcial
se convierte en: ‘
O1.3 _V A"

2A,.5°

02,3 2.3

Al sustituir el equivalente de esta relacién en la férmula, se
tiene:

_ 2N A ZA, 5
132 o 2Al..'—!2 EA2.32

r

Pero, el factor radicalizado puede descomponerse en un co-

ciente de radicales, y el radical de numerador Y XA, se re-
duce a la unidad con uno de los dos radicales idénticos a él que
constituyen el denominador de la otra fraccién (Z2A;.5°) O sea,
que el radical del numerador desaparece y ZA,.;*> del denominador
queda radicalizado. El resultado final es:

L 2As5 A s
Tiae ™, — -
YV 2As ¥ 2AL
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¢Qué representa r, (3)2? I, 02 de acuerdo con el proceso que
hemos seguido, es el indice de correlacién rectilinea entre dos des-
viaciones de valores sigmaticos observados y calculados.

En particular, A, ; es la porcién de la desviacién sigmatica
observada, de la variable dependiente 1, que mo llega a explicarse
a partir de su correlacién con la variable independiente 3.

En forma aniloga, A,.; es la porcién sigmitica observada de
la variable dependiente 2 que no llega a explicarse a partir de su
correlacién con la variable independiente 3.

O sea, que las deltas maytisculas representan las variaciones
de la magnitud de las variables 1 y 2 que no se explican al través
de las variaciones de magnitud de la variable 3.

En el momento en que, al través del calculo de r;c . estable-
cemos la relacién estadistica entre estos valores, estamos estimando
la intensidad de la relacién que liga a las variables 1 y 2 por enci-
ma de las variaciones de las mismas explicadas por las variaciones
de magnitud de la variable 3.

Al indice ryp2 que elimina la influencia de 3 y calcula la in-
fluencia que 2 tiene en 1 por encima de dicha influencia, se le co-
noce como indice de correlacién parcial de 1 en 2 con eliminacién
de 3.

Naturalmente, en tratindose de las tres variables 1,2,3, es po-
sible establecer no uno, sino los siguientes indices de correlacién
parcial (a los que corresponderén otras tantas ecuaciones de esti-
macién de residuos de la estimada sigmatica):

T1(3)2
T1(2)3
Ta(1)3
I3(2)1
I31)e
Ta(3)1

El caracter de cada investigacién concreta que se haga, deter-
minaré cuiles, de entre ellos, habré que calcular.
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ITII. RELACIONES ENTRE LAS DIFERENTES MEDIDAS
QUE INTERVIENEN EN LA CORRELACION
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RELACIONES ENTRE LAS CONSTANTES ESTADISTICAS DE
LA CORRELACION RECTILINEA DE PRIMER ORDEN

Férmula del coeficiente de correlacién.—A partir de la ecua-
cién de estimaciéon (que tomaremos en unidades sigmaticas para
mayor facilidad), o sea, a partir de:

0 =ay, 02

puede obtenerse, mediante multiplicacién de ambos miembros por
0. y aplicacién ulterior del sumador a ambos miembros:

281 82 - algz 822
De donde, despejando a @, se obtiene:

35,8,
T

Q2

Como en el denominador figura la suma de los cuadrados de
desviaciones sigmaticas y dicha suma no es sino el segundo momen-
to sigmatico que ha sido multiplicado por el efectivo de la distri-
bucién, N, todo el denominador se reduce a N (ya que el segundo
momento sigmdtico vale siempre 1 como puede verse en las Téc-
nicas Estadisticas). En tales condiciones, la fémula para el coefi-
ciente de correlacién se reduce a:

26, 0,
Qo == -
N

Relacién entre el error de estimacion y el coeficiente de corre-
lacién.—En cuanto el error de estimacién es la media cuadrética
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de las desviaciones entre los valores observados y los estimados de
las desviaciones sigméticas de la primer variable, puede escribirse,
por definicién:

e — J 2(81_512)2
123 ———N

O bien:

2___
€126 =—

2(81 - 812)‘2
N
Si se ejecutan las operaciones de exponenciacién del binomio

encerrado en el paréntesis y de aplicacién del sumador a los resul-
tados, se obtiene:

38,2 — 258, 8, + 36,22
N

A
Al sustituir §;, por su equivalente tomado de la ecuacién de
estimacién a;,0, se obtiene:

2812 - 2a12281 82 + a;.° 2822
N

Pero, si como dijimos en el apartado anterior a;, = 3§, 8,/N,
8,0, sera igual a Na, valor que sustituido, producira:

38,2 — 2a;.(Nay2) + a.°N 26,2 — 2 Nay,® + Nay,?
N - N
_ N — Na,,*
N

2 S e
Porque, en efecto, tanto 26,°> como 38,% pueden sustituirse
por el efectivo N en cuanto son segundos momentos sigméticos mul-
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tiplicados por dicho efectivo, y los. segundos momentos sigmaticos
valen 1. ‘
Consiguientemente, puede establecerse finalmente que:

2___
€126 =1 — a;5°

O sea, que el cuadrado del error sigmético de estimacién de
la correlacién rectilinea de primer orden es el complemento arit-
mético del cuadrado del coeficiente de correlacién.

Relacién entre el error de estimacién y el indice de correla-
cién.—Esta relaciéon la hemos establecido en forma de definicién
desde un principio. El error de estimacién es el complemento arit-
mético del cuadrado del indice de correlacién rectilineo, pues si:

1 =1 — €156
también es cierto que:
136" =1— 11"
Relacién entre el indice y el coeficiente de correlacién en una
correlacién rectilinea de primer orden.—Puesto que:
€120 =1 "‘,1'122

Y también:
e ___ — 2
€120 —1 1457

Puede establecerse una igualdad entre los segundos miembros
de estas igualdades, cuyos primeros miembros son iguales. Asi,
tendremos:

1—r."=1—a°

Siendo como son iguales las restas (es lo que afirma la igual-
dad) y siendo como son iguales los minuendos (1), tendrin que
ser iguales los sustraendos:

b J— 2
iz = Qi3
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Y, consiguientemente, sus raices cuadradas:
Iz = Q32

Conviene recordar las condiciones de esta identidad:
Indice y coeficiente de correlacién son iguales siempre que y
sélo si:

1.—La correlacién es rectilinea y de primer orden.
2.—FEl coeficiente de correlacién procede de la ecuacién de
estimacién dada en desviaciones sigmaticas (de ahi que
aparezca alfa miniscula y no A mayiscula como cuando
la ecuacién de estimacién estd dada en desviaciones res-
pecto a la media aritmética, o a miniiscula como cuando
. la ecuacién de estimacién estd dada en términos de los da-
tos originarios).

Relacién entre los coeficientes de correlacién, los errores de
estimacién y los indices de correlacién de la primer variable en la
segunda y de la segunda en la primera.—Las ecuaciones de estima-
ci6n de la primera variable en la segunda y de la segunda en la
primera, dadas en desviaciones sigmaticas son, respectivamente:

01 =0, 03 y 0, = ay, 6,

Si obtenemos los valores de los coeficientes de correlacién
(alfas) a partir de cada una de estas ecuaciones tomadas en forma
independiente, obtendremos, respectivamente:

. 261 82 Aoy == 282 81
= N y 21 T N

U2

Por simple inspeccién (puesto que el orden de los factores de
la expresion bajo el sumador no altera los productos correspon-
dientes y, por consiguiente, no altera tampoco su suma), puede
verse que los dos coeficientes de correlacién son iguales:
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Q12 = U2y

Puesto que, en la correlacién rectilinea de primer orden los
coeficientes de correlacién y los respectivos indices de correlacién
son iguales (o sea, que @;3 =Tr;3; Qg1 =2 si los coeficientes han
sido obtenidos de la ecuacién sigmética de estimacién), podremos
establecer que:

T12 = I9y

O sea, que los indices de correlacién obtenidos mediante la es-
timacién de la primer variable a partir de la segunda y de la se-
gunda a partir de la primera son idénticos.

Finalmente, en virtud de las relaciones que ligan al indice de
correlacién y al error de estimacién sigmético, también puede esta-
blecerse que:

€120 = €210

O sea, que el error que se obtiene de estimar la primera varia-
ble a partir de la segunda y el que se obtiene al estimar la segunda
variable a partir de la primera son idénticos.

En general, se puede establecer que: en la correlacién rec-
tilinea de primer orden, los coeficientes sigmdticos de correlacién,
los errores de estimacién sigmdtica y el indice de correlacién (que
siempre es una medida sigmdtica) son idénticos, sea que se obten-
gan de estimar la primer variable a partir de la segunda o la se-
gunda a partir de la primera.

Relacién entre los coeficientes de correlacién no sigmdticos de
la correlacion rectilinea de primer orden.—Si partimos de las ecua-
ciones de estimacién dadas en términos de desviaciones con respecto
a las correspondientes medias aritméticas de cada serie univariada
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pero expresadas en unidades ordinarias y no en unidades sigma-
ticas, las ecuaciones correspondientes seran:

di=A,.d, Yy d;=A,,d,

A partir de estas ecuaciones, los valores de los coeficientes NO
sigmdticos de correlacién son:

zdl d2 zdl dz zdl dg
= == Yy Aol ==

A _
12 2(122 N0'22 - NO'I2

En este caso, puede observarse que, mientras los numeradores
coinciden, los denominadores difieren.

Si multiplicamos entre si los coeficientes NO sigméticos de
correlacién, obtenemos:

2dd; 2dde  (2dudy)® ( 2d,d, )2

ApAy = -
No,> No,? N? 0%0,%

No,0»

En la dltima expresién se puede reconocer el cuadrado del
indice de correlacién r;,. O sea que:

ApAg = 1'122
O bien que:
I = J A12A

Esto es lo que permite afirmar que: el indice de correlacién
rectilinea de primer orden es la media geométrica de los coeficien-
tes de correlacién no sigmaticos.

Aplicacién.—A partir de la ecuacién de estimacién en des-
viaciones sigmiticas, puede obtenerse el valor del indice de corre-
lacién rectilinea de primer orden (r;;) en la forma siguiente:

Si se aplica el operador sigma maytscula a los dos miembros

de la ecuacién
0,=r.20, ’
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se obtiene:

281 = Erlz 82

Pero, en el segundo miembro se tiene la sumatoria del pro-
ducto (o méas propiamente, “de los productos”) de cada desviacién
sigmética (8;) por el indice de correlacién (rs;), o sea, la suma-
toria de una serie de variables por una constante. Y' la sumatoria
de una constante por una serie de variables es igual a la constante
por la sumatoria de las variables (o, lo que es equivalente, la cons-
tante bajo el operador sigma o sumador puede salir de él sin que
la expresién se afecte):

261 =r12282

Si en esta expresion se despeja a ris, se tendra:

24,
=TS,
2
Pero como la suma de las desviaciones sigméticas es nula, se-
ran nulos tanto el numerador como el denominador y el valor de

r;; quedaré sin determinar (0/0 es signo de indeterminacién).
Para deshacer la indeterminacién, volveremos a tomar la ex-

presién original
01 =T, 0,
Si multiplicamos ;mbos miembros por §,:
810, =ry; 8°
Aplicando el sumador a ambos miembros:
28, 0. =1, 26.°
’ 28, 0,

e T — '——2822
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Pero como el denominador (la suma de los cuadrados de las
desviaciones sigmiticas) es igual al segundo momento sigmatico,
o sea al efectivo de la distribuci6n, tendremos:

38,8,
N

I12
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'FALTA DE EQUIVALENCIA DE LOS INDICES DE
CORRELACION MULTIPLE DE UNA
DISTRIBUCION

Cuando la correlacién es rectilinea, el indice de correlacién
no varia, sea que se calcule tomando la primera variable como
dependiente y la segunda como independiente, o sea, que se calcule
tomando la primera variable como independiente y la segunda co-
mo dependiente. O sea, que siempre es posible establecer que:

T =1TIn

En cambio, no puede decirse lo mismo —ain en el caso de la
correlacién rectilinea— con respecto a los indices de correlacién
multiple de una misma distribucién. Es esto lo que intentaremos
mostrar.

Podemos registrar como indices de correlacién posibles, en el
caso de una distribucién trivariada: riss, rise, T21s, I231, Is12, Ts21s
De éstos algunos son iguales entre si, en tanto que los demés difie-
ren de ellos.

Los indices que hemos consignado pueden parearse como si-

gue:

T123 Y Tis2
Toig Y Tos1

Tgi2 Y TIsaa

Cada par estd constituido por indices en los que la variable

dependiente es la misma (1 en el primer par, 2 en el segundo, 3
en el tercero). En cambio, en cada par los dos indices constitutivos


compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo


78 O0SCAR URIBE VILLEGAS

del par difieren entre si por el orden en que aparecen las variables
independientes (2 y 3, 3y 2 en el primer par; 1y 3,3 y1 enel
segundo, 1 y 2,2 y 1 en el tercero).

Es facil anticipar que las variaciones dentro de cada par se-
rdn menos importantes que las variaciones de par a par (el cam-
bio en el orden en que se tomen las variables independientes tiene
que afectar menos al resultado que el cambio que se haga de una
variable al trasformarla de independiente en dependiente).

Con respecto a-las variaciones dentro de cada par, tomaremos
como ilustracién el primero de dichos pares.

Partiremos de la f6rmula

2 R3x3
T R
11(3x3)
que se justifica en otro sitio.
En la cual:
1 12 Ing I
Rexs=| 112 1 ros

I'is rpg 1

siendo el denominador de la’ fraccién el cofactor del primer ele-
mento del determinante:

1 Tog
Ta3 1

Cuando tratamos no con I3 sino con r;g, se producen ciertas
trasformaciones en los determinantes correspondientes. Es decir,
que la formula para ris, sera:
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En esta férmula:

1 —
R3x3 =|rs 1 To3
Tiz  Tag 1

Y, el cofactor del primer elemento de este nuevo determinan-
te sera: '

]. Tog
| Teo3 1

Basta desarrollar tanto Rj.; como R,,,' para ver que ambos
son iguales. Es todavia mis inmediato comprobar que los cofac-
tores correspondientes, de los primeros elementos de dichos deter-
minantes de tercer orden, son iguales. O sea, que ri2; =r;3,. En
forma maés general, puede establecerse que:

El indice de correlacién miiltiple no se altera cuando se altera
el orden de las variables independientes. O sea, simbélicamente,
que el valor de r no se altera si se cambia el orden de los indices
que subsiguen al primero (que es el que representa la variable de-
pendiente y que, por ello, suele separarse con un punto de los subin-

dices restantes).
T1.28 = I1.32

T2,13 = I'2.31
Iz.12 = I3.21

Establecida la equivalencia entre estos pares de indices, tra-
taremos de mostrar la falta de equivalencia de cada pareja con las
restantes; o sea, que tataremos de demostrar que:

T1.23 7 I2.13 5&1'3.12

Si, para fines comparativos, aplicamos a rs.;s la misma férmu-
la que hemos aplicado al principio a r;.ss, tendremos:

Rs*a”
Ru”

2 ___
Ie,13 — 1—

e

INYRSTIGACI DNES
80C ALAS
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El determinante del numerador sera:

" 1 T2y T2
Roxg''=| 1y 1 T31
Tpg Iy 1
Y el cofactor del primer elemento de este determinante, o de-
terminante del denominador, sera:

1 I3y
Is; 1

Si desarrollamos la férmula de r;.25” (sustituyendo previamen-
te los determinantes de tercero y de segundo orden en el numera-
dor del substraendo del segundo miembro), obtendremos:

2 __ 2
T2 2 15T13T03 + I3

2
Ti23 —
1— l.'232
Si, en forma parecida, sustituimos los determinantes de ter-
cero y de segundo orden recién encontrados en el numerador y de-
nominador del substraendo del segundo miembro, en la f6rmula pa-
ra rps’, tendremos:
2 __ 2
g Tas 2 ry3T9iTs; + Taf
" T2 =/ )
1— 31

Para lograr la méxima semejanza, pueden hacerse las tras-

formaciones siguientes:
2 ___ 2
T12 2 115113725 + Tog

2 ___
231 —

1—r,5®

13

A pesar de estos cambios de lugar de subindices de coeficien-
tes de correlacién (indices de correlacién simple), de factores y de

sumandos, sigue estando de manifiesto que

2 2
T193 #* T231
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pues en los términos finales de numerador y denominados figura
Ij3 €N un caso y re; en el otro.
Y, en forma parecida podria demostrarse que cada uno de
ellos es distinto de
2
T312

O sea que, como afirmamos antes:

T1.23 = 2.31 = Is.i2

Es decir, que puede afirmarse que:

El indice de correlacién miltiple se altera si se toma una de
las variables que previamente se habia tomado como independiente,
como variable dependiente y la variable tomada previamente como
dependiente se considera como independiente. En lenguaje simbé-
lico, el valor de r se altera si uno de los subindices cambia de lu-
gar con otro que se encuentre de lado contrario al suyo con respec-
to al punto de separacién de dichos subindices.
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RELACIONES ENTRE LAS CONSTANTES ESTADISTICAS DE
LA CORRELACION DE SEGUNDO ORDEN Y ENTRE
ESTAS Y LAS CONSTANTES DE LA CO-
RRELACION DE PRIMER ORDEN

Férmulas de los coeficientes de correlacién.—A partir de la
ecuacién sigmética de estimacién de la correlacién de segundo or-
den:

81 = 5.3 05 + 13,2 03
Pueden obtenerse las siguientes ecuaciones de interpolacién.
28, 0,= 011::.3E 8’ +a13.2282 83
38, 85 =12.5 28:05 + @13.0 205

Si cada una de estas ecuaciones se divide entre N, efectivo de
la distribucién, la primera suma de productos de desviaciones sig-
maéticas se convierte en el indice de correlacién correspondiente, y
lo mismo ocurre en todos los restantes casos andlogos. En cuanto
a las sumas de los cuadrados de las desviaciones sigméticas, al
dividirse entre N se convierten en los segundos momentos sigmaéti-
co que, como se sabe, valen 1. Con esto, las ecuaciones de inter-
polacién se convierten en:

Iig = Q2.3 + Q13,2 23
i3 = Q2.3 Ta3 T Qg2

A partir de estas ecuaciones, puede formarse, como eliminan-
te del sistema:
1 I23

=1 — 1y
Tos ]. 23
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Para obtener el valor de @;,.3, se necesitara formar una frac-
¢ién, cuyo denominador sea el eliminante asi encontrado, y cuyo
numerador sea un determinante anélogo en el que se hayan sustitui-
do los elementos de la primera columna ‘por los términos indepen-
dientes:

' Iy2 Taog
l ISE 1

Tig = T13Tle3

El numerador de la fraccién que permitiré obtener rys.. (cuyo
denominador és también el eliminante) se obtiene mediante la sus-
titucién de los elementos de la segunda columna por los términos
independientes:

1 T12
Tes T3

=Ti3 — Iiz I's3

En estas condiciones, los valores de los coeficientes de corre-
lacién de la ecuacién sigmatica resultan ser:

Cro o = I12 — TisT2s
12.8 1 — 0

Iyg = TIiolo3

Q3.2 =
]. - r232

El error sigmdtico de estimacién de la correlacién de orden
segundo en términos de los coeficientes sigmdticos de correlacién.
—La férmula que nos servird de punto de partida es:

2(81' - 5123)2
N

2 ____
€1236 =

Como:
0128 = Q2.3 0, + Q3.0 03

38 — 3123)2 = 20, — @15.50, — dls.z 8:)* =
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Cuyo desarrollo produce: tres sumandos suma de cuadrados
de desviaciones y tres sumandos duplos de productos de los térmi-
nos del trinomio tomados de dos en dos (apareciendo en estos il-
timos, ademas del coeficiente 2, uno o los dos coeficientes de corre-
lacién y sumas de productos de desviacién sigméticas):

=2812 + 0412.3’22622 + (4‘513.2l22632 +
+ 2(_‘ 0112.3281 d; — a13.22 81 0s + @iz Q13,2 E62 83)

Si se recuerda que la suma de los cuadrados de las desviacio-
nes sigméticas es igual al efectivo de la distribucién, y que las
sumas de productos de desviaciones sigmdticas es igual al corres-
pondiente indice de correlacién rectilinea multiplicado por el efec-
tivo, y si, finalmente, puesto que en todos los términos aparece como
factor dicho efectivo, se saca éste como factor comiin, se obtiene:

N[(l + aiz.sz —+ a13.22) + 2,(0!12.3 Q13,923 — (12,3T12 "‘0113.21'13)]

Para obtener el equivalenté del cuadrado del error sigmético
de estimacién, basta con dividir entre el efectivo, o sea, con supri-
mir el factor N en el desarrollo anterior.

31230"2= 1+ alz.az + ays..”
+ 2(axz.a Q13,2 Teg — Q2,3 T12 — Qi3.2 1'13)

En forma parecida y por las relaciones ya establecidas entre
el error sigmético de estimacién y el indice de correlacién, pue-
de establecerse el equivalente del cuadrado de este Gltimo con sélo
suprimir en el segundo miembro el primer término.

. 2 2 —
Iing = Q2.3 + a3’ + 2 (al2.3 Q3,0 Tag — (2,3 12 Q3.2 1'13)-

Equivalencia de los coeficientes de la ecuacién de regresion
en términos de un determinante de orden superior.—;Puede cons-
truirse, a partir de los tres determinantes siguientes (mismos que
hemos visto aparecer en el cilculo de los coeficientes de la ecua-
cién de regresién), un determinante de tercer orden (una matriz de
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3 x 3 elementos) que contenga a esos tres determinantes de 2° or-
den (matrices de 2 x 2 elementos) ?
Los determinantes que nos sirven como punto de partida son:

Iy2 I23 I l 1 T2 |
Iys 1 I | Tog I3 |

' 1 T3
I Tog ].

De estos determinantes el primero puede dejarse intacto. En
cuanto al segundo, si se toman las columnas por renglones y los
renglones por columnas (1* columna convertida en primer renglén,
2* columna convertida en segundo renglén) el determinante no se
altera. Esto también puede expresarse diciendo que ha habido un
intercambio de elementos de la diagonal secundaria mientras per-
manecian intactos los de la principal. De este modo, el segundo de-
terminante es equivalente a:

T12 ISE]
Tag ].

En cuanto al tercer determinante y mediante un cambio seme-
jante, puede trasformarse en:

| 1 Yog l
| T2 Iis |

Si ahora cambiamos el primer renglén por el segundo y el
segundo por el primero, se obtendrd un determinante igual al an-
terior en valor absoluto, pero de signo contrario, o sea, que el an-
terior serd igual a:

‘ r o
MENOS I 11“ T1s

Fog

De acuerdo con esto, nuestros nuevos elementos de trabajo son
los tres determinantes siguientes de segundo orden:

T1e INE ] l Iye I'ys |
Tog ]. I I 1 Yog '

1 Te3
Tag 1
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Las transformaciones que hicimos en los dos tltimos determi-
nantes tenian como propésito poner de manifiesto los elementos co-
munes de estos tres determinantes.

El renglén 1 ry3 es comin al primero y al tercer determinan-
te (en uno es primer renglén y en el otro segundo). Por ello puede
presumirse que una conexién adecuada de los dos determinantes
pudiera ser la que colocara en primer término al tercer determi-
nante y lo superpusiera mediante la coincidencia de sus renglones
comunes al primer determinante:

lrm I3 T2 I3 I
1 Yo3 1 Tog 0 sea 1 Tog
Tog 1 I Tog 1

En esta sucesién de renglones, puede observarse que, si se
omite el central, se reproduce el segundo determinante de segundo
orden. Esto nos orienta en el sentido de que la serie de renglones
que hemos obtenido puede constituir las dos columnas de un deter-
minante de tercer orden, del que habria que escribir una tercera
columna. Si volvemos a escribir esa serie de renglones en la for-
ma siguiente:

l T2 Iis
I'ag I'ag
‘ Tz2 Iz

cosa que es posible porque r;;=rs» y Ira» y rss son iguales a 1,
observaremos un cierto patrén. En el primer renglén aparecen in-
dices de la primera decena (12, 13); en el segundo renglén, indices
de la segunda decena (22, 23); en el tercero, de la tercera (32, 33).
Por otra parte, en el arreglo que tenemos a la vista, las unidades
del subindice de la primera columna son 2 (12, 22, 32) y las uni-
dades del subindice de la segundo columna son 3 (13, 23, 33). Pue-
de constituirse, por lo mismo una columna cuyas unidades sean
unos (ya que las variables con las que trabajamos fueron X1,X2,X3)
y cuyas decenas sean las del renglén correspondiente. Esta colum-
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na conviene que preceda a las anteriores y estard constituida, por
tanto, por ryj, Iy, rs;. Las tres columnas integrantes del determi-
nante de tercer orden seran:

Iy I12 Iis
T2y Ta2 T23
I3y Ige I3

O bien, en cuanto los indices de guarismo reduplicado han
cumplido su misién, con vistas a la utilizacién practica:

1 T2 Iis
T21 1 Ta3
I3 T3z 1

De acuerdo con la forma en que fue obtenido este determinan-
te, no puede extrafiar que si tomamos los cofactores (o determinan-
tes de segundo orden) correspondientes a los elementos de su pri-
mera columna, obtengamos los determinantes que sirvieron para
el célculo de las alfas. Asi:

]. I3

Cyy=(—1)y"* Tag 1

O sea, que sin cambio de signo, el que era eliminante del sis-
tema no es en relacién con este determinante de tercer orden sino
el cofactor del elemento de la primera columna y el primer renglén.

Para el cofactor del segundo elemento de la primera columna
(obtenible mediante la eliminacién de la primera columna y el se-
gundo renglén) se tiene:

r r
Ci=(— 1) ll r:z 1ls == — (r12 — T13T2s)

O sea, que el determinante de segundo orden que sirvié de nu-
merador para encontrar el valor de la primera de las alfas es igual
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al cofactor del elemento de la primera columna y del segundo ren-
glén en el determinante de tercer orden, pero con signo contrario.
En consecuencia, el valor de ;2.5 puede expresarse como:

o - Al . Ciz
12.3 A (::11
Por otra parte, si tomamos el cofactor del elemento 13 (colum-
na 1 renglén 3) tendremos: .
’ iz Iyg
Cis= (—1) +8 = (r1a¥23 — 1'13) = — (ris — 1'121'23)
1 Ta3

O sea, asimismo, en este caso, el determinante de segundo or-
den que sirvié de numerador para el valor de la segunda de las al-
fas es igual al cofactor del elemento de la primera columna y del
tercer renglén en el determinante de tercer orden, también con signo
contrario.

De ahi que el valor de @,3., pueda escribirse:

Q3.2 = A, _—— G
A Cu

Por extensién (estas extensiones aparentemente iniitiles sue-
len ser fttiles a veces para las deducciones y con propésito ge-
neralizantes) puede establecerse que @;.23 = C;,/Cy1 y, consiguien-
temente, igual a 1. ~

Seglin esto, la ecuacién de estimacién para la correlacién rec-
tilinea de segundo orden puede escribirse:

Ciz Cis
S, —
Cu : Cu

A partir de esta ecuacién de estimacién, trataremos de encon-
trar las férmulas correspondientes al indice de correlacién multi-
ple y al error de estimacién,

d;

A,
0128 = —
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Error de estimacién de la correlacién miltiple o de orden su-
perior al primero.—El error sigmético de estimacién lo hemos de-
finido en casos anteriores como la media cuadritica de las dife-
rencias entre las desviaciones sigméticas observadas y las desvia-
ciones sigmaticas estimadas. O sea, que puede establecerse que:

2(81 - 31)2
N

En el numerador del segundo miembro pueden hacerse las si-
guientes sustituciones:

(81.233)2 =

2(81 - 3‘1)2 =3 (81 - C1412.362 — Q3.2 83)2

La sustitucién de los coeficientes de correlacién (las alfas)
produce:

Ciz 8, + Cis 8)°

(8, +
(© Cuy Cny

Expresién que también puede escribirse:

E(Cu 61 + Ci2 82 + Cis 83)2
o (1)

Para simplificar, nos ocuparemos sélo del cuadrado del nume-
rador (mas propiamente, de la suma de cuadrados que figura en
el numerador). Su desarrollo produce una suma de cuadrados y
dobles productos de los términos del paréntesis y es el siguiente:

2(C,%8% + 2 C11C126:0: + 2 C1,Cy5 8,8,
+ Ci2® 85° + 2 C15C,50:0; + C14°8,7)
La sumatoria puede convertirse en una suma de sumatorias:
C1:°268,% + 2 C11C1228,0; + 2 C,,C,328,6; +
C12°20,° + 2 C1,C1326. 85 + C15°285°
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Pero la suma de los cuadrados de las deltas o desviaciones
sigméticas dividida entre el efectivo de la distribucién (N) que
figura en el denominador de la expresién inicial del error sigma-
tico de estimacién es el segundo momento sigmético que vale 1 en
cada caso, con lo que:

Expresiones parecidas pueden consignarse para los equivalen-
tes de los términos de este tipo de desarrollo anterior, que asi se
convierte en: ' '

11’2 + (-:'122 + Cl32 —I_
+ 2 Cll + C12 28182 2 C12 C13 28183

N + N *

2 C12 C13 26283
N

En este desarrollo, en los términos fraccionarios figuran su-
mas de productos de desviaciones sigméticas que, divididas entre
el efectivo de la distribucién producen el momento producto de las
correspondientes series bivariadas en unidades sigmaticas, o sea,
los correspondientes indices de correlacién de primer orden. Seglin
esto, la expresién previa pasa a ser igual a:

Cu-2 + 2 Cy1Cyars2 +2 C11Cisr13 + (:122 + C12Cisrag + Cla2
Esta expresién puede escribirse: '
Cn (Cn + Ciolis + C131"13) + Cl2(C12 + Ciiri2 + C13r23) +
Cis (Cl3 + Ciiris + C121'23)
Toda esta expresién es el numerador de una previa (1) que

’ . [} . .
tenia como denominador a C;,°. Esto quiere decir que esa otra
expresién se convertira en: :
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Ciz + Ciarye + Caor c
(Cia 12712 18713) + 122 (Ci2 + Ciuirie +C131'28)
Cn Cu

C
+ 'C—lsz‘ (Cls + C11r13 + C12r23)
11

De estos términos, el primero tiene como numerador un de-
terminante, cuyos elementos columnares son: 1, r;; y 115 0 sea, los
factores por los que aparecen multiplicados C;; Ci2 y Cis que son
los cofactores correspondientes, O sea, que la primera columna de
dicho determinante seré:

1

T2
Iis

Con base en esto y en los valores de Cy;, Ci2 y Cis que ya co-
nocemos, el determinante del numerador del primer término es:

1 T2 Iig
Ty2 1 Ta3 = R
Iy Tog 1

Segiin esto, todo el primer término del desarrollo que venimos
siguiendo puede escribirse R/Cy;.

En cuanto a los dos términos restantes, estos se anulan. En
efecto, dentro de los paréntesis se tienen sumas de productos. Estos
productos, a su vez, estin formados por los elementos del determi-
nante que acabamos de escribir (1, ryz, r;3) multiplicados por los
cofactores de los elementos correspondientes a una columna que no
es la suya (Ciz, Ci1, Ci3). Y esto ocurre tanto en el caso del se-
gundo término del desarrollo (que es el ejemplificado) como en el
del tercer término (ya que 1, ris, r»s aparecen multiplicados por
Cisy Ci1, Cz1). Para comprobar esta anulacién, pueden realizarse
las operaciones indicadas dentro de cada paréntesis en estos dos dl-

timos términos.
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De este modo, todo el desarrollo conduce a la expresion:

R
Cn

(81.23«3)2 =

Pero, el error sigmético de estimacién es igual a la raiz cua-
drada del complemento aritmético del cuadrado del indice de co-
rrelacién, segin hemos visto en el caso anterior, o sea:

(8_1.230')2 =] — 1'1232

Como dos cantidades iguales a una tercera son iguales entre

R
1 —rp3= -E:
Despejando a ry25°, se tiene:
R
Fiagr =1 — —
123 Cll
O sea, finalmente que:
( a )i
T ——3 —_—
128 C

Expresién en la que debe recordarse que:

1 I'i2 I13
riz 1 Tag
T3 Ta3 1

R =l

Ci1, por su parte es, en dicho determinante, el cofactor del
elemento de la primera columna y el primer renglén.

Rasgo caracteristico de la correlacién miiltiple (de orden su-
perior al primero).—Como puede verse por todo lo anterior, a
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diferencia de lo que ocurre en la correlacién de primer orden en
la que los valores estadisticos por calcular eran un indice de co-
rrelacién (r12) y un error de estimacién (e;,) que afectaba las
estimaciones (&) hechas a partir de la ecuacién de estimacién
(81.2=r120:), en el caso de una correlacién de orden superior
al primero aparecen ademais de los elementos correlativos (indice
de correlacién miltiple o de orden superior al primero, error de es-
timacién y estimaciones obtenidas a partir de una ecuacién de esti-
macién) un cuarto elemento constituido por los coeficientes de
correlacion (que hemos designado con alfas miniisculas) y que
son los factores constantes por los que aparecen multiplicadas las
desviaciones sigméticas de las variables independientes en la ecua-
cién de estimacién. En el caso de la correlacién de primer orden,
este elemento no se presentaba con la evidencia con que se presenta
en correlaciones de orden superior, porque existia un solo coefi-
ciente de correlacién en la ecuacién de estimacién (la constante
que multiplica el valor de 8> cuando se quiere obtener d;;) y por-
que, ademés, dicho coeficiente de correlacién se confundia con el
indice de correlacién (r;2). Esto explica el que, en tratindose
de la correlacién de primer orden (pero sélo de ella) r;, pueda
designarse indistintamente “indice de correlacién” o “coeficiente
de correlacién”, puesto que es ambas cosas.

En el caso de la correlacién de orden superior al primero,
existe un “indice de correlacién maltiple” (r;q3. ..)y tantos “coe-
ficientes de correlacién miltiple” como variables independientes
intervengan en la ecuacién de estimacién (@ys.s, @13.2 en el caso
de la correlacién entre una variable dependiente y dos indepen-

dientes).
Presentacion sintética de los cdlculos necesarios para la ob-
tencién de la correlacién de orden superior al primero.—De acuer-
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do con todo lo anterior, puede decirse que, bisicamente, el estu-
dio de la correlacién multiple implica:

19

2

3°

4‘)

59

La determinacién de los valores de las desviaciones de
cada -serie en relacién con sus respectivas medias aritmé-
ticas, expresadas en unidades sigmaticas (o sea, el célcu-
lo de las “desviaciones sigmaticas” de cada una de las se-
ries univariadas componentes).

Determinacién de los coeficientes de correlacién de la
ecuacién de estimacién (o sean, las “alfas™).

Obtencién de los valores estimados de las desviaciones
sigméticas de la variable dependiente a partir de los va-
lores observados de las desviaciones sigmaticas de las in-
dependientes, Estimacién es ésta que se hace a partir de
la ecuacién de estimacién en la que figuran los coeficien-
tes de correlacién recién calculados. Se trata, en el caso,
del célculo de las “deltas mintisculas con circunflejo”.
Calculo del error sigmitico de estimacién (que también
puede considerarse como un coeficiente de indetermina-
cién y que hemos representado por epsilon subindice sig-
ma).

Calculo del indice de correlacién de orden n a partir del
calculo previo del error sigmético de estimacion.

En seguida trataremos de aplicar este procedimiento a un ejem-
plo de tipo pedagégico en el que se han tomado valores extrema-
damente simples para facilitar las operaciones y poner tnicamente
de relieve, en lo concreto, cémo funciona el procedimiento. Parti-
remos del célculo de los indices de correlacién simple, en cuanto los
pasos previos son conocidos.
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EJEMPLO DE CORRELACION MULTIPLE
8,06, 8,0 8,2 8,05 052

0.0000  0.0000  0.0000 0.0000  0.0000

12555 03726  2.4025 0.7130 02116

0.0000  3.6075  0.0000 0.0000  3.4225

—02541 01518 05929 —03542 02116

—1.7670 15846 24025 —21545  1.9321

—0.2541 01518 05929 —0.3542 02116

Sumas —1.0197 58683 59908 —2.1499  5.9894
entre N = 6 — 1699 09831 1.0000 —0.3583  1.0000

O indices de co-
trelaciéon de

ler. orden T, |

A partir de este punto:

A.—Pueden sustituirse las sumas de estas columnas en las ecua-

ciones de interpolacién, resolver el sistema y asi obtener
las alfas o

B.—Sustituir directamente los valores de los indices de corre-

lacién de primer orden en las férmulas ya establecidas
para las alfas.

Seguiremos el segundo procedimiento:

1° Calcularemos el eliminante del sistema (que figura en el

! T2z

Tog

denominador del valor de cada una de las alfas). El eli-
minante es:

ros 1 —0.3583 | =1 — (—0.3583)"
= =1 —0.1284
Iss —0,3583 1 = (0.8716.

2° El determinante del numerador de @;,.; estard constituido

por el eliminante en el que se habra sustituido la prime-
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ra columna por los términos independientes (o, en este ca-
§0, POT Iy ¥ I13)

T2 Tog —0.1699 —0.3583

I T3 I3s l | 0.9831 1 ‘
= — 0.1699 — (0.9831x — 0,3583) =
= —10.1699 — (—0.3522) = 0.3522 — 0.1699 = 0.1823

3° El determinante del numerador de @,3., estard constituido
por el eliminante en el que se habra sustituido la segunda
columna por los términos independientes (que son, en el
caso riz Y Iis)

Yoo T2 1 —0.1699

-
I

Tog I13 —0.3583 0.9831
=0.9831 — (—0.1699x — 0.3583) =
= 0.9831 — (0.0609) = 0.9222

4° Consiguientemente, los valores de los coeficientes de co-
]
rrelacién son:

0.1823 0.9222
= 2% 0.2001 = %% 10580
%287 "08716 Y32 = "0 8716

5° Consiguientemente, la ecuacién de estimacién sera:

312,3 ==,2091 82 'I' 1,0580 83
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CALCULO DE LAS VALORES ESTIMADOS DE LAS DESVIACIONES
SIGMATICAS DE LA VARIABLE DEPENDIENTE

Datos obtenidos en

- . ELABORACION
elaboraciones previas
8 8 2001 8 1.058 § O1.28 =
i 3 2 3 20018, + 1.058 8,
0.00 0.00 0.000000 0.000000 0.00000
—1.55 —046  —0.324105 —0.486680 —0.81078
0.00 1.85 0.000000 1.957300 1.95730
—0.77 0.46 —0.161007 0.486680 0.32567
1.55 —1.39 0.324105 —1.470620 1.14651
0.77 —0.46 1.161002 —0.486680 —0.32567

CALCULO DEL ERROR SIGMATICO DE ESTIMACION DE LA
CORRELACION MULTIPLE

DATOS originales y
calculados mediante la
elaboracién previa

Valores de la variable

dependiente
Observado Estimado
8, 01,2 ]81 — 81.2sl |81 - B1.23l2
0.00000 0.00000 0.00000 0.00600000000
—0.81000 —0.81078 0.00078 0.0000006084
1.95000 1.95730 0.00730 0.0000532900
0.33000 0.32567 0.00433 0.0000187489
—1.14000 1.14651 0.00651 0.0000423801
—0.33000 —0.32567 0.00433 0.0000187489
SUMA 0.0001337763
entre N =6 0.0000222960
raiz cuadrada: 0.004721 error sigmati-

tico de esti-
macién
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Célculo del indice de correlacién de segundo orden.

Puesto que:
€1.030 — 0.004721

ri2s = (1 — €1.246°)
El indice de correlacién maltiple resulta ser:
ras = (1 — 0.004721%) ¥
= (1— 0.0000222960)% == (0.99997704)%
— Y 0.99997704 = .0000 == 1.0000

Hemos seguido todo el procedimiento hasta llegar hasta este
punto en que se revela que el indice de correlacién miltiple es igual
con la unidad (lo que indica que las tres series correlacionadas son
equivalentes), porque nuestro interés radicaba en mostrar, en lo con-
creto, el modo de operar el procedimiento y no en obtener deter-
minados resultados sustantivos. Sin embargo, desde temprano podia
verse que, de haberse tomado una aproximacién suficiente, las des-
viaciones estimadas de la variable dependiente hubieran resultado
iguales a las desviaciones observadas; que, consiguientemente, el
error de estimacién sigmatico hubiese resultado igual con cero y que
I'ss hubiera resultado igual a la unidad, mostrando con ello que la
correlacién entre las tres series es perfecta y que, por lo mismo, son
equivalentes entre si,

En seguida se encontraran otro ejemplo pedagégico y diversas
aplicaciones en los que no se da esta situacién de correlacién per-
fecta, pero que, procesalmente siguen los mismos lineamientos de
calculo seguidos en este ejemplo.
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RELACIONES DE LOS INDICES DE CORRELACION PARCIAL
CON LOS INDICES DE CORRELACION SIMPLE

Partiremos de la férmula:

EAd.e Ae.i
rl(e)d= [ 2 %
[2(A1e)"Z(Ase)’]

Férmula en la que, para mayor generalidad, hemos sustitui-
do en los subindices por d la variable dependiente, por e la elimi-

nada y por i la independiente.
De acuerdo con las férmulas para las desviaciones de la es-

timada sigmaética:
Ad.e = ad — Tde ae
Aje=28 — 1.0,

El producto de estas deltas maytsculas, sera, consiguiente-
mente, igual a:

(3(1 T Tae Se) (0, — 1y 84) =
81 6cl  Tie sd 85 — Ige ai ae-+ Tie T'ae Sez

Al aplicar el sumador a todos estos términos, se obtiene para
el primero la suma de productos de desviaciones sigméticas de las
variables i y d, o sea su indice de correlacién (r, ). En el segundo
mino en donde ya aparece r,_la suma de los productos de las des-
viaciones sigmaticas de las variables d y e produce r, y el término
se convierte en r, r, . En forma parecida, el tercer término pasa a
ser r, r,_y el Gltimo se reduce a r, r, puesto que la suma de los
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102 O0SCAR URIBE VILLEGAS

cuadrados de las desviaciones sigmaéticas de la variable e es el
segundo momento sigmético que, como sabemos, se reduce a la
unidad. (En todo lo anterior hemos supuesto todos los términos
divididos por N, lo cual puede justificarse facilmente sin mayores
desarrollos). En estas condiciones, el producto antes mencionado
se convierte en:

Iig = Tijelde — Taelie + Tiefge = Tia = Tielde

Que es el equivalente del numerador en la f6rmula para r
Para el denominador tendremos:

2(Al.e)2 = z(ai T Tie 8e)2

Y una férmula parecida para el otro factor (que no repetl-
mos por economia),

El desarrollo del cuadrado del binomio encerrado en el parén-
tesis produce:

i(e)a’

207 —2r,0,8.+1,262)

Al aplicar el operador sigma a todos y cada uno de los tér-
minos de dentro del paréntesis (y dividir entre N, como se hizo en
el numerador) se obtiene: como primer término la suma de los
cuadrados de las desviaciones sigmiticas, o sea el segundo mo-
mento sigmético que se reduce a 1; como segundo miembro el do-
ble producto de r,_ por la suma del producto de las desviaciones
sigméticas de las varlables 1ye, osea, el doble producto de r,,
por r,_(igual a —2r, ), Yy como tercer. término r, ? puesto que la
suma de los cuadrados de las desviaciones de la varlable e o se

gundo momento sigméitico de e se reduce a la unidad. Es decir,
que la expresién anterior se convierte en:

1—21'1ea.+1'1e2=1—1' 2

Si tanto el equivalente previamente encontrado para el nume-
rador, como este que recién acabamos de encontrar para el deno-
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minador se sustituyen en la expresién que nos sirvié de punto de
partida, obtendremos:

Tia = Tielde

(1 - rdez)% (1 - riez)%

Lieya™

Férmula general que muestra la equivalencia entre los indices
de correlacién parcial de una correlacién entre tres variables y los
correspondientes indices de correlacién simple.

Puede recordarse también que 1—r, * es el error sigmitico
&, (al cuadrado). O sea, que la férmula anterior también puede
escribirse:

Iig = Tielge
Titeya=
€3e0€ie0

Estas férmulas permiten tener una idea més clara de lo que
representa el indice de correlacién parcial.

En la primera férmula se establece dicho indice como la re-
lacién que existe entre la desviacién (—) de la correlacién simple
entre variable independiente y variable dependiente y el producto
de los indices de correlacién entre cada una de dichas variables
y la variable eliminada, y el producto de las raices cuadradas (ex-
ponente 15) de las diferencias entre los cuadrados de los indices
de correlacién simple y la unidad.

La segunda de dichas férmulas muestra que se trata de la
relacién entre la diferencia del coeficiente de correlacién de las va-
riables independiente y dependiente y el producto de los de cada
una de ellas con respecto a la variable eliminada, y el producto
de los errores sigméticos de estimacién de cada una de esas dos
variables (independiente y dependiente) cuando se calculan a par-
tir de la variable eliminada,
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RELACIONES ENTRE LOS COEFICIENTES SIGMATICOS DE
CORRELACION MULTIPLE Y LOS INDICES
DE CORRELACION PARCIAL

Conforme hemos podido mostrar anteriormente, los coeficien-
tes sigméticos de la correlacién maltiple @;s.5 y @y3., pueden ex-
presarse como sigue (en términos de los coeficientes-indices de
correlacién rectilinea de primer orden):

P Ti2 7 Ty3l23  T13 — I13lag
12.8 = =
1 —r.? €230
. Ti3 7 Ipoleg Ty~ Ipolag
. Qag,e = s z
' 1 — 153 €230

En forma independiente, hemos podido llegar a establecer que:

_ Tiz T Ii3lpg
Ij2.3 ———
€130 €230
T13 = T1T23 .
13,2 =

€125 €230

Si multiplicamos @;,.; por el cociente &555/£156 obtenemos:

€236 Tz 7" Iialeg Epz0 T12 ™ Ty3Tag
Q2.3 - ™ = =TIi2.3
€130 Ea30 €130 €230 €130

De acuerdo con esto:

€230
Q2,3 ————"=Tyy.4
€130

Y, analogamente:

Q3,2 ————==Tr3,,
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Reciprocamente:
€130
Ijs,3 — = Q2.3
€a30

El error de estimacién parcial como cociente de los errores
de estimacién miltiple y simple—De acuerdo con una de las f6rmu-
las encontradas para el cuadrado del error sigmatico de estimacién
de una correlacién entre tres variables (una dependiente y dos in-
dependientes), se tiene:

R3x3
€1230° = C
11(3x3)

O sea, que el error de estimacién, elevado al cuadrado es
igual al cociente que resulta de dividir una matriz cuadrada de
tres elementos (los indices de correlacién bivariada resultantes de
tomar las tres variables de dos en dos) entre el cofactor del ele-
mento de la primera columna y del primer renglén de dicho deter-

minante,
El determinante de tercer orden al que se refiere la férmula

es:
1 T12 I'is

I
[

Ryps=| 112 1 Tog
|r13 Tag 1

El cofactor que figura en el numerador es, naturalmente:

1 r
Ciiaxs) = | ras 123 |I

Si esa misma férmula la aplicamos a la determinacién del
cuadrado del error sigmético de estimacién de una correlacién en-
tre dos variables (una dependiente y una independiente) que, por
ulterior conveniencia, seran x; y x; o sus equivalentes 8,, s ten-

dremos:
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R2x2

C11(2x2)
En este caso, el determinante de segundo orden al que se re-
fiere la férmula es:

1 T3

R2x2=| rs 1

Y el cofactor del elemento de la primera columna y del pri-
mer renglén de este determinante es:

Cuxny=1
Si desarrollamos R;,; obtenemos:
— 2 __ _ —
Rsx:; =113 Iy2 (1‘12 1‘131‘23) + I3 (rlzrgg — 1'13) ==
=1—11," — Ig® — s’ T 21000512
El desarrollo de Cy; 353, produce:

J— —_— 2
Ciiaxsy =1 T23

O sea, que el equivalente del cuadrado del error sigmatico de
estimacién sera:

— . 2__ . 2___ 2
1 I12 I13 Tag® T 2 Iyalyalas

]. - ro32

9
€236 —

Por otra parte, el desarollo de R, , produce:
RZXZ =] — r132

Y como el valor de C11 ax2 1, el equivalente del cuadrado
del error sigmético de estimacién de esta otra correlacién serd:

2 ___ 2
€136 =1 — 14"

Si dividimos un cuadrado entre el otro, obtendremos:
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E1230” I S 115” — I1g” — I’ + 2 rpariaras
81362 (1 - rlgﬁ) (1 - 1'232)

El valor de este cociente queremos compararlo con el valor
de &, (330", Para ello partiremos de:

2 __ (r12 - 1'131'23)2
(1 - 1'132) (1 - r232)

Como el error sigméatico de estimacién elevado al cuadrado
es el complemento aritmético del cuadrado del indice de correla-

I13)2

cién: :
(1'12 - 1'131'23)2

(1 —r5?) (1— ras?)

2__ 7 __ B —
€1(3)20 =1 Iiagys —1

Si se ejecutan las operaciones indicadas, se obtiene:
2 _. 2
1—r" — 13 s 42 ryoryaras
2 2
(1—'1'13) (]._rg;;)

Si se compara el segundo miembro de esta ecuacién con el
segundo miembro de la ecuacién que da el cociente de los cua-
drados de los errores sigmaticos, se puede comprobar que dichos
segundos miembros son idénticos, por lo que se pueden igualar los
primeros miembros:

2
€1(3)26 —

2
a €1230

€1(3)2 )
€130

Si se extraen las raices cuadradas de estos cuadrados (que
s6lo nos sirvieron para evitar la multiplicacién tipograficamente
embarazosa de radicales en el desarrollo) se obtiene:

€1230

€13)20 =
€130
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O sea que: el error de estimacién de la correlacién parcial
entre variables de las que una queda eliminada es igual al cocien-
te que resulta de dividir el error de estimacién sigmatico de la
correlacién miltiple entre las tres variables y el error de estima-
cién resultante de correlacionar la variable dependiente con la eli-
minada.

Una notacién alternativa podria poner mayormente de relie-
ve la estructura de este error sigmatico de estimacién:

€123

£,%;

€1(3)20 =

En la que el signo # (empleado frecuentemente en lingiiistica
para indicar “juntura” o cero contrastante) indica cuél es la va-
riable que se toma en cuenta.

Relacién entre los indices de correlacién simple, miltiple y
parcial.—Las relaciones entre los cuadrados de los errores de es-
timacién, pueden expresarse también en la forma siguiente:

_ 2
1— o___ 1 T123
Ty ————

1— rlse
Al pasar el denominador del segundo miembro al primer
miembro como factor se obtiene:
(1 —115)2%) (1 —11s°) =1—ry55°
1 —rime = he’ + gl g f= 1—r1,,?
Si se resta 1 a ambos miembros y se cambia signo a los resul-

tados:
2 2 2 2
I3 +r 13)2 = Tz Ty — 1'1232

O bien:
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2 ___ 2 2) — 2
Ii23 — (1'13 + T1(3)2 ) 1'1331'1(3)2

O sea, que el cuadrado del indice de correlacién miltiple es
igual a la suma de los cuadrados del indice de correlacién simple
y del correspondiente indice de correlacién parcial menos el pro-
ducto de esos mismos cuadrados.
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IV. PROCEDIMIENTOS DIRECTOS DE CALCULO DE LOS
INDICES DE CORRELACION
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CALCULO DIRECTO DEL INDICE DE CORRELACION
RECTILINEA DE PRIMER ORDEN

Al despejar a r;; de la ecuacién 2 8, 8, =1y, 2'8.2;'2, se ob-

tiene:

- 28182 - 28182
TTSse N

De acuerdo con esta férmula puede disefiarse en sus términos
mis simples el procedimiento de calculo. Para ello, hay que con-
siderar que, con el fin de obtener las desviaciones con respecto ‘a.
la media aritmética en unidades sigméticas (o sea las deltas mi- -
nisculas) se necesitan las medias correspondientes y las sigmas

(o desviaciones cuadréticas medias).
Procedimiento de célculo.—Para calcular el coeficiente de co-

rrelacién rectilinea de primer orden:

1° Calciilense las dos medias aritméticas
de las dos series univariadas compo-
nentes
Para ello, habrd que sumar los datos
de cada serie y dividir la suma entre
el nimero de datos.

X1 X2

2° Abranse dos columnas y en ellas,
frente a cada uno de los datos de cada
una de las series univariadas, consig-
nese la diferencia entre el dato y su
media o sea la desviacién con respec-
to a la media aritmética.

dl’ d2
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3‘?

4°

50

6‘?

8?

En otras dos columnas, consignense
los cuadrados de dichas desviacio-
nes.

Sumense al pie los valores de estas
dos iltimas columnas,

Dividanse las sumas entre el niimero
de datos, y

d129 d22

2d,* 2d,°

2d,’/N; 2d22/ N

Extraigase la raiz cuadrada del co-\/ 5 d12 /N

ciente
para obtener las desviaciones cuadra-
ticas (o sigmas mindsculas)

Dividase cada una de las desviacio-
nes con respecto a la media

de cada serie entre la correspondien-
te desviacién cuadratica media

a fin de obtener las desviaciones con
respecto a la media en unidades de
la desviacién cuadritica media (o
desviaciones sigméticas)

Multipliquese cada desviacién sigma-
tica de la primera serie

por la desviacién sigmaética de la se-

segunda serie,

consignense los valores asi obtenidos

en una columna

y siimense al pie de la columna

Dividase la suma de los productos de
las desviaciones sigmaticas de la pri-
mera y de la segunda series

entre el efectivo de la distribucién (o
nimero de datos)

d,/0s;

O, o2

dls d2

dz/O'z

61’ 82

8,
0.

0, 6;
28,6

24,0

24,08./N
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para obtener finalmente el indice de
correlacién rectilinea de primer or-
de‘n T2

Ejemplo pedagégico—En el siguiente ejemplo se ha toma-
do una serie cortisima y valores tan sencillos como ha sido posible
para cada uno de los fenémenos que tratan de correlacionarse, con
el fin de que sea méas facil seguir la mecénica procesal. Esto no
implica, en forma alguna, el que en la prictica sea aconsejable
tomar un corto niimero de observaciones para buscar la correlacién
entre dos o més series, o €l que, en esa misma préctica, las ob-
servaciones se concreten en cifras tan simples. La justificacién del
ejemplo estriba, repetimos, en su finalidad pedagégica ilustrativa.

Calculo del indice de correlacién rectilinea de primer orden
entre X, y Xp a partir de las desviaciones sigmaticas.

DATOS ELABORACIONES
X, X d; d, d?  d? 8, 0, 8,0,
21 3 —28 —4 784 16 -—14 <144 2.0736
42 6 —7 -1 49 1 -036 -—=036 0.1296
49 7 0 0 0 0 0.00 0.00 0.0000
70 10 21 3 441 9 1.08 1.08 11664
77 11 28 4 7784 16 144 144 2.0736
35 5 =14 -2 19 4 0.72 0.72 0.5184
suMAs 294 42 2254 46
MEDIAS 49 7 375.67 17.67 o, practi-
RAICES 19.39 2.77 camente

6

26,0, 5.9616

o N = 5 = pract. 1
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A fin de que el lector pueda reconstruir mas facilmente el pro-
cedimiento seguido, haremos en el cuadro las siguientes identifi-
caciones de resultados parciales:

% =49 ¢, =19.23

Xo= 7 o, = 2.77

El resultado final para r,, es ligeramente superior a la uni-
dad, lo cual teéricamente no es posible ni explicable, ya que este
indice de correlacién varia de — 1 a + 1 pasando por O, pero sin
pasar nunca de + 1 ni descender por debajo de — 1 (o sea, sin
que pueda tener valores como + 1.1, + 1.2, — 1.3, — 1.4,— 3,
etc.). En la practica, el hecho de que el valor exacto obtenido
para 1;, en el ejemplo sea ligeramente superior a 1 (1.001) se
debe a las aproximaciones que se tomaron al operar. Con la cre-
ciente aproximacién, en este caso en que hay correlacién perfecta
(puesto que r;; =1), el denominador tenderd al numerador de la
expresién para rj,.

Obtenido el valor para r;» (que asi como en este caso fue 1,
en otros puede ser un valor diferente de 1), es posible sustituirlo
en la ecuacién de estimacién en desviaciones sigmaticas:

81 T2 82

con lo cual se obtiene:
0,=16,

O sea, que en este caso, no hay necesidad de multiplicar por
ninglin niimero la desviacién sigmitica del segundo fenémeno para
obtener la desviacién sigmética del primero. En efecto, si en el
cuadro se comparan las columnas 8, y §,, podréa observarse que son
précticamente iguales (que es precisamente lo que expresa la ecua-
cién de regresién en este caso).


compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo


EL A.B.C. DE LA CORRELACIGON. .. 117

Si sustituimos las desviaciones sigméticas simbolizadas por las
deltas mintiscula por el cociente del que proceden (desviaciones con
respecto a la media aritmética divididas entre la desviacién media
cuadratica o sigma mindscula), la expresién anterior resulta:

dl dz

P ——

0 O

De acuerdo con esta expresién: en el caso considerado, la re-
lacién matemética existente entre la desviacién de los datos de la
primera serie con respecto a su media y la desviacién media cua-
drética de la serie es igual a la que existe entre la desviacién de
los datos de la segunda serie y su desviacién cuadratica media.

Si se despeja a las d,, se tiene:

(5]

d,=d,
A 0y
O sea, de acuerdo con esta segunda expresién, que: para ob-
tener las desviaciones de la primera serie con respecto a su media
es necesario multiplicar las desviaciones de la segunda serie con
respecto a la suya por la relacién entre las desviaciones cuadré-
ticas medias de la primera y de la segunda serie.
Si las desviaciones con respecto a la media aritmética de ca-
da serie simbolizadas por des miniisculas se sustituyen por la di-
ferencia entre cada dato y la media, la expresién que acabamos de
registrar se trasforma en:

(5]

X1 X (Xz - iz)
2
Si se despeja a x;, se obtiene:
- 0, -
X, =X + (x2 — X2)

2
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De acuerdo con esta expresién, el valor de los datos de la pri-
mera serie es igual (en este caso de correlacién perfecta) a la me-
dia aritmética de esa primera serie mas el producto de las desvia-
ciones de la segunda serie respecto a la media de esta segunda
serie por la relacién entre las desviaciones medias cuadraticas de
la primera y de la segunda serie.

Como hemos dicho anteriormente, cuando la correlacién es
perfecta, puede pensarse que se trata de una correlacién no de
primer orden, sino de orden cero; o sea, de una correlacién de una
serie con respecto a si misma. O sea, que puede pensarse que los
datos de una serie no son sino los datos de la otra serie transcritos
en unidades diferentes. En este sentido, las tres expresiones prin-
cipales encontradas

dl == dz
d, d,
0, Lp
- 0,y -
X — X == (x2 — X3)

permiten trasformar una serie en otra igual pero cuya desviacién
cuadritica media sea diferente; o en otra igual pero cuya desvia-
cién cuadritica media y cuya media aritmética sean distintas.

Asi si se tiene una serie cuya desviacién cuadratica media sea
3 y se quiere trasformar en una serie equivalente, cuya desviacién
media cuadratica sea 5, habra que obtener las desviaciones de di-
cha serie con respecto a su media aritmética y multiplicarlas por
5/3 obteniendo asi las desviaciones de la serie buscada con res-
pecto a su media aritmética. Si se desea que la serie continie te-
niendo la misma media aritmética de la serie original, bastara agre-
gar dicha media a las desviaciones obtenidas para obtener los datos
de la nueva serie. Si se quiere cambiar también la media, en vez
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de agregar a las desviaciones la antigua media, habra que agregarles
la media deseada para obtener los datos de la nueva serie equiva-
lente, con desviacién cuadritica media y media aritmética distintas.
En caso de que r;; no sea igual a 1, como en el ejemplo, las
expresiones generales con las que habrd que trabajar seran:

61 = Iy 82

(51

d;

d,=ry;
(]

("5

X1 =% + I, (x2 — X2)

Esta tltima forma de expresién de la ecuacién de estimacién
es la més generalmente empleada en cuanto més explicita. Sin em-
bargo, es facil de obtener a partir de la primera con sélo recordar
la equivalencia de las desviaciones sigmiticas.

Obtencién de la férmula prictica de célculo del indice de co-
rrelacién rectilinea de primer orden o férmula del momento pro-
ducto. Conforme hemos visto:

26,9
28,
Esta férmula puede permitir que la designemos con el nom-

bre de férmula del momento producto por lo siguiente:
Si dividimos numerador y denominador de la expresién por el

ntimero de datos N, tenemos:
236, 4,
N
12 = —_ZST
N

Como puede verse por esta expresién, en el denominador estd
claramente un momento, pues se trata de la suma de potencias de
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desviaciones entre el nimero de datos. En cuanto la potencia es la
segunda, se trata del segundo momento. En cuanto las desviacio-
nes son de la segunda serie univariada, se trata del segundo mo-
mento de la segunda variable. Y en cuanto las desviaciones son
desviaciones sigmiticas, se trata del segundo momento de la.se-
gunda variable en unidades sigmaticas.

Por lo que se refiere al numerador, la expresién que en él
figura es parecida a la del denominador sélo que ahora no se tra-
ta de suma de potencias entre niimero de datos, sino suma de pro-
ductos de desviaciones entre niimero de datos. De ahi que poda-
mos hablar de un momento que, para diferenciarse de los mo-
mentos ordinarios, llamaremos “momento producto”. En cuanto
se trata de la primera potencia de las desviaciones de la primera
serie:y también de la primera potencia de las desviaciones de la
segunda serie, hablaremos del momento de orden 11. En cuanto
las desviaciones son las de las dos series, diremos que se trata del
momento de orden 11 de la serie bivariada. Y en cuanto las des-
viaciones son sigmiticas, se trata del segundo momento (momento
de orden 11) de la serie bivariada en unidades sigmaticas. De
acuerdo con esto, la expresién puede escribirse:

Mae M,,

2% M.

Como el subindice del momento del denominador no es uni-
voco, puesto que existen dos series univariadas y, consecuentemente
dos segundos momentos, puede aceptarse la convencién de desig-
nar como fo2% 0 Mo, al segundo momento sigmatico de la segunda

variable y designar como 209 0 My, el segundo momento sigmati-
co de la primera variable.

De acuerdo con esto, la expresién resulta ser:

- M.,

T =——

Mo,
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De acuerdo con esta expresién, el indice de correlacién rec-
tilinea de primer orden de una distribucién bivariada est4 dado por
el momento producto sigméitico de la serie expresado en unidades
del segundo momento sigmético de la variable independiente. Sin
embargo:

M02 = N
Consecuentemente:
T2
M,, =
N

Es decir, que el indice de correlacién rectilinea de primer or-
den es igual al momento producto de las dos variables.

Para usos practicos el valor de r;; puede expresarse en forma
sencilla mediante una férmula obtenida como sigue:

Al sustituir en la expresion

34846,
ru——T\I——

las desviaciones sigmaticas por sus equivalentes d;/0, y do/0; se
tiene, para el numerador:

8,8,—3 d d. _ 2d, d,

o, O 0,0

Como el denominador es igual con N, al sustituir estos valo-
res en la expresién que nos sirve de punto de partida, tendremos:

2d, d.
010,
ri2 == N
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O, finalmente, puesto que 0, 0, que figura en el denominador
de la fraccién numeradora puede pasar al denominador de la frac-
cién principal como factor:

. 2d1d2

Iy2
NO']_ (1)

Esta es la formula clasicamente conocida como “férmula del
momento-producto” para el célculo del indice de correlacién.

Procedimiento.—De acuerdo con la férmula anterior, el pro-
cedimiento de célculo es el siguiente:

10

20

30

49
5 (]

Calcilense las medias aritméticas
de cada una de las series

Réstese de cada dato (xy, x;) de
cada serie la media aritmética co-
rrespondiente para obtener las
desviaciones con respecto a las
medias aritméticas correspondien-
tes

Multipliquese cada par de desvia-

.clones o

Stimense dichos productos

Elévense al cuadrado, separada-
mente las desviaciones de cada
serie y registrense en sendas co-
lumnas

stimense al pie esos cuadrados
dividanse esas sumas entre el ng-
mero de datos

y extrdiganse las raices cuadra-

X1y X2

(l', l'g

dyds

}Jd,dg

d,* d,*
2d,? 2d,?

2d, 2/N, =d,2/N

das de los cocientes _ \/ 2d, 2/N \[ 3d,2/N
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6. Multipliquense las desviaciones
cuadréticas medias entre si y por
el niimero de pares de observa-

ciones No, o;
entre el valor obtenido en el sexto

paso 0102
a fin de obtener el indice de co-

rrelacién 1o

Véase el ejemplo de aplicacién de este procedimiento.

Observacién.—Con vistas a ulteriores utilizaciones, a partir
de la expresién general de 1,2, si se pasa el denominador del segundo
miembro como factor del primero, se tiene:

zdl d2=N T2 0,02

O sea, que la suma de los productos de las desviaciones es igual
a tantas veces el producto de las desviaciones medias cuadraticas

por el coeficiente de correlacién como datos haya.

Una tltima simplificacién en el calculo directo del indice de
correlacién rectilinea de primer orden puede obtenerse si tomamos
como punto de partida la més reciente de las férmulas consignadas

para dicho indice:
2 dl dz

r12 —
No, 0.

Los valores de las desviaciones cuadraticas medias de cada una
de las dos variables son:

dy® 2d,’
g,— N 0= N

Consiguientemente, el valor del denominador de r;; es:
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2d,® \’ 2d;’

No,o,= \/ N N

\ 287367
N

Finalmente, en cuanto tanto el denominador de la expresién co-
como su coeficiente son N, se reducen a la unidad y toda la expresién
se reduce al radical. Sustituido este valor en el denominador de
I1g, se tiene:

=N

| Sdd
\ =42 2a

T2

A partir de esta férmula, es posible disefiar el procedimiento

—muy sencillo— de célculo directo del indice de correlacién recti-

linea de primer orden. Dicho procedimiento consistira en lo si-
guiente: '

1° Calciilense las medias aritméticas de cada
una de las dos series X1, X2

2° Réstese cada media de los valores de la
serie correspondiente para obtener desvia-
ciones con respecto a la media aritmética d;, d;

3° Multipliquese cada desviacién de la pri-
mera serie con respecto a su media, por
la correspondiente desviacién de la segun-
da serie con respecto a la suya d,d.

4° Stmense esos productos ' 3d,d;

5° Elévense al cuadrado las desviaciones de ‘
la primer variable d,®
y simense los cuadrados obtenidos =d?
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Hégase lo propio con las desviaciones de
la segunda variable 2dy’

6° Multipliquense esas sumas 34,23 d,°
7° Extraigase la raiz cuadrada del producto \’ 3d,*2d;?

8° Dividase la suma obtenida en el cuarto pa-
so entre la raiz obtenida en el 7° paso, pa-
ra obtener el indice de correlacién 12

La férmula que nos ha permitido establecer este procedimien-
to muy simple, y que en seguida aplicaremos practicamente, nos
muestra que el indice de correlacién rectilinea de primer grado
es la relacién entre el momento producto de las desviaciones con
respecto a las medias aritméticas (2 d; d;) y la media geométrica
de los segundos momentos con respecto a las correspondientes me-
dias aritméticas (2 d, d; y = d,*). ;Por qué media geométrica en
el denominador? Porque en la media geométrica es necesario mul-
tiplicar los valores promediados, y si en el numerador se trata de
un momento producto, es necesario que, en forma correspondien-
te, en el denominador, se dé igualmente una multiplicacién.

Error de estimacién de la correlacién rectilinea de primer or-
den.—Al tratar de definir la correlacién, hemos hecho referen-
cia a la ecuacién de estimacién, al indice de correlacién y al error
de estimacién. El error de estimacién, de acuerdo con nuestra
definicién inicial, mide el grado en que las estimaciones obteni-
das de la ecuacién de estimacién se aproximan a los valores obser-
vados y el mismo error de estimacién se encuentra intimamente
relacionado con el indice de correlacién, de tal modo que, confor-
me es mayor la correlacién es menor el error de estimacién.

El error de estimacién de la variable 1 a partir de la varia-
ble 2 se representa por &;.s.

Fundamentalmente, el error de estimacién de una variable de-
pendiente a partir de una independiente es una medida aniloga a
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la desviacién media cuadratica de una serie univariada. Pero,
mientras en el cilculo de la desviaciéon media cuadratica de una
serie univariada intervienen las desviaciones con respecto a la me-
dia aritmética, de la serie, en el céalculo del error de estimacién
de una serie bivariada intervienen las desviaciones, pero con res-
pecto a los valores estimados de la variable dependiente a partir
de la ecuacion de estimacién.
De este modo:

X; — X; = desviacionesde los valores de la primer variable o va-
riable dependiente con respecto a la media aritmética
de dicha variable

oy=" \/ 2 (x; — X;)? desviacién media cuadratica de la va-
N riable dependiente.
Pero si por x; (x sub-1 estimada o con acento circunflejo) re-

presentamos la x; que podemos obtener a partir de la ecuacién de
oy

estimacién %, =3%; + 1y, (x: — X,)

O

X1 — %, == desviaciones de los valores observados de la primer va-
riable con respecto a los valores estimados de esa mis-
ma variable a partir de la ecuacién de estimacién.

| S (%1 — )"
€127 \j ——-——"—'(XIN XI)

desviacién media cuadritica de la
variable dependiente con respecto a

la independiente o ERROR DE ES-
TIMACION.
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CALCULO DIRECTO DEL INDICE DE CORRELACION RECTI-
LINEA DE ORDEN SUPERIOR AL PRIMERO

Hemos establecido, en péginas anteriores, que el indice de co-
rrelacién rectilinea de orden superior al primero puede calcularse
a partir de la férmula:

R3x3

r1032= 1—

2

R11(3x3)

si se trata de una correlacién miiltiple entre tres variables. -

El valor de R, _, entre R (3x3y © 568 el valor de un determi-
nante de tres elementos por lado (las tres r miniisculas o indices de
correlacién rectilinea de primer orden) y el cofactor correspondien-
te al elemento de su primer renglén y su primera columna, lo he-
mos obtenido ya al hablar del error sigmatico de estimacién de la
correlacién miltiple. Ahi llegamos a la conclusién de que:

2 2 2
Rixs 1 — ryp® — 115" — ra5” + 2 risTislas

2
R11(3x3) 1 —ry

Al sustituir este equivalente en el valor de rs,°, se obtiene:

2 2 2
1 =1 —ripg —TIy + 2 I12T13T23

2___ 1 —
ries =1 )
1 —rps

2 2 2
1—r13— 1 + 1”15 Treg” — Iy2l'13f23

1 — r232 '

2 2 _
_ I + 118 2 r19T1sT28

1 - r032
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Consiguientemente, tendremos, como férmula final, la siguien-
te:

2 2 3
ri2° + rig° — 2 ryolisTas >

1— 1‘23'2

Ti28 =

De acuerdo con esto, el procedimiento de calculo no puede ser
més simple. En efecto, se necesitara:

1° Calcular los indices de correlacién rectili-
nea de primer orden entre la primera y la

segunda, Tig
entre la primera y la tercera, I3
entre la segunda y la tercera variables Ta3

2° Multiplicar entre si los coeficientes-indices
de correlacién asi encontrados y multiplicar
por 2 el producto 2112113723

3° Elevar separadamente al cuadrado cada uno
de los indices de correlacién rectilinea de
primer orden I15%, T1gd, Tog®

4° Sumar los dos primeros cuadrados y restar
de la suma el producto encontrado en el 2°
paso, para obtener el numerador.

5° Restar de uno el tercer cuadrado, para ob- .
tener el denominador.

6° Dividir el resultado del 4° paso entre el del
59'
7° Extraer la raiz cuadrada del cociente obte-

3 o
nido en el 6° paso. Iy2s
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PROCEDIMIENTO DE CALCULO DE LOS INDICES
DE CORRELACION PARCIAL

1. Réstese de las desviaciones sigméticas reales (calculadas
mediante resta de la media y divisién entre la desviacién
media cuadritica) las desviaciones sigmiticas estimadas
en el caso de cada una de las dos variables entre las que
calcula el indice de correlacién parcial (o sea, réstese de
las desviaciones sigméticas de la primer variable, obteni-
das de restar la media de esa variable de los datos origi-
nales y dividir los resultados entre la desviacién media
cuadritica de dichos datos, la desviacién-sigmaética de esa
misma variable primera, pero calculadas mediante la
ecuacién de estimacién a partir de la tercer variable). Asi

se obtienen & — 1.3 0 sea Ay.s y 02 — 2.5 0 sea A3

2. Obténgase el indice de correlacién entre las desviaciones
asi calculadas A5 y A;.s.

Si se desciende al detalle del procedimiento, que puede se-
guirse en la ejemplificacién subsecuente, se tendra:

1° A partir de los datos originales de cada
variable:

a.—Calctilense las respectivas medias
aritméticas . X1, Xz X,

b.—réstense las medias de los datos para
obtener desviaciones con respecto a
la media aritmética d;, ds, ds

c.—elévense al cuadrado, siimense los
cuadrados, dividanse entre el niime-
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ro de datos y extraigase la raiz cua-
drada del cociente para obtener las
desviaciones medias cuadréticas

d.—dividanse las desviaciones con respec-
to a la media aritmética entre las des-
viaciones sigméticas de las variables

2° Multipliquense por las desviaciones sig-
maticas de la tercer variable

a.—las desviaciones sigméticas de la pri-
mera variable

b.—las desviaciones sigméticas de la se-
gunda variable

c.—las desviaciones sigmaticas de la ter-
cer variable '

d.—Stmense al pie los productos obteni-
dos en las tres columnas

e.—dividanse las dos primeras sumas
entre la tercera para obtener los co-
rrespondientes indices de correlacién
simple

3* Multipliquense las desviaciones sigmati-
cas de la tercer variable

a.—por el indice de correlacién de esta
variable y de la primera para obte-
ner la desviacién sigmética de la pri-
mera estimada de la tercera

b.—por el indice de correlacién de esta
variable y de la segunda para obte-

03,032,073

’ 8y, 82, 05

@)
(3.8
(3.8

@

20,85,26,6;
26

Ty3, Y23

(8s)

A
818
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40

60

ner la desviacién sigmética de la se-
gunda estimada a partir de la tercera
también

Réstese de las desviaciones sigméticas
calculadas (en el ler. paso) de la prime-
ra y la segunda variable, las correspon-
dientes desviaciones sigméticas estimadas
(en el tercer paso) a partir de la tercer
variable, a fin de obtener desviaciones de
desviaciones sigmaticas:

A partir de las desviaciones de desviacio-
nes sigmaéticas, ‘

a.—calciilense las respectivas medias arit-
méticas

b.—réstense de las respectivas deltas ma-
yusculas para obtener desviaciones de
estas respecto de sus medias

c.—elévense al cuadrado los resultados,
siimense los cuadrados, dividanse en-
tre el nimero de datos y extrdigase
la raiz cuadrada del cociente para
obtener las desviaciones medias cua-
draticas correspondientes

d.—dividanse las desviaciones obtenidas
(en b de este mismo paso) entre las
desviaciones cuadréiticas medias re-
cién calculadas (en c) a fin de obte-
ner desviaciones sigmaticas

Multipliquense por la desviacién sigmati-
cade2en 3 (82.3):

;A
82.3

A1.8’ A2o3

A1.39 A2.3

d1.39 d2.3

01.3, 02.3

81.39 82.3
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70

89

a,—la desviacién sigmatica de 1 en 3 pa-
ra obtener '

b,—la desviacién sigmatica de 2 en 3 pa-
ra obtener

Stimense separadamente los dos resulta-
dos del paso anterior para obtener

y

Dividase la primera suma entre la segun-
da, a fin de obtener el indice de correla-
cién parcial de la 1* variable en la 2°
una vez eliminada la influencia de la 3*

81.8 82.3

8a.s°

261.3 82.3
262.82

Ii.3%2.3 =

T2
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CALCULO DIRECTO DE LOS INDICES DE
CORRELACION PARCIAL

La férmula que emplearemos para el célculo de los indices de

correlacién parcial es:
Tai = Taelei

[A—r) A=) ]2

Férmula relativamente ficil de recordar, pues en el numera-
dor existe una diferencia entre el indice de correlacién simple de
la variable dependiente y de la independiente y el producto de los
indices de correlacién simple de cada una de estas variables y la
eliminada, y en el denominador se presenta la media geométrica
de los cuadrados de los errores sigmaticos de estimacién de cada
una de las variables, dependiente e independiente, cuando dichas
variables se estiman a partir de la variable eliminada.

El procedimiento para el célculo de estos indices de correla-
cién parcial entre tres variables, puede esquematizarse como sigue:

Taceyt =

1° Calcular los indices de correlacién
rectilinea de primer grado
entre la variable dependiente y la in-

dependiente, T,
entre la variable dependiente y la eli
minada T
entre la variable independiente y la
eliminada r,

4° Multipliquense los dos dltimos indices
de correlacion Tye Toy
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39

39

49

59

69

79

8?

Réstese del primero de esos indices el
producto obtenido en el segundo paso,
para obtener el numerador de la ex-
presién

Réstese del primero de esos indices el
producto obtenido en el segundo paso,
para obtener el numerador de la ex-
presién

Elévense al cuadrado cada uno de los
dos tltimos indices de correlacién

Réstese cada uno de los valores asi ob-
tenidos de 1

Multipliquense los dos residuos obte-
nidos en el quinto paso

Extraigase la rajz cuadrada del pro-
ducto, para obtener el denominador.

Dividase la diferencia obtenida en el
3er. paso entre la raiz cuadrada obte-
nida en el 7° paso, para obtener el
indice de correlacién parcial

ai

de el

rd(e)l
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ciones con respecto a la media aritmética en unidades sigmaticas:
8y, 03, 0, 0.

Hemos dicho, en péginas anteriores, que una correlacién par-
cial es aquella en la que se encuentra la correlacién que existe
entre un cierto niimero de variables una vez que se elimina la in-
fluencia de otra variable sobre todas y cada una de ellas.

Esa eliminacién de la influencia de una variable (en este ca-
so elegiremos ;) sobre las otras variables (01,.0:, 85) la podemos
lograr, como en el caso de la correlacién parcial entre tres varia-
bles, mediante la correlacién entre los residuos de cada variable
(dada en forma de desviacién sigmética) con respecto a su esti-
macién a partir de la variable cuya influencia se quiere eliminar.
En el caso de tres variables (8, 02, 05) de las que se queria eli-
minar la influencia de la tercera (8s), calculamos los residuos del
valor calculado de la primer variable con respecto al valor estima-
do de la misma a partir de la tercera (8; — 015); hicimos cosa
parecida con la segunda variable (§; — &,3) y correlacionamos las
nuevas variables residuales A,; y A5 obteniendo asi el indice de co-
rrelacién simple entre esas variables residuales que, a su vez, es
el indice de correlacién parcial (con eliminacién de la influencia
de la tercer variable) entre las variables originales.

En el caso de cuatro variables, si se desea eliminar la tercera
—por ejemplo— tendremos que estimar cada variable a partir de
esa tercera (0 estikmada a partir de 0; o sea 813; 0. estimada a
partir de 85, o sea 023 y 04 estimada de 85, o sea dy3).

Los residuos que se obtengan de restar de cada valor observado
el valor estimado (81 — 813, 02 — 023, 8, — 843) los designaremos
por deltas mayiisculas Ays, Aos, Ay,

Entre estas deltas maytisculas o variables residuales, puede cal-
cularse una correlacién rectilinea de segundo orden (correlacién

miltiple de tres variables) por el procedimiento que ya hemos
esquematizado en otras paginas, Fl resultado seri un indice de
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correlacién miltiple entre esas variables, que designaremos por
¥ o.05.450 Es€ indice de correlacién miltiple entre esas variables re-
siduales es, a su vez, el indice de correlacién parcial entre las va-
riables originarias (01, 02, 85, 8:) que podemos designar por r, ,,,,
puesto que se trata de una corerlacién en la que la variable elimi-
nada es la tercera.

Si partimos del hecho de que tratamos con una correlacién mdl-
tiple (o rectilinea de segundo orden) entre las variables Ay;, Ay,
Ay, podremos establecer una relacién entre ese indice de correla-
cién miiltiple y los indices de correlacién simple entre esas varia-
bles. O sea, que podremos establecer que:

1 Ty3:23 T13:43
gz 1 T23:43
I13:43 Y23:43 1

|
Ty3:23:43 — 1 1 I

Tp3:43
T23:43 1

Esta férmula expresa, simplemente, que la correlacién miiltiple
(T 5.55.43) e€ntre las variables residuales (Ays, Az, Ayz) es igual a
la unidad menos una fraccién, cuyo numerador es un determinante
o matriz cuadrada que tiene por lado tantos elementos como varia-
bles residuales existen (tres en este caso), y cuyo denominador es
el cofactor del elemento de la primer columna y del primer ren-
glén. Por su parte, los elementos de estos dos determinante (de-
terminante y cofactor) son los indices de correlacién simple entre
cada par de variables residuales.

Sin embargo, ya hemos visto que la correlacién simple entre
variables residuales no es sino la correlacién parcial entre las va-
riables originales de las que se obtuvieron los distintos residuos.
Consiguientemente, puede afirmarse que:

La correlacién parcial entre 4 raviables (64, 85, 0s,984) ori-
ginarias es igual a la unidad, menos una fraccién cuyo determi-
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nante del numerador tiene por lado un elemento menos que el ni-
mero de variables originales, y cuyo denominador es el cofactor
del elemento de la primera columna y del primer renglén. Por su
parte, los elementos de estos dos determinantes son los indices
de correlacién parcial entre cada trio de variables originales, del
que se ha eliminado continuamente la influencia de una y de la
misma variable (en todos los casos del ejemplo, se ha eliminado
la influencia de la tercer variable, como en otro caso puede elimi-
narse siempre la influencia de la segunda, etc.).

Conforme a la notacién de la correlacién parcial, la misma
férmula anterior se convierte en:

1 T13)2 T1(3)2
Iyasyz 1 T1(3)2
T13)2 T1(3)2

27 —
Tz — 1 1
T3(3)4

T2(3)4

De ahi que, en forma general, pueda establecerse entre el
indice de correlacién parcial de orden superior al primero (de or-
den n=nimero de variable menos dos) y los indices de correla-
cién parcial de primer orden (1 =3 variables menos 2) una rela-
cién aniloga a la establecida entre los indices de correlacién total
de orden superior al primero (de orden n = néimero de variables
menos una) y los indices de correlacién total de primer orden
(1==2 variables menos 1). Esa relacién puede expresarse, como
en el caso anterior, por una férmula parecida a la inicial de este
apartado de nuestro estudio. En los determinantes, no aparecerd
la columna en la que la variable eliminada figuraria como varia-
ble dependiente, y tampoco aparecera el renglén en que la variable
eliminada figuraria como variable independiente, y las restantes
r mindsculas serdn no los indices de correlacién simple, sino los
fndices de correlacién entre las mismas dos variables que designan
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los subindices de la férmula original, pero parcializados por la

introduccién entre ellos de paréntesis que indican cul es la varia-
. . 2 3 .

ble eliminada. De este modo r ,; ., . es igual a:

Ticey1  Tice)z Tice)s ........ ( Ti(e)e ) .. T1(e)n
Tate)y1  Ti3)z  Tace)s ........ ( Tzcere ) ....T2¢en
T3¢e)1 T3e)2  T3(e)3 ........ ( T3(e)e )....l'a(e)n
( Teced1 Tece)2 Te(e)3 ........ ( Te(e)e ) ... Te(e)n )
Tne)t  Tnee)2 Tn(e)s ........ ( l'n(e)e) ... Tn(e)n

1 —

En esta expresién, hemos colocado entre paréntesis los elemen-
tos de la columna y del renglén eliminados; hemos sefialado con
puntos suspensivos los puntos en que puede ampliarse més o menos
el determinante, seglin el nimero de variables con que se cuente.
Como es facil suponer, sigue siendo vélida la observacién de que
los elementos de la diagonal principal son unitarios (si se correla-
ciona el residuo que se obtiene de restar de una variable su esti-
mada a partir de otra, con ese mismo residuo, el resultado tiene que
ser uno). Por otra parte, la observacién acerca de la simetria, si-
gue siendo vélida. El cofactor que figura en el denominador es, na-
turalmente el cofactor del primer elemento del determinante del
numerador en esta férmula y no —naturalmente—, el cofactor del
primer elemento del determinante del numerador en la férmula
previa.

Como puede verse, a partir de esta relacién muy sencilla entre
indices de correlacién del mismo tipo (totales todos o parciales to-
dos), pero de diferente orden pueden calcularse tantos indices como
sean mecesarios, con sélo haber calculado previamente:

1° Los indices de correlacién simple entre cada par de va-

riables,
2 Los indices de correlacién parcial entre cada trio de va-

- riables.
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FORMULA SIMPLIFICADA PARA EL CALCULO DIRECTO DE
LAS CORRELACIONES PARCIALES DE UNA DIS-
TRIBUCION TETRAVARIADA A PARTIR
DE LAS DE UNA DISTRIBUCION
TRIVARIADA

Si en la férmula siguiente:

| 1 T13)z T1(3)4
Iy 1 Ta(3)4
R Tiays Taye 1
Iygyzs —1—
| 1 Ta(3)4 i
| Tyaye 1

desarrollamos cada uno de los determinantes del numerador y
del denominador, sustituimos sus equivalentes en dicha férmula,
hacemos las reducciones pertinentes, y extraemos la raiz cuadrada

del primero y del segundo miembro, podremos obtener la expre-
sién:

f13) — 2 Tygayelacayfiaye T Tiye
T1(3)24_. [ ® @221y T Tinys |2

— 2
1 —raeys

Esta férmula, como podra verse ficilmente, si se la compara
con la que dejamos asentada paginas atras, es en todo analoga a
la férmula para el célculo del indice de correlacién trivariada ob-
tenido a partir de los indices de correlacién bivariada. La diferen-
cia entre una y otra féormula estriba en que mientras en un caso
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se trata de un indice de correlacién miiltiple y de varios indices
de correlacién simple total, en este caso se trata de indices de co-
rrelacién miltiple y de varios indices de correlacién simple (si
aceptamos esta denominacién por extensién) parcial.

EJEMPLO DE CALCULO DE LAS CORRELACIONES SIMPLES,
MULTIPLES Y PARCIALES DE UNA DISTRIBUCION
TRIVARIADA

1.—Obtencién de las desviaciones sigmaticas

INDICES
Econo- Pobla- Traba-
mia cién  jo d, d, d, dz2 d2 d?
21 9 49 0 0 + 8 0 0 64
30 3 48 +9 — 6 + 7 81 36 49

29 19 95 +8 +10 +54 64 100 2916

18 6 20 -3 -3 —21 9 9 441
15 3 29 —6 — 6 —12 36 36 144
15 4 47 —6 -5 +6 36 25 36
17 14 33 —4 + 5 -8 16 25 64
28 14 36 +7 + 5 -5 49 25 25
21 12 32 +0 + 3 -9 0 9 81
16 6 21 -5 -3 —-20 25 9 400
SRxs 210 90 410 316 274 4220
MEDIAS 21 9 41 3l1.6 274 422

RAICES 5.6 5.2 20.5
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EJEMPLO DE CALCULO DE LAS CORRELACIONES SIMPLES, MUL-
TIPLES Y PARCIALES DE UNA DISTRIBUCION
TRIVARIADA

2.—Obtencién de los indices de correlacién bivariada

81 82 83 8182 8183 8283

0.0 0.0 +04 0.00 0.00 0.00
+1.6 —11 +0.3 -1.76 +0.48 —0.33
+14 +1.9 +2.6 2.66 3.64 4.69
—0.5 —0.6 —1.0 +0.30 +0.50 +0.60
—1.1 —-11 —0.6 +1.21 +0.66 +0.66
—1.1 —1.0 +0.3 +1.10 —0.33 —0.30

—0.7 +1.0 —04 —0.70 +0.28 —040
+13 +1.0 —=0.2 +1.30 —0.26 —0.20

+0.0 +0.6 —04 +0.00 —0.00 —0.24
—0.9 —0.6 —1.0 +0.54 +0.90 +0.60
Sumas de términos positivos +7.11 +6.46 —6.55
Sumas de términos negativos —2.46 —0.59 —147
SUMAS +4.65 +5.87 +5.08
SUMAS ENTRE
EFECTIVO (10) 0.465 0.587 0.508
T1p I3 T23
T19 =— 0.465
I3 — 0.4'87

ry3 ==0.508
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~ EJEMPLO DE CALCULO DE LAS CORRELACIONES SIMPLES, MUL-
TIPLES Y PARCIALES DE UNA DISTRIBUCION TRIVARIADA

3.—Obtencién directa del indice de correlacién miiltiple

2. 2
_ T + 115" — 2 r1oryares ) 2
T123 =

1— 1’232
I1e — 0.465
Iiyig — 0.587 .2 I'12T13023 =— 0.277322280
r.s =—0.508

1. = 0.465* = 0.216225

115> = 0.587 = 0.344569

r.’ + i =0.560794

—2 IyoTy3les =——0.277322
0.283472 Numerador de la fraccién.

r232 = 0.5082 =1.258064

1 — r;2=1 — 0.258064 =0.741936 Denominador de la frac-
cién.

0283472\% ~——
—( 92822 N 03822069
Tz <0.741936> \

T123 — 0.618
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EJEMPLO DE CALCULO DE LAS CORRELACIONES SIMPLES, MUL-
TIPLES Y PARCIALES DE UNA DISTRIBUCION TRIVARIADA

4.—Obtencién directa de los indices de correlacién miiltiple

2 2 )
T3 + Tog 2 I15T13T53 3
T2,13 =

1— 1'132

12 = 0.216225

r232 == 0.258064 2 T12l13Yog — 0.77322280
l‘132 = (0.344569
Ty = J 0.300515 =0.548
2 2 2
Cileulo de 1o, =[ fu ¥ Y 2 ranata ]*
1 —r,®

o r3,12 — 0.4'15056 =0.644


compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo


EL A.B.C. DE LA CORRELACION. .. 147

EJEMPLO DE CALCULO DE LAS CORRELACIONES
SIMPLES, MULTIPLES Y PARCIALES

5.—Obtencién directa de los indices de correlacién parcial.

Férmulas:
. Tiz = T13 T3
132 - -
[(1—rs") (1—r5%)] 2
. i3 = Ti2 I2g
Tyc2ys = - N
[(1—re®) (1—rs®) ]2
- ‘T3~ T21Ins
r fr—
2(1)3
[(1— r®) (1— ri5°) 13
- Tz = I13l's2
Ii3)2—

[(1 - 1‘132) (1 - I‘232) ] 3

Substituciones: Célculo de Iy yer

r;. =— 0.465
r;; = 0.587

.. T13r30 = 0.587 X 0.508 = 0.298196
r.s =0.508

s — I1arse = 0.465 — 0.298196 = 0.166804 Numerador
2 =0.587°=0.344569 1 — r;;> =1 — 0.344569 = 0.655431
I3 =10.5082 = 0.258064 1 — r;,> =1 — 0.258064 = 0.741936

(1 —r;5%) (1 — r3.°) =0.655431 X 0.741936 =
=0.486287854416

\/ 0.486287854416 =1.697342 Denominador.

__0le6804 o

Las
0.697342
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T2
I'is
T23

2
Iy2

2
Tog

1(2)3

Calculo de r

T13 = T12l23

[(Q— 1‘122) a-— r232) ]%

T2z

==0.465
==0.587
==10.508 .:. r15rs3 =0.465 X 0.508 = 0.236220

I13 — Iyores = 0.587 — 0.236220 = 0.35078 Numerador,

= 0.465%> =0.216225 1 — ;" =1 — 0.216225 = 0.783775
=0.508°=0.258064 1 — r,;>=1 — 0.258064 = 0.741936
(1 = 11g?) (1 — rss?) = 0.783775 X 0.741936 =

) =0.5815108884.
V 0.5815108884 =(0.76256 Denominador.
0.350780
e = —————=0.46
0.76256
Calculo de L S
. Tog = I21I13
Tocys™ 2
[ (A —r®) (1 —r°) 1%
Tag =0.508
To1 =0.465

I3

T2y

2
I1g

=0.587 .. rair;3=0.465 X 0.587 = 0,272955

Tag — Iaifiy = 0.508 — 0.272955 = 0.235045 Numerador.
=0.465°=0.216225 1 — r,2=1 — 0.216225 = 0.783775
=0.587=10.344569 1 — r,;;> =1 — 0.344569 = 0.655431

(l —rzlﬂ) (1 - 1'132) == 0.783775 X 0.655431 =
==0.513710432025

v

0.513710432025 =0.716735 Denominador.

0.235045
Ty = —————— =0.3279

0.716735
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INTENTO DE INTERPRETACION DE LOS RESULTADOS
DE LA CORRELACION

RESULTADOS:

r2=0465 r1.,,=0618 r =0239
r;=0587 = r1..;=0548 r , =0.460
Yog =— 0.508 rg,12 — 0.644. =(.328

Tys

IDENTIFICACION DE LAS VARIABLES:

1.—Indice econémico.
2.—Indice demografico.
3.—Indice laboral.

COMPARACIONES: Entre los indices de correlacién simple:
Iie = 0.465 < Iig=— 0,587

Es menor la intensidad de la correlacién en-
tre economia y poblacién que entre eco-
nomia y trabajo.

O sea: conocido el valor del indice la-
boral se obtendra un valor mis aproximado
del indice econémico que si se conoce el va-
lor del indice demografico y se pretende esti-
mar el del indice econémico.

Yoy = I'je — 0.465 < rog == 0.508

Es menor la intensidad de la correlacién en-
tre poblacién y economia que entre po-
blacién y trabajo.
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O sea: conocido el valor del indice la-
boral se obtendrd un valor més aproximado
del indice demografico que si se trata de es-
timar éste a partir del indice econémico.

T3 = Ii3=— 0.587 > Tgo = Yog3 — 0.508

Es mayor la intensidad de la correlacién en-
tre trabajo y economia que entre trabajo
y poblacién.

O sea: conocido el valor del indice eco-
némico es méas aproximada la estimacién que
se obtenga del indice laboral que la que se
obtendra si se conociese el valor del indice
demografico.

Iyg > Tag > Iyp

O sea: que es la méxima intensidad en
estas relaciones bipartitas (en las que atn no
se elimina la influencia de la tercer varia-
ble) se da en el caso de las relaciones entre
la economia y el trabajo; que la intensidad
es media en el caso de las relaciones entre la
poblacién y el trabajo, y minima en el caso

de las relaciones entre la economia y la pobla-
cién.

COMPARACIONES: Entre los indices de correlacién miltiple y los

indices de correlacién simple.

Iry,23— 0.618 > T =— 0.465
T1.28— 0.618 > Y13 — 0.587

O sea: que la intensidad de la relacién
entre la economia por una parte, y la pobla-
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cion y el trabajo por otra es mayor tanto si
se la compara con la relacién entre la eco-
nomia y el trabajo solamente, como si se la
comparara con la relacién entre la econo-
mia y la poblacién tGnicamente.

To,13— 0.548 > Tog = I = 0.465
Ire.13=— 0.54‘8 > Iog — 0.508

Como en el caso anterior la intensidad
de la relacién entre la poblacién y la econo-
mia y el trabajo tomados conjuntamente es
mayor que la intensidad de las relaciones de
la poblacién con la economia por una parte,
y con el trabajo por otra.

Is.12— 0.644 > sy — I'yjg — 0.587
rs,12— 0.644 > I'gg = IXo3 — 0.508

Puede observarse nuevamente, que la in-
tensidad de la relacién aumenta cuando para
la estimacién del indice laboral se utilizan
conjuntamente los indices econémico y demo-
grafico, en vez de utilizar cualquiera de ellos
aisladamente.

Sin embargo, puede observarse también
que en la estimacién de “economia” el incre-
mento fue maés sustancial al agregar el fac-
tor 3 “trabajo” que al agregar el factor 2
“poblacién”

I1.23 — I1a = 0.618 — 0.465 = 0.153

€s mayor que .
Ti,23 — Iig— 0.618 — 0.587 =10.031

En la estimacién de la poblacién, el in-
cremento fue mayor al agregar el factor 1
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COMPARACIONES:

“economia” que al agregar el factor 3 “tra-
bajo’’ (rs.as — rzn =0.548 — 0.465 =
0.083 > ry.33 — r2s = 0.548 — 0.508 =
0.040)

En la estimacién de “trabajo”, los re-
sultados muestran que
Is.o1 — Ts = 0.644 — 0.587 = 0.057 <
I3.21 — Iz =—10,644 — 0.058 = 0.136

O sea, que hubo un incremento mayor
cuando se agregé el factor 1 “economia”, que
cuando se agregé el factor 2 “poblacién”.

Todo lo anterior parece poner de mani-
fiesto el gran peso que tiene el factor eco-
némico y, en intima vinculacién con él el que
también tiene el factor trabajo, dentro del

conglomerado social al que corresponden es-
tos indices

De los indices de correlacién miltiple entre
si:

I3.12 == .644 > r;,53=.618 > r,,13=—.548

O sea, que la correlacién es mas inten-
sa cuando es la variable 3, o sea “trabajo”
la que funciona como variable dependiente,
Yy que es minima su intensidad cuando es la
variable 2, o sea “poblacién” la que se con-
sidera como variable dependiente. De acuer-
do con esto, puede considerarse que, contra
lo que se postulaba implicitamente al tomar
“economia” como primer variable en el calcu-
lo de nuestras correlaciones, es el indice la-
boral el que depende de los indices econémi-
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co y demogréfico o sea, que, al menos en este
caso, el trabajo depende de la economia y de
la poblacion mucho méis de lo que éstas de-
penden de aquél. Lo cual no impide pensar
que, en el momento siguiente (dentro de una
concepcién dinimica, diacrénica) el trabajo
pueda pasar a ser variable independiente
que explique, junto con la poblacién, la eco-
nomia de ese otro momento.

COMPARACIONES: De los indices de correlacién simple y los in-

dices de correlacién parcial.

rl(a)z 0.239

T12 0.465 %
T1(2)3 0.460
= =178.3%
TIig 0.587
r 0.328
L —64.5%
T3 0.508 ‘
Puede observarse que: el que menos se
redujo fue r, , . en relacién con el valor de

la relacién entre 1 y 3 antes de la elimina-
cién de 2. O sea, que el factor 2 “poblacién”
es el que menos perturbaba esas relaciones.
El que mis se redujo fue el indice ry; al eli-
minar la influencia de 3, ya que el nuevo in-
dice sélo representa la mitad (51%) del an-
tiguo. O sea, que el factor 3 “trabajo” es el
que mayor influencia perturbadora ejerce en
las relaciones econémico-demograficas.
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EJEMPLO DE CALCULO DE LOS INDICES DE CORRELACION
PARCIAL DE UNA DISTRIBUCION TETRAVARIADA

Las tres primeras variables son los indices econémico, demo-
grafico y laboral del ejemplo anterior. Son igualmente vali-
dos para este ejemplo los calculos de las desviaciones sigma-
ticas de las tres primeras variables del ejemplo previo, asi
como los indices de correlacién bivariada calculados para el
mismo. Segin esto, el calculo que sigue se reduce: al célcu-
lo de la desviacién sigmatica de la cuarta variable y a la de-
terminacién de los indices de correlaciéon bivariada en que
interviene dicha variable cuarta (r,,,T,,,T;,) para obtener a
partir de ellos los indices de correlacién parcial que se bus-

can.
INDICE ’
Educacién d 4 d 42 8 4 81 84 82 84 83 8 4
70 +11 121 +0.7 0.00 0.00 +0.28
77 +18 504 +1.1 +1.76 —1.21 +0.33
82 +23 504 +1.1 +2.10 +2.85 +3.90
32 —-27 729 —1.7 +0.85 +1.02 +1.70
40 —19 361 —12 +1.32 . +1.32 +0.72
46 —13 169 —0.8 +0.88 +0.80 —0.24
60 + 1 1 +0.1 —0.07 +0.10 —0.04
65 + 6 36 +0.4 +0.52 +0.40 —0.08
58 -1 1 —-0.1 —0.00 —0.60 +0.04
60 +1 1 +0.1 —0.09 —0.06 —0.10
Positivos +7.43 +6.49 +6.97
Negativos —0.07 —1.87 —046
SUMAS 7.36 4.62 6.51
Entre el efecitvo (10) 0736 0462  0.651

T1q Toy LEV
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iy =— 0.736
Toy — 0.462
Igy =— 0.651

T14 = T13 T34
[(]. - r132) (1 — r34z)] %
3134 = 0.587 X 0.651 = 0.382137
Y14 = T13034 — 0.736 —0.382137 =0.353863 Numerador.

ris° = 0.587 =0.344569 1 — r;3°=1 — 0.344569 == 0.655431
rzs° = 0.651° = 0.423801 1 — r;>=1 — 0.423801 = 0.576199

(1 —_ l'laa) (]. - r342) =10.655431 X 0.576199 =—

N

— 0.377658686769
\ 0.377658686769 ~ —0.614539  Denominador
0.353863
Iy gy = — = 0.576
0.614539

Calculo de Ty,

Taq4 = Ta3 T34 _
[(1—rs?) (1— 1) 1%
Iaars = 0.508 X 0.651 = 0.330708
Tp4 — Taglzs = 0.462 — 0.330708 =0.131292 Numerador.
rp® = 0.508> =0.258064 1 — r»;> =1 — 0.258064 = 0.741936

2(3)4=

£y = 0.651°=0.423801 1 — r;>=1 — 0.423801 = 0.576199

(1 — ra?) (1 — rss®) =0.741936 X 0.576199 =
=0.427502781264
\ 0427502781264 = 0.653830 Denominador.

_ 0.131292 — 0.2008

2(3)4
0.653830

T
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EJEMPLIFICACION DEL CALCULO DE LOS COEFICIENTES
DE CORRELACION PARCIAL DE LA DISTRIBUCION
TETRAVARIADA

3
2 __ 2
Lz 2Ty 2 1 Sk Py \L

I13)2¢ =
1—= rz(:m2 j
Iy — 0239 - _
0.201 Ty 32 Facaye — 0-048039
Toaye VU
r1(3)zr3 (3)41.1(3)4 = 0-027670464
Fyays — 0.576

2r 1(3)zrz(3)4r1(a) , =2 X 0.027670464 = 0.055340928
1(3)2 ==0.239*=0.057121
1(3)4 = (0.576° = 0.331776

l'1(3)23 Ty — 2 T @2 28)eF1(3)4
== 0.057121 + 0.331776 — 0.055340928 =

=0.388897 — 0.055340928 = 0.333556072
Numerador.

Ty 5y 2 = 0.201% = 0.040401
1 —r,, 2=1—0.40401 = 0.959599

"Denominador
__ I 0.333556072 3
TET W == (0.347993)%

Tya)ee = \, 0347997 =0.59
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INDICES DE CORRELACION PARCIAL OBTENIDOS MEDIAN-
TE LA ELIMINACION DE LA INFLUENCIA DE TO-
DAS LAS VARIABLES MENOS DOS, EN SE-

RIES DE MAS DE TRES VARIABLES

Hasta este momento, hemos hablado de la eliminacién de la
influencia de una variable independiente en la correlacién entre dos
(en el caso de una distribucién trivariada) o entre mas de dos (en
el caso de distribuciones de mas de tres variables) de las variables
independientes. En seguida nos ocuparemos del caso de la elimi-
nacién de las influencias de todas las variables independientes me-
nos una, lo cual permite estimar la correlacién neta entre la va-
riable dependiente y la variable indepediente, cuya influencia no
se ha eliminado.

Caso fronterizo entre un tipo de eliminacién (una de todas
las variables independientes) y el otro tipo de eliminacién (todas
las variables independientes menos una) lo es el de la correlacién
parcial en una distribucién trivariada. En efecto, la correlacién
parcial en una distribucién de las variables x,, x,, xs puede con-
siderarse bien como eliminacién de todas las variables indepen-
dientes (x»,Xs) menos una (xs, por ejemplo), o como la elimina-
cién de una de las variables independientes (xs).

En cambio, la distincién entre los dos tipos de eliminacién
de influencia de las variables independientes aparece desde el mo-
mento en que se trata con distribuciones tetravariadas. En efecto,
si tenemos la distribucién conjunta de las variables x;, X2, X3, X4
y consideramos x, como dependiente, y las restantes como indepen-
dientes, hay dos tipos de eliminacién posibles: 1°—Eliminacién
de la influencia de x, (una de las variables independientes) en la
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correlacién entre la variable dependiente x, y las restantes varia-
bles independientes x, y x;, 0 2°—Eliminacién de la influencia de
X3 ¥ X4 (todas las variables independientes menos una) en la co-
rrelacién entre la variable dependiente x; y la variable indepen-
diente x.. ' o

Con el fin de encontrar la férmula que nos permita calcular
el indice de correlacién neta entre dos variables cuando se han eli-
minado las influencias de todas las restantes variables, tomaremos
el caso mas simple de una distribucién tetravariada, cuyos datos
habremos reducido a desviaciones con respecto a las correspondien-
tes medias aritméticas expresadas en unidades de la desviacién
cuadratica media (o sea, que trabajaremos con desviaciones sig-
maticas que, como de costumbre, representaremos por deltas mi-
nisculas).

8, 82,8, 8,

Mediante las correlaciones simples correspondientes que lle-
guen a establecerse entre estas cuatro variables pareadas, es posi-
ble estimar el valor de cada una de ellas a partir de cualquiera de
las restantes. Para nuestros propésitos actuales, nos interesa par-
ticularmente la posibilidad que hay de estimar cada una de estas
variables a partir de la tercera. Las estimadas correspondientes se
representardn por las propias deltas mindsculas, afectadas de un
acento circunflejo (que representa “estimacién”) y la adicién de
un nuevo subindice (3 en el caso) que indica cuél es la variable
a partir de la cual se estima la variable representada. En estas con-
diciones, dichas estimaciones quedarén representadas por:

A A Y A
815 82y 835 84s

LY
De estas estimadas, la tercera, o sea 0s5 es idéntica a la va-
riable observada §,.

Si se quiere eliminar la influencia de la tercer variable en las
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restantes, serd necesario restar de cada variable observada, la es-
timacién de esa mismo variable hecha a partir de la tercer varia-
ble. O sea, que habra que restar de cada uno de los elementos del
primer renglén que hemos escrito el elemento correspondiente del
segundo renglén que acabamos de escribir; esto produce:

)

61 "3‘13, 82 - éza, 83 - (§33, 84 _843

De estas diferencias, la tercera es nula, puesto que la estima-
da de la tercer variable con respecto a la tercer variable es idénti-
ca a dicha variable tercera. Consiguientemente, la serie queda re-
ducida a tres nuevas variables:

81 - (§13, 82 - 8\23,84 - (§43

Si a estas desviaciones las representamos por deltas mayiscu-
las, como ya hemos hecho anteriormente, las tres nuevas variables
seran:

Al.aa A2.3, A4.3

Con esta nueva serie de variables, podemos repetir el procedi-
miento que seguimos hasta aqui; es decir, podemos intentar una
nueva reduccién entre ellas. Cada una de estas variables puede
estimarse a partir de cada una de las restantes. Para nuestros in-
tereses presentes, conviene que nos fijemos en la posibilidad de es-
timar las dos primeras a partir de la tercera (lo cual permitir la
posterior eliminacién de ésta) Las estimaciones correspondientes
las representaremos también por deltas mayisculas, afectindolas de
un circunflejo y afiadiendo al subindice las cifras que caracterizan a
la variable a partir de la cual se hace la estimacién. Estas estimadas

seran:

"~ A A
A A2.3:4.3’ A4.3 4.3

1.3:4.37
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Para eliminar la influencia de la tercer variable de esta nue-
va serie de las otras dos variables (lo que en el fondo equivale a
eliminar la influencia de la cuarta variable de la serie original de
un conjunto de variables en las que ya se eliminé la influencia de
la tercera variable), restaremos de cada uno de los valores de las
tres muevas variables, los correspondientes valores estimados.

~ A ~

A A.—A A,,—A

13 Sisus Pas 23:4.3 B3 43:4.3

A

Como toda variable estimada de si misma es igual a s mis-
ma, la Gltima de estas desviaciones es nula. Por lo mismo, al eli-
minar la influencia de la tercer variable de la nueva serie (que
equivale a eliminar la influencia de la cuarta variable en la serie
originaria de la que ya se habia eliminado la influencia de la ter-
cer variable), se obtiene una distribucién bivariada de las novi-
simas variables:

A1.3 - A13:4.3 y Az.a - Az.3:4.3

Estas nuevas variables las representariamos por la dental so-
nora correspondiente del alfabeto devanagari, a no ser por impo-
sibilidad tipografica que nos obliga a reemplazarla por la dental
sorda del alfabeto griego (7). En estas condiciones, la serie te-
travariada original se habra reducido a la serie bivariada:

T1.34 T2.34

Entre estas dos novisimas variables, es posible calcular un in-
dice de correlacién rectilinea que, en el fondo sera el indice de co-
rrelacién entre las variables 1 y 2 (cuyas influencias no se han
eliminado) cuando se eliminan las influencias de las variables 3
y 4. Consiguientemente, el indice de correlacién que calculamos
podré representarse, segiin el uso ya establecido, por:

r1(34)2
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Obtencién de la férmula para el cdlculo del indice de correla-
cion neta entre dos variables con eliminacién de la znfluencm de
las restantes en una distribucién tetravariada.—Para establecer la
férmula del indice de correlacién neta entre las dos variables que
se han obtenido tras la eliminacién de las influencias de las otras
variables partiremos en la ecuacién de regresién correspondiente.
De acuerdo con cuanto se ha dicho y repetido anteriormente, afir-
mar que existe una correlacién rectilinea entre dos variables equiva-
le a afirmar que si se multiplica la desviacién sigmatica de. la va-
riable independiente por el indice de correlacién, se debera obtener
la desviacién sigmatica de la variable dependiente. Dicho en otra
forma (més conveniente para nuestro propésito actual), que si la
desviacién de la segunda variable respecto de su media, dividida
entre su desviacion media cuadritica se multiplica por el indice
de correlacién rectilinea, se obtendra el cociente que resulta de di-
vidir la desviacién de la primer variable respecto de su media entre
la desviacién media cuadratica de dicha variable.

En el caso presente:

primer variable = desviacién de la primer variable

T1.34 7
respecto a su media (pues es fa-
cil probar que esta media de des-
_ viaciones es nula).
T2.3¢ — segunda variable = desviacién de la segunda variable
respecto a su media.
e coeficiente de correlacién entre las variables.

En cuanto a las desviaciones medias cuadriticas de las varia-
bles, las representariamos por las sibilantes dentales (correspon-
dientes a las sigmas mintisculas del devanagari; pero por imposi-
bilidad tipogréafica las representamos por el nexo griego Ksi %).
En estas condiciones, la ecuacién sigmitica de estimacion serd:

T1.34 T2.34

=TIy(34)2
&1.84 2.84
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Para obtener el valor de r a partir de esta ecuacién bastara
con multiplicar ambos miembros de la ecuacién por la fraccién
multiplicadora de , ,, ., pasar el cuadrado resultante en el segun-
do miembro al primero (tomando el numerador como denomina-
dor y viceversa), para obtener:

2T 0 Tom ez.u
L™
T, .2 §
2.34 1.34

En el segundo miembro (como ya ha ocurrido en otro caso
parecido) figura una relacién entre desviaciones cuadréticas me-
dias, que facilmente puede reducirse a relacién entre raices cua-
dradas ‘de sumas de cuadrados de las desviaciones correspondien-
tes. O sea, que la expresién anterior equivale a la siguiente:

z‘7'1.34 T2.34 V 272342

272.342 d 2‘1'134n

Al reducir el radical del numerador con uno de los radicales

que se encuentran implicitos en el denominador de la primer frac-
cién, se obtiene:

e

_ 371,34 ZTo.04
Lene ™

V 271.342 272.342

Expresién completamente andloga a la que ya obtuvimos antes

para el coeficiente de correlacién parcial-neta en el caso de series
trivariadas.
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RELACION ENTRE EL INDICE DE CORRELACION NETA DE
UNA DISTRIBUCION TETRAVARIADA Y LOS INDI-
CES DE CORRELACION PARCIAL-NETA DE
LAS DISTRIBUCIONES TRIVARIADAS

Partiremos dé la ecuacién més sencilla del indice de correla-
cién neta
27'1.34 27'2.34

r1(34)2=

V 27’2.34'2 272.342

Para ello, estableceremos en primer término el equivalente
del numerador, y en el segundo lugar el del denominador, para
hacer en tercer término la sustitucién final.

Para el numerador se tiene:
Si se sustituyen las das del alfabeto devanagari o sus sustitu-

tos, las taus del alfabeto griego por sus equivalentes (diferencias en-
tre deltas maytisculas observadas y estimadas) el resultado es:

E(Am - A1.3:4.3) (Az.s - A2.3:4.3)

Al ejecutar las operaciones se obtiene:

2A1.3 A2.3_ zA2.3 AA1.3:4.3 - 2A1.3 AAZ‘3:4.3 + EA“1.3:4.3 A2.3:4.3

En este desarollo, y de acuerdo con lo que ya asentamos en
las primeras paginas consagradas al estudio de la correlacién par-
cial:

1° El primer término que es suma de productos de desviacio-

nes parcializadas es igual a un indice de correlacién par-
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29

39

49

cial entre las variables identificadas por los subindices
que preceden al punto, con eliminacién de la influencia de
la variable identificada por el subindice (comin) que sub-
sigue al punto. O sea, que el primer término de dicho desa-
rrollo es igual a: -

T1(3)2

El segundo término es una suma de productos. Los segun-
dos factores son estimaciones que se pueden sustituir por
un indice de correlacién multiplicado por la variable co-

rrespondlelfte (A 1343 .puede sustituirse por T, ), AL
Al hacer dicha sustitucién se obtienen sumas de productos
triples en los que los factores son un indice de correla-
cién parcial (r,,,,) y dos factores delta mayiscula que
pueden reemplazarse por otro indice de correlacién par-
cial, de acuerdo con la secuela puesta de manifiesto en el

primer término. De este modo, todo el segundo término
se convierte en:

MENOS r1(3)4 1'2(3)4

En el tercer término se tiene nuevamente una delta ma-
yiscula sin circunflejo y una delta maytscula con circun-
flejo. La dltima puede reemplazarse por un indice de co-
rrelacién parcial (en el caso r, (3y,) multiplicado por una
delta maytscula sin circunflejo (en el caso A,;). Me-
diante la Gltima sustitucién, quedan multiplicadas dos del-
tas mayusculas sin circunflejo, que son sustituibles por un
indice de correlacién parcial (en el caso I, (34): De este
modo, el tercer término se reduce a:

MENOS T3(3)4 Ty(3)4

En el cuarto término se tiene el producto de dos deltas
mayisculas con circunflejo, cada una de las cuales puede
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sustituirse por un indice de correlacién parcial y una del-
ta mayiscula sin circunflejo (las sustituciones serian por
LIP A,y Ty 4A4.s)' O sea, que se obtendria el pro-
ducto de los dos indices de correlacién parcial ya mencio-
nados y la suma de los cuadrados de las A, Pero como
la suma de los cuadrados de las desviaciones es siempre
unitaria, este @ltimo factor desaparece, y el cuarto térmi-

no se reduce a
MAS T1(3)4 T2(3)4

Al sustituir en la expresién que hemos logrado desarrollar an-
teriormente, el numerador de la expresién que nos sirve de punto
de partida se convierte en:

r1(3)2 —2 T1(3)4T2(3)4 + Ii3)aT2@3)e = F1(32 — T1(3)4T2(3)4

Obtenido este equivalente del numerador, pasaremos a deter-
minar, en forma parecida el equivalente del denominador.

Para el denominador se tiene que, la cantidad subradical equi-
vale al producto de dos expresiones analogas (sumas de cuadrados
de das o taus). De ahi que sélo investigaremos el equivalente de
uno de los factores del subradical.

27,2 =3(Ags — Az.su.s )t =
= 2A2_32 - zAz.a A2.3:4.3 + 252.3:4.32

Los equivalentes de los términos de este desarrollo son los si-
guientes:

1° En el primer término se tiene una suma de cuadrados de
desviaciones, que es igual a la unidad; o sea, que el primer

término vale


compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo


166 OSCAR URIBE VILLEGAS

2° En el segundo miembro figura una suma de productos
de una delta mayiiscula sin circunflejo por una con cir-
cunflejo. Esta tltima puede sustituirse por un indice de
correlacién parcial multiplicado por una delta sin circun-
flejo (en el caso, por r,,,, A,,). Al hacer la sustitucién
se obtiene un triple producto de la r correspondiente y de
dos deltas mayiisculas sin circunflejo; estas dos deltas ma-
ytsculas pueden sustituirse por un indice de correlacién
parcial (en el caso r,, ). Con ello se obtiene el doble
producto de dos indices de correlacién parcial que, por
ser iguales producen a su vez un cuadrade. Con lo cual,
todo el segundo término se reduce a:

2
MENOS 2T;3(3y4

3° En el tercer miembro figura una suma de cuadrados de
deltas mayisculas con circunflejo. Como la delta mayiis-
cula con circunflejo puede sustituirse por un indice de co-
rrelacién parcial y una delta maytscula sin circunflejo, el
término serd el cuadrado de dicho producto (el cuadrado
der,,. A,,?) bajo el sumador. Pero como la suma de
los cuadrados de las deltas mayiisculas sin circunflejo es
igual a la unidad, todo el término se reduce a:

2
MAS r2(3)4

De este modo, uno de los factores del subradical del denomi-
nador en la expresién que sirve de punto de partida se reduce a:

—_— 2
1 —rya34

Anilogamente, puede mostrarse que el otro factor de dicho
subradical se reduce a:

2
11— T1(3)4
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Consiguientemente, todo el denominador equivale a

[(1 - rz(3)4e) - 1'1(3)4)2]%

La sustitucién del equivalente del numerador y del equivalen-
te del denominador en la expresién que nos sirve de punto de par-
tida, permite establecer como férmula de las relaciones entre una
de las correlaciones netas de la distribucién tetravariada y las co-
rrespondientes la siguiente: '

i)z = Ti3)4 T2(3)4

1- rz(a)f) (0 By r1(3)4¢) 3

i)z =

En forma mis simple, recordando las equivalencias con los
errores de estimacién se puede hacer figurar en el denominador el

producto & .\, X & ..,

FORMULA GENERAL DE LA CORRELACION NETA

El indice de correlacién neta entre dos variables (‘“dependien-
te” e “independiente”) con eliminacién de las n restantes (“varia-
bles por eliminar”) es igual a un cociente entre:

1.—La diferencia que se obtiene al restar de:

A.—E] indice de correlacién neta entre la variable depen-
diente con eliminacién de las n-1 anteriores a la l-
tima de las variables por eliminar, y

B.—El producto formado por:
a.—FE] indice de correlacién neta entre la variable

dependiente y la iltima de las variables por eli-
minar, con eliminacién de la influencia de las

n-1 restantes por eliminar, y
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b.—El indice de correlacién neta entre la variable
independiente y la enésima de las variables por
eliminar, con eliminacién de la influencia de to-
das las variables restantes por eliminar, y

2.—F)l producto formado por:

A.—FEl error de estimacién correspondiente al primero
de los indices de correlacién neta que figuran en el
substraendo del numerador y

B.—El error de estimacién que corresponde al segundo
de dichos indices.

En la férmula siguiente identificaremos con los siguiente in-
dices las diferentes variables que intervienen en una correlacién
neta: ‘

Subindice d.—variable dependiente,

Subindice i.—variable independiente,

Subindices a, b, c,d,e... n-1, n variables por eliminar.

En estas condiciones:

rd(a.bcd. on—Di— rd(a,bcd. ..n—1n r!(a)bcd. . n—=1n

rd(abcd. ..n)i & &
d(abcd...n — l)nc i(abed, . .n — l)nc
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EJEMPLO DE CALCULO DE UN INDICE DE CORRELACION
NETA ENTRE DOS VARIABLES EN UNA DIS-
TRIBUCION TETRAVARIADA

Tomaremos como ejemplo el de la distribucién tetravariada de
la que hemos calculado ya los indices-coeficientes de correlacién sim-
ple, los indices de correlacién miltiple, los indices de correlacién
parcial-neta de las distribuciones trivariadas componentes y uno de
los indices de correlacién parcial por eliminacién de una sola de las
variables de la distribucién conjunta.

La férmula para el calculo de la correlacién neta es:

T2~ Tiya o

Lienz

\j 1- r1(3)42) (- r2<3)42)
De acuerdo con los resultados obtenidos previamente:
= 0.239
=0.576
=0.201

Consiguientemente:
=10.576 X 0.201 =0.115776
=0.239 — 0.115776 = 0.123224 Numerador.

e
iy

r2(3)4

T ayaTacaye

e~ Tisyalaces
1—r,, 2=1—0576"= 1 —0.331776 = 0.666224
l—r 2—1 — 0.201>= 1 — 0.040401 '.=-’0.959599

2(3)4
Producto = 0.641227082176
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Raiz cuadrada = 0.800766 Denomi-

nador.

0.123224
Iy e — ———————=0.1539 =15.39%

0.800766

Intento de Interpretacién.—De acuerdo con la identificacion
que se hizo de las variables:

1.—Indice econémico. Estos términos no se emplean en
2.—Indice demografico. sentido estadistico estricto. En
3.—Indice laboral. este contexto empleamos “indi-
4.—Indice educativo. ce” tan sélo en el sentido de “in-

dicador”. La razén de esta sal-
vedad puede verse en relacién
con la existencia de “correlacio-
nes espurias’ cuando se trabaja
con “indices” tomados en su es-
tricto sentido estadistico.

I, 3492 indica la correlacién neta entre la economia y la pobla-
cién cuando se han eliminado las influencias que sobre una de es-
tas variables ejercen tanto el trabajo como la educacién. En un
cierto sentu?o, el indice es el mismo tipo que r_ ..,y que r , asi
como del mismo que otro semejante (que no hemos calculado por el

momento 1, 4)2)' Si se registran sucesivamente los valores de es-
tos diversos indices se tiene:

r, =0465
Ty = 0.239
T aame = 0.154

Al través de este simple registro y de una sencilla comparacién
se muestra ¢cémo disminuye la dependencia de la economia con res-
pecto a la poblacién en cuanto se eliminan las influencias que sobre
ambas ejerce, en primer término, el trabajo y, en segundo término
y en forma conjunta, tanto el trabajo como la educacién,
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Si comparamos, por cociente, el indice de correlacién neta en-
tre la economia y la poblacién con eliminacién de las influencias
de trabajo y educacién con el indice-coeficiente de correlacién sim-
ple entre esas dos variables se vera que

Ly 0154
_= =33
I, 0.465

O sea que la relacién neta entre economia y poblacién es ape-
nas el 33 por ciento de la relacién bruta entre esas mismas varia-

bles.
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V.—CORRELACION EN SERIES DE FRECUENCIAS
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CORRELACION EN SERIES DE FRECUENCIAS

Series de Frecuencias.—Una serie bivariada de frecuencias
es aquella que se obtiene al representar a cada individuo de un con-
junto, poblacién o universo estadistico por un trio de cifras. Este
trio de cifras lo constituyen:

1.—El valor de la primer variable: x,

2.—el valor de la segunda variable: x.
3.—la frecuencia conjunta del par de valores constituido por

las dos cifras anteriores: f;,

Al hablar de las series sencillas, tomabamos como ejemplo dos
fenémenos A y B cuyo registro de valores producia la siguiente dis-
tribucién o serie sencilla bivariada:

A B
P 12 5
q 12 3
r 6 3
s 6 5
t 12 3
u 12 3
v 6 5
w 12 3

En este caso, puesto que se trata de una serie sencilla bivaria-
da, sélo tenemos un par de valores: el valor de la variable x, que
estd dado por las cifras de la columna A, y el valor de la variable
X2 que esté dado por las cifras de la columna B.

En la serie sencilla bivariada anterior no se han evitado las
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repeticiones de unos mismos pares de valores (hay tres pares 12, 3,
hay dos pares 6, 5, etc.) y por ello se dice que la serie es sencilla.

Mais adelante, evitamos las repeticiones consignando frente a
cada par distinto de valores el niimero de veces que aparecia dicho
par (no cada valor por separado) y asi obtuvimos la distribucién:

A B frecuencia
12 5 1
12 3 4

6 5 2

6 "3 1

Esta pequefia tabulacién indica que dentro del conjunto hubo un
solo caso en el que mientras el valor de la primer variable era 12
el segundo era 5; que hubo 4 casos en los cuales mientras el valor
de la primer variable era 12 el de la segunda era 3; que hubo 2
en los que en tanto el valor de la primera era 6 el de la segunda era
5, ¥ que, finalmente hubo uno en el que mientras el de la primera
era 6 el de la segunda era 3. A los valores 1, 4, 2, 1 les damos el
nombre de “frecuencias conjuntas” de la distribucién bivariada de
frecuencias, las representamos por ry,, y las designamos asi para
distinguirlas de las frecuencias simples de cada una de las distri-
buciones univariadas componentes. En efecto, si tomamos separa-
damente el fenémeno A, nuestra lista nos da:

A
12
12
6
6
12
12
6
12

S <4~ a0
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como serie sencilla univariada. Si esta serie univariada sencilla que-
remos convertirla en una serie univariada de frecuencias, evitare-
mos las repeticiones asociando una cifra que indique cuéntas veces
aparece cada valor. Asi se obtiene:

A frecuencia no
conjunta
12 5
6 3

O sea que en el conjunto e independientemente de los valores
que asuma B, existen 5 casos en que A vale 12 y 33 casos en los que
A vale 3. En forma parecida se pueden determinar en el mismo
ejemplo frecuencias no conjuntas para B, que serian:

B frecuencia no
conjunta

5 3

3 5

puesto que, en efecto, independientemente de los valores que ad-
quiere A, existen 3 casos en los cuales B vale 5 y cinco casos en
los que B vale 3.

De acuerdo con esto, para no confundir los diferentes tipos de
frecuencia que pueden intervenir en una distribucién bivariada, re-
presentaremos las frecuencias conjuntas de la distribucién por la
literal f afectada de un subindice doble f;», y las frecuencias no
conjuntas de cada una de las distribuciones univariadas compo-
nentes por la misma lateral f afectada de subindices sencillos:
para las frecuencias del primer fenémeno: f para las frecuencias
del segundo fenémeno.

El Cuadro de Doble Entrada—Una distribucién bivariada de
frecuencias se tabula y manipula més facilmente mediante la cons-
titucién de un cuadro de doble entrada. *
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Un cuadro de doble entrada usa:

1.—Los encabezados o casillas capitulares de las colum-

nas para la serie univariada de los valores de la pri-

mer variable: Xy
2.—1Los rubros o casillas capitulares de las filas para la

serie univariada de los valores de la segunda varia-

ble: Xz
3.—Las casillas del cuerpo de la tabla para las frecuen-

cias conjuntas de los pares de valores constituidos

por la cabeza y el rubro de la casilla correspondiente.

De este modo, el ejemplo muy sencillo que hemos tomado co-
mo punto de partido quedaria consignado como sigue en un cua-
dro de doble entrada:

\

Xp 12 6
5 1 2
3 4 1

La lectura de este cuadro nos indica que hay un caso en el que
siendo el valor de la primer variable 12 (encabezado de la primer
columna) el valor de la segunda es 5 (rubro del primer renglén);
que hay 2 casos (frecuencia conjunta del extremo del renglén supe-
rior) en que siendo 6 el valor de la primer variable (segundo en-
cabezado) es 5 el de la segunda (rubro del primer renglén); que
hay 4 casos en que siendo 12 el valor de la primera es 3 el de la
segunda, etc.

Pueden obtenerse, a partir del cuadro de doble entrada las fre-

cuencias no conjuntas de las distribuciones univariadas componen-
tes. Para ello:

1.—Si se suman las frecuencias conjuntas de cada renglén

se obtienen las frecuencias no conjuntas de la segunda
variable
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\ "

X2 12 6 fz

5 1 2 1+2=3
3 4 1 4-+1=5

2.—Si se suman las frecuencias conjuntas de cada colum-
na, al pie, se obtienen las frecuencias no conjuntas de

la primer variable

\»
Xo ].2 6 fg
5 1 2 3
3 4 1 5
i, 1+ 4=5 2-4+1=3

3.—El efectivo de la distribucién queda dado por el total
de las frecuencias conjuntas 2 f;,, y también puede

obtenerse
a.—sumando al pie de la columna correspondiente
todas las frecuencias no conjuntas de la segunda

PEA

variable
b.—sumando al extremo del renglén correspondien-
te todas las frecuencias no conjuntas de la se-

gunda variable

21,

2f12=2f1:2f2

De ahi que, el sitio més apropiado, dentro del cuadro de do-
ble entrada, para consignar el efectivo de la distribucién sea el
cruce de la columna destinada a las frecuencias no conjuntas de
la segunda variable y de la hilera destinada a las frecuencias no

conjuntas de la primer variable.
De ahi también que el cuadro quede totalmente constituido y

listo para manipularse, en la forma siguiente:
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\ >
X2 12 6 f2
5 1 3
+
3 4 1 5
f.l 5 —IT 3 = 8=Ef12=22=2f1

Calculo de las estadisticas de las distribuciones univariadas en
un cuadro de doble entrada.—Antes de hacer el calculo de la corre-
lacién en una distribucién bivariada de frecuencias, conviene mos-
trar cuél es la forma en que se calculan las medidas caracteristicas
de las distribuciones univariadas correspondientes que se requeriran
para dicho cilculo. El calculo de la media aritmética de la primer
variable (x;) y de la media aritmética de la segunda variable
(xz) son suficientemente demostrativas.

Segilin ocurre en general cuando se calcula la media aritmética
de una serie de frecuencias (en este caso la serie x,, f; por una parte
y la serie x,, f, por otra) en la f6rmula de la media aritmética de-
ben intervenir las frecuencias correspondientes como factores de

ponderacién. De este modo, las férmulas que habrd que emplear
son:

- 2x1f1

R TS

— zxzfz

Xo o ——
2 1,

En el primer caso, comenzaremos por obtener los productos
de cada x, por su f; correspondiente. En la tabla de doble entra-
da, habrd que multiplicar cada encabezado por cada uno de los
valores contenidos en la correspondiente casilla de la hilera cuyo
rubro es f;, anotando el producto correspondiente en la casilla de
la hilera inmediatamente siguiente que tendré como rubro x,f;. Al
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final de esta fila, mediante la suma de todas sus casillos, se obten-
drd 2 x, f,. El cuadro de doble entrada presentara el aspecto si-

guiente:

X1 12 6 f
Xo \ ?
S 1 2 3
3 | 4 1 5
f, S 3 8

En el segundo caso, para obtener los productos de las x, por
sus frecuencias correspondientes f,, multiplicaremos cada rubro por
el valor que aparece en la misma hilera en la columna de las
f,, sumaremos los productos al pie de la columna que habremos

encabezado x.f, y asi obtendremos:

\ X3 12 6 fc_; Xzfz
Xg
S 1 2 3 5X 3=15
3 4 1 5 3X 5=15
1, S 3 . 8 154+ 15=230
x,fy 60 18 78

En forma parecida, para obtener medidas anélogas, se proce-
ders como si la columna inicial y la columna final (x; y f;) cons-
tituyeran una serie sencilla univariada y no existiera el cuerpo del
cuadro que contiene las frecuencias conjuntas, y, en forma seme-
jante, como si la hilera inicial y la hilera final (x; y f1) constitu-
Yeran por su parte la otra serie univariada, con prescindencia total
del resto del cuadro. En estas condiciones, siempre que en la teo-
ria general de las distribuciones univariadas (ver Técnicas Estadis-
ticas) se dice: “abrase una columna y consignese en ella... (los
Productos, las potencias, las desviaciones, etc.)”, la expresién debe
entenderse al pie de la letra para la distribucién de x,, f,, y debe
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transformarse en “4brase una hilera y consignense en ella. . .” en tra-
tandose de la distribucién x,, 5.

Como puede comprenderse, asimismo, el procedimiento de
la correlacién rectilinea de primer orden no sufre modificacién con-
siderable por el hecho de tratarse de una distribucién bivariada de
frecuencias y no de una distribucién sencilla bivariada, a no ser que
se trate:

1.—Del efectivo de la distribucién que, ahora, no estard dado
por N, sino por la suma de las frecuencias conjuntas 2f;.
o, en ciertos casos, por las sumas de las frecuencias no con-
juntas de las distribuciones univariadas componentes (que
como sabemos son iguales entre si y con la suma de las fre-
cuencias conjuntas).

2.—De productos en los que intervengan las x, y las x; o va-
lores derivados de ellas como las d; y las d; (o desviacio-
nes de cada una de esas variables respecto a sus medidas
aritméticas) o como las &, y las §; (o desviaciones sigma-
ticas de ambas variables), pues en estos casos se requiere
de una ponderacién particular que pasamos a exponer.

Ponderacién de los productos de las dos variables de una dis-
tribucién bivariada o de valores derivados de dichas variables en un
cuadro de doble entrada.—Ponderar, en estadistica significa, basica-
mente, multiplicar por ciertos valores. En el caso de las series de
frecuencias, la ponderacién mas frecuente empleada es la que uti-
liza como factor de ponderacién a las frecuencias. Pero, en el caso
de una distribucién bivariada hay tres clases de frecuencias: fre-
cuencias de la primer variable, frecuencias de la segunda variable
y frecuencias conjuntas de la primera y de la segunda variable. En
tales condiciones, ;cuél de esas tres frecuencias sera el factor pon-
deral? Es facil pensar que el factor ponderal deber estar consti-
tuido por las frecuencias conjuntas en tratindose de productos de las
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dos variables y no por cada frecuencia aislada como factor de cada
variable,

Supongamos que tenemos que obtener la suma ponderada de
los productos de las dos variables x; y x» consignadas en el cuadro
de doble entrada con que venimos trabajando. El proceso que nece-
sitariamos seguir seria el siguiente:

Primer valor de x; (12) por primer valor de x, (5) = 60 por

niimero de veces que aparece el par(12,5) =60 X 1 =60

Segundo valor de x; (6) por primer valor de x» (5) por fre-
cuencia del par(2) = 60

Primer valor de x; (12) por segundo valor de x, (3) por fre-
cuencia de par(4) =144

Segundo valor de x; (6) por segundo valor de x, (3) por fre-
cuencia del par(3)= 54

Suma ponderada de los productos: 60 + 60 + 144 + 54=318

Este proceso puede mecanizarse como se indica en seguida:

Mecanizaciones del proceso de ponderacién de productos en
los que intervienen las dos variables en cuadros de doble entrada.—
Vamos a tomar el cuadro del doble entrada en su forma maés sim-
ple (es decir, prescindiendo de las columnas de frecuencias no con-
juntas que hemos consignado después de formado el cuadro). A

partir del cuadro:

X3 12 6
X2
5 1 2
3 4 1

1.—Duplicaremos el cuerpo del cuadro mediante la apertura de
dos columnas adicionales (o, en general, mediante la apertura de
tantas columnas adicionales como haya en el cuadro originario), cu-
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yos encabezados serén los mismos de las columnas originales (12 y
6 en este caso) y que te extenderdn por tantas hileras como se ex-
tiende el cuadro originario (en este caso, por dos hileras, cuyos ru-
bros siguen siendo 5 y 3:

N 6 /12 6
Xo /

5 1 2 /

3 4 1/

En el cuadro aparece una separacién entre el cuadro y su du-
plicacién porque entre ellos es posible intercalar todas las colum-
nas que requiera un célculo concreto (columna de las frecuencias
univariadas, productos de la segunda variable por sus frecuen-
cias, de la segunda variable respecto a su media aritmética, etc.).

Las casillas de la reduplicacién del cuerpo del cuadro se lle-
nan como sigue:

2.—Se toma cada frecuencia conjunta del cuerpo del cuadro
(1, por ejemplo) y se multiplica por su encabezado (12
en el ejemplo) y por su rubro (5 en el ejemplo). El pro-
ducto de estos tres factores se consigna en la casilla co-
rrespondiente del duplicado del cuerpo del cuadro. En la
mismo forma se procede con todas las frecuencias con-
juntas restantes. De este modo el cuadro presenta la si-
guiente apariencia:

1 12 6 / 12 6
X2 \ . ;

S 1 2 60 60
3 4 3 / 144 o4

3.—La suma ponderada se obtiene sumando al extremo de ca-
da renglén los valores contenidos en el duplicado del cuerpo del cua-
dro y sumando al pie de la columna correspondiente, cuyo encabe-
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zado serd x;x.f;; o bien, sumando al pie de cada columna de la
reduplicacién del cuerpo del cuadro y sumando al extremo todas
estas sumas, siendo en tal caso, el rubro de la hilera el mismo que se
sefialé anteriormente, a sea X;X.f;.. La parte reduplicada del cua-
dro se presentard como sigue: '

12 6 X1Xof10

60 60 120

_I_

144 54 198
204 + 114 = 318 'ql)(zflz

Como es facil comprender, también la tltima hilera puede ser
separada del resto del cuadro por las correspondientes hileras inter-
poladas que den las frecuencias de la primera distribucién univa-
riada, sus productos por los de la variable misma, las desviaciones
de ésta con respecto a su media aritmética, etc.

Obtencién de la ecuacién de estimacién de una distribucién bi-
variada de frecuencias.—En la forma mas sencilla de célculo de la
ecuacién de regresién en una correlacién rectilinea de primer orden,

partimos de la expresion:
X3 = ao 1 as x,

De esta ecuacién formamos dos ecuaciones de interpolacién
aplicando el sumador a todos los términos de la misma, y multipli-
cando cada término por x, y aplicando a los productos el sumador:

2X1 = Nao + 822X2
le)(z == 802X2 == 322X22

Estas ecuaciones son validas en tratindose de series senci-
llas. Cuando se trata de series de frecuencias es necesario ponde-
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rar cada una de las sumas que aparecen en las ecuaciones de in-
terpolacién. Dicha ponderacién se hard como sigue:

1*—Cuando se trate de sumas de variables aisladas, dichas
sumas se trasformaran en sumas de productos de la va-
riable correspondiente por su frecuencia.

2°—La ponderacién, en el caso de las sumas de cuadrados, tie-
ne que hacerse mediante la frecuencia de la distribucién
univariada correspondiente.

3°—La ponderacién, en el caso de los productos de las varia-
bles, debera hacerse mediante las frecuencias conjuntas.

De este modo, las ecuaciones de interpolacién se convierten
en:

lefl = 2 f12 Q9 —I- aq 2x2f2
2X2X1f12 = ay 2X2f2 + aqs 2X22f2

Mediante el procedimiento ordinario de despeje de incégnitas
pueden obtenerse los valores de ay y a, que pueden substituirse en
la ecuacién general. De este modo, los valores estimados de la pri-
mer variable a partir de la segunda variable pueden obtenerse con
la ecuacién:

Xi2=ay + ag Xy

Obtencién del error de estimacién.—El proceso para obtener
el error de estimacién, en el caso de una serie bivariada de fre-

cuencias consignada en un tabla o cuadro de doble entrada procede
facilmente mediante la apertura de:

1.—Una columna destinada a las desviaciones de los valores
observados de la primer variable x; con respecto a los va-
lores estimados a partir de los valores de la segunda
variable (X;2) que se encabezari d,,.

2.—Una columna para los cuadrados de dichas desviaciones.
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3.—La suma al pie de los valores consignados en esa altima

columna.
4.—Su divisién por el efectivo y
5.—La extraccién de la raiz cuadrada del cociente.

Obtencion del indice de correlacién.—Como en todos los casos
anteriores, el indice de correlacién no es sino la lectura directa de
lo que el error de estimacién proporciona como lectura inversa. De
ahi que su célculo no represente dificultad adicional.


compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo




compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo


VI—CORRELACION RECTILINEA CON DATOS
CODIFICADOS
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CORRELACION RECTILINEA CON DATOS SUJETOS A
CODIFICACION

Correlacién rectilinea de primer orden obtenida a partir de
desviaciones con respecto a una media arbitraria—Si de cada uno
de los valores de una serie x; se resta una cantidad constante con-
veniente, se obtienen valores més sencillos y al proceso se le conoce
como “codificacién”. Frecuentemente la constante elegida es uno
de los valores de’ la serie misma, por lo que se le suele represen-
tar por x'. Asimismo suele convenir que este valor esté tan préxi-
mo como sea posible con respecto a una de los promedios de la
serie, pues conforme mis se aproxima a la media aritmética, por
ejemplo, los valores resultantes de restarlo de cada uno de los va-
lores originales resultan més pequefios y, consiguientemente méis
faciles de ‘manipular aritméticamente. En este sentido se piensa
generalmente en este valor arbitrario como si se tratase de una me-
dia, mas que determinada mediante el calculo, propiamente adivi-
nada y, por ello se designa como “media arbitraria o media adi-
vinada”. A los resultados obtenidos de restar de cada valor origi-
nal de la serie (x;) la media arbitraria (x') se le designa como
“desviacién” (puesto que, en efecto, es una diferencia estadistica y
a toda diferencia estadistica asi se le designa) “con respecto a la
media arbitraria”. La desviacién con respecto a la media arbitra-
ria se representa por d' y, de acuerdo con lo anterior, su férmula

resulta ser:

d=—=x—x

De acuerdo con la manera en que hemos venido haciendo esta
presentacién elementalisima de la correlacién, el punto de partida
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de los célculos lo hemos tenido siempre en la ecuacién de regre-
si6n. Cuando los datos estdn representados por sus valores origi-
narios, dicha ecuacién es:

X1 == a0 T as X,
Pero, tanto los valores de la serie x; como los valores de la se-
rie X, son susceptibles de codificacién; o sea, que tanto unos como
otros son susceptibles de expresarse como desviaciones con respec-

to a una media arbitraria. Es decir, que las x, pueden trasformarse

en d;’ si se les resta x;’ o sea una de las propias x, que se suponga
que estd mis o menos préxima de x;, la media aritmética. En for-

ma analoga, las x, se trasformar4n en d,’ si de cada una de ellas
se resta una x,' o valor que se considere cercano de x,. Mediante
esta trasformacidn, tendremos una nueva ecuacién de regresién, cu-
yos parametros tenemos qus suponer, incialmente, diferentes de los
de la ecuaci6n previa, por lo que los designaremos por a," y por
a;’. En estas condiciones, la ecuacién de regresion que podremos
obtener a partir de las desviaciones con respecto a las medias arbi-
trarias de las dos series univariadas constituyentes de la bivariada
cuya correlacién se estudia, sera:

d,'=—a, + a,’ d,'

¢ Qué alteraciones se introducen en el campo de la correlacién
al tomar desviaciones con respecto a una media arbitraria para
cada serie univariada, en vez de tomar los valores originarios? Pla-
ra estimar dichas alteraciones sustituiremos en la ecuacién ante-
rior las d;' y d;' por sus equivalentes en términos de la férmula
dada al principio para este tipo de desviaciones, con lo cual ten-
dremos:

X1 X =ay +ay (%2 — %)
Si se ejecutan las operaciones de dentro del paréntesis, y se

pasa x;' que figura con signo negativo en el primer miembro al
segundo con signo positivo, se obtendré:
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Xy = Xl' + ao' + 82' Xo — 82' x2.

Si se unen todas las constantes en un solo término y se dejan
fuera las variables, se tiene:

X = (ao. + X — az'xz') + az'Xp

Esta ecuacién estd dada nuevamente en términos de los da-
tos originarios y no de las desviaciones con respecto a las medias
arbitrarias. Tiene exactamente la misma estructura que la ecuacién
de estimacién de que se partid, y gracias a esta igualdad de es-
tructuras es posible comparar:

1.—El primer miembro de la primera (x;) con el primer
miembro de la segunda (x;) para encontrar que son idén-
ticos:

X315 X

2.—FEl primer término del segundo miembro de la primera
(a0) y el primer término del segundo miembro de la se-
gunda (a,’ + x' — a,'x,’). Gracias a ello, podemos esta-
blecer que:

ag==a, + x' — a;'x,’

O sea, que, para obtener el primer pardmetro de la ecuacién
de estimacion tal y como se habria obtenido a partir de datos ori-
ginarios, es necesario sumar al primer pardmetro obtenido a partir
de desviaciones con respecto a la media arbitraria, la diferencia
entre la media arbitraria de la primera serie y la media arbitraria
de la segunda serie por el segundo parametro obtenido de desvia-
ciones.
3.—Fl segundo término del segundo miembro de la primera

(azx;) con el segundo término del segundo miembro de

la segunda (a2'x2), lo cual permite establecer que

a,==ag’
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Esto equivale a afirmar que el segundo paridmetro no se alte-
ra, sea que se trabaje con datos originarios, o sea que se utilicen
desviaciones con respecto a las medias arbitrarias de las dos se-
ries.

Segiin todo lo anterior, obtenida la ecuacién de estimacién a
“partir de los datos codificados, es ficil obtener la ecuacién de es-
timacién que da los valores originarios de la variable dependiente
(x1) a partir de los valores asimismo originarios de la indepen-
diente (x.) si al primer pardmetro se le agrega x;' — a,’' x,' y se
recuerda que a, permanece inalterada.

Al hacer estas trasformaciones, ;qué trasformacién se deter-
mina en el error de estimacién? De acuerdo con lo que sabemos, el
error de estimacién no es sino una media cuadritica de las des-
viaciones de los valores observados y de los valores calculados de
la variable dependiente a partir de la independiente. En tratindose
de valores dados en términos de desviaciones respecto a las medias
arbitrarias, el error de estimacién serd la media cuadratica de las
desviaciones:

dl' - dl2'

En esa f6rmula, el substraendo es la desviacién de la primer

variable estimada( ") a partir de la desviacién de la segunda va-
riable con respecto a su media arbitraria. O sea que:

N
di' =2y’ — a,' d’
Sustituido este valor en la férmula previa, se tiene:
d,' — ‘512' =d,' —a, + a,’ d,’
Como d,'=x, o X1’y do' =%, — x,":
=x \—L;cl —ay + a, x,” — a,’ xo'

Pero a)' = —x; + ao + az x,
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De acuerdo con esto:

=x; — % — (—x, + ap + aXs') 1 ay xo— ap’ x.” =
=x— %' T x' —a—axs + a x; — a;’ x,' =

Al hacer las reducciones pertinentes (recordando que a,' = a,)

se tiene:
=X) T 89 TagXe = Xy — (ao + 82X2) =

Pero, si se recuerda la ecuacién de estimacién:

X; = ap + asXo
O, més precisamente:
K12 =80 1 asxe

La anterior cadena de igualdades nos conduce a:

— Pl
=X1 7 X1z

El primer miembro de esta cadena de igualdades (que evita-
mos repetir a todo lo largo del desarrollo por economia tipogré-
fica) era d' — d;2". De lo cual resulta que:

N
d,' — diy' =% — X12

O sea, que las desviaciones de los valores observados de las
desviaciones con respecto a la media arbitraria de la primera serie
y los de las desviaciones de esa serie con respecto a esa media es-
timadas a partir de las desviaciones respecto a la media arbitraria
de los valores de la segunda serie, es igual a las desviaciones entre
los valores originarios observados y estimados de la primer va-
riable.
Si esto es asi, las medias cuadraticas de unas y otras desvia-
ciones seran iguales. Y como las medias caadréticas de este tipo
de desviaciones es lo que se ha designado como error de estimacién,

podemos afirmar que
€12 = €12
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O sea, que el error de estimacién no se altera, sea que se tra-
baje con los datos originarios, o sea que se trabaje con desviaciones
de los valores de cada serie con respecto a una media arbitraria co-
rrespondiente a cada serie (medias que, naturalmente no tienen
por qué ser iguales en ambas series).

¢Qué alteraciones sufren los indices de correlacién al utilizar
valores codificados en vez de valores originarios? Como es facil
prever, si se tiene en cuenta que el indice de correlacién no es sino
la lectura directa de lo que el error de estimacién mide en forma
inversa, si los errores de estimacién son iguales, sus complemen-
tos aritméticos (o sean los indices de correlacién) tendrin que ser
asimismo iguales:

'—_-
Iipg = I12

La conclusién anterior es valida tanto para los errores de es-
timacién dados en unidades originales como para los dados en uni-
dades sigmaticas y para los indices de correlacién consiguientemen-
te puesto que los errores sigmaticos proceden de los no sigmaticos
divididos entre las desviaciones cuadriticas medias de las series
correspondientes y, conforme se sabe (ver Técnicas Estadisticas)
la desviacién media cuadrética de una serie no se altera si a todos
los valores de la serie se les resta una constante (en este caso la
media arbitraria x,').
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CORRELACION CURVILINEA

Introduccién—Para hacer el estudio de la correlacién
curvilinea en sus términos més simples, conviene comenzar por es-
tablecer cuél es la diferencia conceptual bésica existente entre la
correlacién rectilinea por una parte, y la correlacién curvilinea,
por otra.

Hemos dicho que hay correlacién rectilinea entre dos fenéme-
nos A y B cuando a incrementos (o decrementos) constantes del
fenémeno A, corresponden aumentos (o disminuciones) constantes
del fenémeno B. Esta concepcion de la correlacién rectilinea sigue
siendo valida sea que a aumentos de A correspondan aumentos en el
valor de B, que a aumentos de A correspondan disminuciones del
valor de B o que ocurra lo contrario siempre y cuando siendo cons-
tantes los incrementos o decrementos de A sean asimismo constan-
tes los incrementos o los decrementos de B. Como es facil com-
prender, en casos muy singulares puede darse el que el incremen-
to de A iguale al incremento de B, pero, en general, no es preciso
que esto ocurra para que la correlacién sea rectilinea. Basta con
que a cada aumento a, constante, del fenémeno A, corresponda un
incremento (o decremento) b, asimismo constante, del fenémeno
B, para que la correlacién sea rectilinea. En otras palabras, sea
que el incremento de A se produzca en la zona de valores bajos
del fenémeno observado, sea que se produzca en la zona de valo-
res medios de ese mismo fenémeno, o sea qre se produzca en la
zona de valores altos, el incremento del fenémeno B, seré siempre
el mismo.

Nada de lo anterior ocurre en el caso de la correlacién cur-
vilinea entre los fenémenos C y D. En este caso, a incrementos (o


compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo


200 0SCAR URIBE VILLEGAS

decrementos) constantes del fenémeno C, corresponden incremen-
tos (o decrementos) variables del fenémeno D, e inversamente, los
incrementos (o decrementos) constantes del fenémeno D son pro-
ducidos por incrementos (o decrementos) variables del fenémeno
C. Esto quiere decir, en otros términos, que la variacién que se
produzca en D serd distinta —para una misma variacién de C—de
acuerdo con la zona en que se haya producido la variacién de C.
Asi, por ejemplo, en ciertas correlaciones curvilineas, los aumentos
de D pueden ser mayores en las zonas de valores bajos y en las de
valores altos de C, mientras son menores los incrementos de D cuan-
do las variaciones se producen en la zona de valores medios de C.
En otras correlaciones curvilineas puede ocurrir a la inversa; en
otras més, puede suceder que las variaciones de D sean mas consi-
derables en las zonas de valores bajos, en tanto que son menos con-
siderables en las zonas de valores altos de C, o que las cosas ocu-
rran a la inversa —en el caso de otros tipos de correlacién curvi-
linea—y esto aun cuando las variaciones de C hayan sido siempre
de la misma magnitud. En todos estos casos, sin embargo, se pos-
tula la posibilidad de descubrir una ley que ligue las variaciones
del fenémeno D con las variaciones del fenémeno C. Naturalmen-
te, dicha ley no tendrad forma rectilinea o se expresard como una
ecuacién de primer grado (en caso de tratarse de dos variables) y
no tendré en general forma o expresién que corresponda al siste-
ma rectilineo (en caso de més de dos variables), pero, con todo,
serd una expresién matemética que, a semejanza de las estudiadas
en el caso del sistema rectilineo, merece el nombre de “ecuacién
de estimacién”.,

Dificultades de tratamiento de la correlacién curvilinea cuando
se toma como punto de partida la regresién.—En caso de que qui-
siéramos seguir en Wn estrecho paralelismo el tratamiento que apli-
camos en nuestras primeras paginas al estudio de la correlacién
rectilinea, comenzariamos por registrar la ecuacién de regresién o
la ecuacién de estimacién de la correlacién curvilinea; o sea, aque-
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lla expresién matematica que nos permitiria calcular los valores de
la variable dependiente a partir de los de la independiente. Algu-
nas de las formas posibles de ecuaciones de estimacién (dentro de
su apariencia més sencilla), podrian ser:

X1 =a, + ajoXo”

X3 ==a9 + a;x°

X; == ao 1+ a;2 Log x

X2 == ao + a;2 Antilog x

Conocida la ecuacién de regresién, teéricamente, y en estrecho
paralelismo con lo que ya hemos hecho, se trataria, fundamental-
mente de:

1°—Calcular el error de estimacién de las x; obtenidas de la

ecuacién con respecto a las x; observadas.

2°—Calcular la desviacién cuadratica media de las x,.

3°—Comparar ambas medidas( mediante divisién) elevadas al

cuadrado y tomar el complemento aritmético del resulta-
do, para obtener el indice de correlacion.

Esta aparente facilidad, se enfrenta, en realidad, con, por lo
menos, dos 6rdenes de dificultades: unas, dificultades teéricas; otras,
dificultades practicas.

Dificultad teérica.—Si bien el primer paso fundamental no
parece susceptible de critica, el segundo si lo es, como veremos en

seguida.
Si, para que las referencias sean maés concretas, tomamos el

caso de:
2
X1=a + 212 X»
Obtener, en el caso, la desviacién media cuadritica de las- x,
es, desde luego, posible; pero, esa desviacién media cuadritica,
;puede ser la media cuadratica de las desviaciones con respecto a
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la media aritmética de las x,? O, dicho de otra manera, jes justi-
ficable que la piedra de toque del error de estimacién sea la media
cuadratica de los valores que se obtengan de restar de cada x; la
media aritmética de la x; (X;)? En el caso de la correlacién rec-
tilinea, la respuesta inmediata hubiera sido si; pero, en este caso,
es posible dudar de la conveniencia que puede tener el utilizar la
media aritmética. En efecto, las x; son cantidades cuadraticas. ;Se-
ra, por tanto, representativa de una distribucién cuadratica una me-
dia aritmética? En ninguna forma. Si las x; son cuadrados (o de-
penden de variaciones de cuadrados, como ocurre en el caso en que
dependen de las variaciones de x,”), el promedio més representati-
vo de la serie no serd una media aritmética (propia del sistema
rectilineo o apropiado para la representacién de distribuciones nor-
males), sino que tendré que ser un promedio del sistema cuadrati-
co: una media cuadrdtica directa o inversa. Una media cuadratica
directa se obtendria elevando al cuadrado las x; sumando los cua-
drados, dividiendo la suma entre el efectivo de la distribucién y
extrayendo la raiz cuadrada del cociente. Una media cuadratica
inversa o —mejor— “fraccionaria” se obtendria, extrayendo las rai-
ces cuadradas de las x,, sumando dichas raices, dividiendo la suma
entre el efectivo y elevando el cociente al cuadrado. Como se ve, este
célculo no tendria dificultad, pues se sujetaria a las férmulas:

- 2x12 %
xlq =f —_——
N
— le % 2
xl —a =
N

Férmulas en las cuales X .y X, _ o Tepresentan respectiva-

mente la media cuadrética directa y la media cuadratica inversa
de las x,.
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Pero, si no hay dificultad por esta parte, si existe una dificul-
tad mayor en cuanto se trata de calculo de las “desviaciones” de
cada x; con respecto a su media cuadrética directa o inversa. Por-
que no se trata simplemente de restar, como en el caso de las desvia-
ciones con respecto a la media aritmética puesto que, en el nivel
cuadritico en que hemos pasado a movernos, es indispensable rea-
lizar las operaciones que en tal nivel son analogas de las que se
realizan en el nivel lineal. Lo que era simple resta en el nivel li-
neal no es pura resta en el nivel cuadratico.

Para que se entienda mis facilmente lo que queremos decir,
cambiaremos de referencia. No tomaremos en este momento la
ecuacién cuadritica de estimacién x; = ay + a2 x,* sino que vere-
mos lo que se necesitaria hacer en caso de que se tratase de una
ecuacién logaritmica de estimacién: x; = a, + Log x,. En este ca-
so, se necesitaria obtener no una media aritmética como en la co-
rrelacién rectilinea, ni una media cuadrética como en la correla-
cién curvilinea a que nos acabamos de referir, sino una media del
sistema logaritmico (una media geométrica) directa o inversa (pre-
cisarlo no nos interesa por el momento). Calcular una media geo-
métrica no es dificil, pues se trata de tomar los logaritmos de los
datos, sumarlos, dividir la suma entre el efectivo y el cociente con-
siderarlo como un logaritmo (o sea, que finalmente hay que tomar
su antilogaritmo), de acuerdo con la férmula:

Pero, una vez obtenida esta media geométrica, el paso equi-
valente “al calculo de las desviaciones con respecto a la media arit-
mética” de la correlacién rectilinea, no es, en el caso de la corre-
lacién logaritmica un simple célculo de “desviaciones”, pues la
resta del nivel rectilineo, se convierte en divisién en el mivel loga-
ritmico. En tal virtud, lo que en el fondo se necesitaria calcular

serian “razones” y mo desviaciones.
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Para el caso de la correlacién cuadrética que dejamos hace un
momento, tampoco seria una resta pura y simple lo que se impon-
dria para calcular lo que —mediante una extensién de significa-
do— seguiremos llamando genéricamente desviaciones; sino que ha-
bria que realizar una operacién més complicada que equivaliera
en el nivel cuadratico con la resta del nivel lineal (esta operacién
probablemente tendria que ver con el desarrollo de las potencias de
binomio).

Como es facil apreciar, las dificultades teéricas que representa
el tratar de resolver el problema de la correlacién no lineal a par-
tir de la teorfa de la regresién no son insuperables. Sin embargo,
superarlas representa enfrentar dificultades practicas.

Dificultades précticas.—Si las dificultades practicas pueden
parecer insignificantes en el caso de las correlaciones logaritmicas
(en vista de que, en general se cuenta con un buen sistema de equi-
valencia de las operaciones entre nimero naturales y las operaciones
entre logaritmos, o entre las operaciones entre ciertos nimeros y
las operaciones entre sus antilogaritmos), dichas dificultades prac-
ticas crecen considerablemente en el caso de otras formas de corre-
lacién curvilinea como las ya indicadas de la correlacién cuadrati-
ca (o, en general, como en el caso de las series potenciales), puesto
que los pasos que hemos indicado, ya de por si complicados y con-
fusos en una primera aproximacién crecen en complicacién en cuan-
to hay que considerar que no sélo hay que calcular el equivalente
de las “desviaciones” de la correlacién rectilinea, sino que, ulte-
riormente, hay que promediarlas para obtener el equivalente de la
“desviacién cuadratica media”. Y esto implica realizar operaciones
parecidas a las sumas del nivel rectilineo, a hacer operaciones ana-
logas, pero no idéniicas a las divisiones de dicho nivel y, en for-
ma extrema, impone realizar operaciones que son al nivel cuadra-
tico lo que las radicaciones son al nivel lineal.

Como es facil comprender, a mis de necesitarse, como cosa
previa, el establecimiento de las equivalencias operacionales entre
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los diversos niveles lineales, cuadraticos, clibicos, cuadratico-cibicos,
logaritmicos, antilogaritmicos, etc., se requeriria de la realizacién
de una serie de operaciones que, en la mayoria de los casos re-
sultaria demasiado bromosas para la cantidad de informacién que
podrian proporcionar. Esos resultados, por otra parte, parece fac-
tible obtenerlos con menor gasto de energia y de tiempo y sin sa-
crificio del rigor cientifico, ya sea recurriendo a las soluciones tra-
dicionales o ya sea tratando de disefiar otras nuevas (en caso de que
estas pudieran resultar menos empiricas).
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SOLUCION TRADICIONAL DE LAS DIFICULTADES
IMPLICITAS EN LA CORRELACION
CURVILINEA

LA RAZON DE CORRELACION

Para resolver los problemas que plantea la correlacién cur-
vilinea se recurre tradicionalmente a la “razén de correlacién”,
medida aniloga, pero que no hay que confundir con el “indice de
correlacién”. Dicha solucién, si bien se mantiene en buena parte
dentro de las lineas generales de la teoria de la correlacién en ge-
neral, en cierto modo se aparta de ellas y de la vecindad de los prin-
cipios se aproxima a una cierta vecindad con respecto a los proce-
dimientos mas empiricos.

A fin de tratar de encontrar los vinculos que unen a la razén
de correlacién con el indice de correlacién, subsumiendo a ambos
en una misma teoria, volveremos a tomar el caso de la correlacién
rectilinea y trataremos de resolver el problema correspondiente
a lo largo de lineas que puedan conducirnos a una forma de solu-
cién valida asimismo en el caso de la correlacién curvilinea (y que,
por otra parte, no se enfrente a las dificultades encontradas en el
estudio hecho con base en la regresién).

El indice de correlacion obtenido mediante la formacién de
arreglos en un cuadro de doble entrada.—Tomaremos como punto
de partida, una distribucién bivariada tal y como la misma aparece
consignada en un cuadro de doble entrada. Llamaremos genérica-
mente x,.a la primer variable (que serd la que consideraremos co-
mo dependiente) y x,.a la segunda variable (a la que, en forma
correspondiente, consideraremos como variable independiente). Los
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valores que pueda tomar x servirin de encabezados a las colum-
nas del cuadro, de modo que x,, representara el valor especifico de
x,, correspondiente a la primer columna, x; el valor especifico de x;;
para la segunda columna, x _ el valor especifico de x; para la ené-
sima columna. Los valores que pueda tomar x,, servirén de rubros
para las filas del cuadro, de modo que x,; serd el valor especifico
de la x, de la primera hilera, x;; el de la segunda, x,, el de la
enésima fila. Dentro del cuadro de doble entrada, figuraran en las
diversas casillas las “frecuencias conjuntas” que quedaran identifi-
cadas por la literal f, especificada mediante subindices; asi, f,, sera
la frecuencia de la primera columna y la primera fila; f;, la fre-
cuencia de la primera columna y la segunda fila; f,, la frecuencia
de la segunda columna y la primera fila; f_ la frecuencia de la
columna s y de la fila t.

De acuerdo con esta simbologia, ;qué es un arreglo? Un arre-
glo es la distribucién univariada ( y no ya bivariada) que se ob-
tiene asociando los distintos valores de una de las variables de la
distribucién con las frecuencias correspondientes a un solo valor
especifico de la otra variable. O sea que, de acuerdo con la sim-
bélica anterior, un primer arreglo estar constituido por todas las x |,
asociadas a las correspondientes f  contenidas en la hilera de la

X21. Es decir, el arreglo estard constituido por la siguiente distri-
bucién univariada:

xll fcl
X £,
X2 £,
£l X3 £y
xln nl

Un segundo arreglo estara constituido por todas las x,, asocia-
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das a las frecuencias f_, contenidos en la hilera de la xz;. Es decir,
el arreglo estara formado por la siguiente distribucién univariada:

xll fcz
X1 £
X 22
X3 33
xln f n2

En general, el emésimo arreglo estaré constituido por todas las
x,, asociadas a las frecuencias {  contenidas en la hilera de la x ,
Es decir, el arreglo estard formado por la distribucién univariada:

X

i cm
xll flm
xlz fzm

13 f 3m
xln f nm

Los arreglos también pueden formarse no sélo a lo largo, sino
a lo ancho de la distribucién. La serie de arreglos resultante, sera
distinta, pero se tratara siempre de la asociacién de los distintos va-
lores de una variable con la frecuencias correspondientes a un valor
especifico de la otra variable. ~

Asi, por ejemplo, en el caso, el primer arreglo estaré con§titui-
do por todas las x,; asociadas con las frecuencias correspondientes

ala X,,» O sean las £ :
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S T . fm :
X9 £,
Xs9 flz '
Xy3 ' £,
Xon £

El arreglo de orden p estara constituido por todas las x,; co-
rrespondientes a la x;,

f

2j ph
x21 fpl
Xos p2
xzs p3
xzn f pn

Idea central del cdlculo del indice de correlacién.—En pagi-
nas anteriores hemos sefialado que, en forma central, el calculo del
indice de correlacién respondia a la idea de comparar entre si:

1.—La bondad de las estimaciones de las valores de una serie
cuando las mismas se hacian a partir de una fuente interna
(la media aritmética de la serie, generalmente) y

2.—La bondad de las estimaciones de los valores de esa misma
serie cuando las mismas se hacian a partir de una fuente
exterior (la ecuacién de regresién con respecto a otra va-

riable).

En efecto, la correlacién sirve, fundamentalmente a una tarea
inferencial. Se trata de determinar los valores de un fenémeno des-
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conocido o cuyo conocimiento resulta dificil en un momento dado, al
través del conocimiento que se tiene de los valores de un fenémeno
cuya asociacién con el desconocido se concce, gracias al conocimien-
to de las variaciones concomitantes de ambos fenémenos, que se
han observado anteriormente. Si siempre pudiésemos conocer un
fenémeno A por si mismo, estudidndolo en forma directa, el estudio
de la correlacién resultaria superfluo. Como esto no es asi, el estu-
dio de la correlacién nos permite el que conozcamos en forma indi-
recta (y dentro de ciertos mérgenes de error conocidos) el fené-
meno de dificil observacién al través de otro asociado con él y que

es de facil observacién o registro.
Sea como fuere, para los fines estrictamente estadisticos, im-

porta saber que la idea central del célculo del indice de correlacién
es una comparacién entre la bondad de las estimaciones obtenidas a
partir de una fuente interna y de las obtenidas de una fuente exte-
rior. Conforme més se aproximan las estimaciones obtenidas de una
fuente exterior a las obtenidas a partir de una fuente interna, la co-
rrelacién serd mayor: las estimaciones serdn mejores.

Aplicacién de la idea Central de la correlacién al disefio del
indice de correlacién mediante arreglos.—Si tomamos como brijula
la idea anteriormente expresada, el disefio del procedimiento de
calculo del indice de correlacién tiene que girar en torno del pro-

blema de:

1.—Calcular la bondad de la estimacién de la variable x; a
partir de su media e independientemente de la distribu-

cién de frecuencias de la variable x,.

2.—Calcular la bondad de la estimacién de la variable x, cuan-
do la misma depende de la distribucién de frecuencias de

la variable x..

La primera parte del problema es la méas sencilla. Se trata
de construir una distribucién univariada de las x, que no dependa
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de las x, y que, ademds, contenga toda la informacién que puede
proporcionar la distribucién bivariada en su totalidad. Si se tra-
tara simplemente de llenar la primera condicién, bastaria con to-
mar cualquiera de los arreglos correspondientes a una de las x,
para satisfacer dicha condicién. Pero, como, ademas, es indispen-
sable que contenga la informacién que proporciona no una de las
columnas de cuadro de doble entrada, sino todas sus columnas, la
solucién tiene que ser otra. En efecto, si se suman al final de cada
hilera todas las frecuencias contenidas en ella y dichas frecuencias
se asocian con el valor de la x,; que sirve de rubro a la hilera, se
tendra una distribucién univariada que muestra las variaciones de
x, independientemente de x;. En forma parecida (y es esta altima
solucién la que nos interesa), si se suman al pie de cada columna
todas las frecuencias contenidas en la columna y se asocian con
las x, correspondientes, se tendréd una distribucién univariada de
frecuencias, que mostrara las variaciones de x, independientemente
de las variaciones de x;. La distribucién univariada siguiente (que
hemos entresacado del cuadro de doble entrada para mayor clari-
dad) resuelve esta primera parte del problema.

Distribucién univariada de las x . Independiente
de la distribucién de las x,; y sus variaciones.

Xy Efm
xll Ef 1h
X, >f om
Xy >f o
xln zfn‘h

Esta distribucién univariada de la variable dependiente (o de
la variable que hemos de considerar como ‘“dependiente” dentro
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de la correlacién, pero que es independiente de cualquier otra for-
ma de variacién dentro de esta distribucién univariada) permitira
estimar la variabilidad interna de la variable x;. Como el més sen-
cillo de los medios de medir dicha variabilidad es el célculo de la
desviacién cuadritica media con respecto a la media aritmética de
la serie, sera precisamente esta medida la que servird de piedra
de toque o elemento de comparacién para la correlacién.

La segunda parte del problema trata de evaluar la bondad de
las estimaciones de la misma variable x; cuando las mismas se ha-
cen considerando las variaciones que se producen en la otra varia-
ble. Para esta evaluacién, se necesita que existan: '

1.—Variaciones de x;.
2.—Variaciones de x,.

Pero, ademis, se necesita, como condicién adicional, que
3.—Dichas variaciones sean ficilmente comparables,

Dentro del cuadro de doble entrada pueden observarse las
variaciones en las x; y en las x,, pero dichas variaciones no son
ficiles de establecer en virtud de la bi-dimensionalidad. De ahi
que se recurra al procedimiento de determinar dentro de cada arre-
glo las desviaciones de todos los valores del arreglo con relacién
al promedio de dicho arreglo (pues en esta forma se determina la
variabilidad de una de las variables). Debe observarse que los pro-
medios con respecto a los cuales se determina la variabilidad dentro
de cada arreglo, difieren de un arreglo a otro, o sea, entre arreglos
(con lo cual se tiene como referencia la variablidad de la otra va-
raible). Obtenidas las diversas desviaciones posibles, una prome-
diacién de las mismas que produzcan una medida anéloga a la des-
viacién media cuadritica, permitird obtener el error de estima-
cién que hemos de comparar con la desviacién cuadritica media

de la primera variable.


compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo


214 0SCAR URIBE VILLEGAS

Férmula para el cdlculo de la razén de correlacién.—Como en
las consideraciones anteriores NO hemos introducido ninguna con-
sideracién de rectilinealidad, podemos considerar que la medida
que obtengamos a partir de las mismas mide la correlacién entre
las variables, sea que entre éstas exista una vinculacién rectilinea
o sea que la relacién que entre ellas exista no sea rectilinea. Es
decir, que nos encontraremos frente a una medida genérica de la
correlacién que designaremos como “razén de correlacién”. De
acuerdo con las consideraciones previas, tendremos que:

La razén de correlacién es una medida que compara, funda-
mentalmente, la desviacién media cuadratica de los valores de una
serie en relacién con la serie de las medias de los arreglos a que
pertenecen y la desviacién de los valores de dicha serie con res-
pecto a la media# de la serie univariada constituida por la va-
riable dependiente y las frecuencias obtenidas de sumar todas las
frecuencias de los arreglos perpendiculares a los considerados pre-
viamente,

Esta comparacién se obtiene dividiendo el cuadrado de la pri-
mera de las desviaciones medias cuadraticas mencionadas (que cum-
ple la funcién de “error de estimacién” sélo que, en este caso no
puede decirse que lo sea ‘“‘con respecto a una linea de regresién”
propiamente hablando), entre el cuadrado de la segunda de dichas
desviaciones medias.

Para traducir la medida obtenida de un lenguaje negativo (en
cuanto es, auténticamente, “medida de falta de correlacién”) a un
lenguaje positivo, se toma el complemento aritmético de la misma,
restando el cociente de la unidad.

Finalmente, para reducir las unidades obtenidas del sistema
cuadratico al que pertenecen (en cuanto se obtuvieron de un co-
ciente de cuadrados) al sistema lineal, se extrae el cuadrado de
dicho complemento. En estas condiciones:
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Desviacién media cuadra- ® ) %
< tica de los valores de cada>
arreglo con respecto a la
media del arreglo
Razén de correlacion =1 —J -
Desviacién media cuadra- 2
<tica variable dependiente>
con respecto a la media
[ general B

~

Criterios para la representacién simbélica de los cdlculos de
la razén de correlacién.—Hasta ahora hemos venido considerando,
y en lo sucesivo consideraremos principalmente el caso de una dis-
tribucién bivariada o sea, por lo mismo, de una distribucién en la
que intervienen dos variables, a mas de las frecuencias. A fin de
que la simbologia sea convencional —como toda simbologia—, pe-
ro tan consistente internamente como sea posible, deben tenerse en

consideracién los siguientes criterios:

1.—Las variables se distinguen entre si por los subindices que,

en este caso conviene que sean dobles.
A.—A la primer variable le corresponden subindices en los
que las cifras significativas figuran en la posicién de las

unidades.
B.—A la segunda variable le corresponden subindices en los
que las cifras significativas figuran en el sitio de las de-

cenas.

2.—Los diversos valores de una misma variable se distinguen
entre si por el valor de las cifras significativas que se encuentran
en el subindice en el sitio caracteristico de la variable correspon-
diente. Asi, por ejemplo:
A.—Si las unidades del subindice son n esto significa que se
 se trata del enésimo valor de la primer variable.
B.—Si las decenas del subindice son m, esto significa que se
trata de emésimo valor de la segunda variable,

’
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3.—Las frecuencias conjuntas se diferencian por un subindice
doble, en el cual

A.—Las unidades del subindice representan el orden de la co-
lumna, : _

B.—Las decenas del subindice representan el orden de la hi-
lera a que corresponde una frecuencia dada. Asi, por
ejemplo, f,; representa la frecuencia de la primera co-
lumna y la tercera fila; f;; la frecuencia de la tercera
columna y la primera fila.

4.—Los arreglos se designan por la asociacién de dos valores:
1°—J.0s valores de la variable,
2°—Los valores de las frecuencias.
En los arreglos de la primer variable, los subindices de
la variable son unidades (x,, indicando ¢ la columna de
la que se trata). En los arreglos de la segunda variable,
los subindices son decenas (x,, indicando h la hilera de
la que se trata).

5.—Para saber el orden del arreglo:

A.—Si el arreglo es de la primer variable, véase cuéles son las
decenas del subindice de f. (x,,f ) representa el enési-
mo arreglo de la primera variable.

B.—Si el arreglo es de la segunda variable, véase cuéles son
las unidades del subindice de f. (x,,f, ) representa el
emésimo arreglo de la segunda variable).

6.—Las medias de los arreglos de la primer variable tienen
subindices con cifras significativas en el sitio de las unidades (X1,
Xo2 son las medias del primero y del segundo arreglos de la primer
variable). Las medias de los arreglos de la segunda variable tienen
subindices con cifras significativas en el sitio de las decenas (X0
X20 son las medias del primero y del segundo arreglos de la se-
gunda variable).
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7.—A fin de diferenciar dichas desviaciones, representare-
mos: : ‘
A.—con des mintisculas las desviaciones de los valores de la

primer variable con respecto a las medias de los arreglos

de dichas valores
B.—con Des maytisculas las desviaciones de los valores de la
" segunda variable con respecto a las medias de los co-

rrespondientes arreglos.

8.—Las desviaciones antes mencionadas tienen subindices do-
bles: ' '
A.—Las decenas del subindice indican el erden-de la varia-
ble que figura como minuendo. o
B.—Las unidades del subindice, el orden del arreglo cuya
media sirve de substraendo.

9.—Las desviaciones medias cuadraticas (sigmas miniisculas)

se diferencian como sigue:

Si el subindice es 12 esto indica que se trata de la des-
viacién media cuadratica de todos los valores de la primer
variable con respecto a los arreglos de esa misma variable
para valores constantes de la segunda variable.

Si el subindice es 21, esto indica que se trata de la des-
viacién cuadrética media de la segunda variable (obtenida por
resta que de cada uno de sus valores se haga de la media de
los arreglos de dicha segunda variable).

Si el subindice es Oa se trata de la desviacién cuadré-
tica media de las medias de los arreglos con respecto a la me-
dia aritmética de toda la distribucién, en caso de tratarse de
los arreglos de la primer variable.

Si el subindice es a0 se trata de la desviacién cuadratica
media de las medias de los arreglos de la =egunda variable

con respecto a la media aritmética de toda la serie,
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Estos dos tltimos valores no son inmediatamente itiles para
simbolizar lo que ya hemos dicho; en cambio son indispensables
para una ulterior simplificacién, tanto de la representacién simbé-
lica como del calculo de la razén de correlacién.

Ejemplificacién simbolégica—En lo que sigue, se da la tra-
duccién en simbolos de lo que previamente se expresa en palabras,
de acuerdo con los criterios anteriores.

Primera variable x o Subindices unidades.

Segunda variable x, Subindices decenas.
Primer valor de la primera variable Xo1
Segundo valor de la primera variable Xoz
Enésimo valor de la primera variable  x

Primer valor de la segunda variable X20

Enésimo valor de la segunda variable — x

Primer arreglo de la primera variable (Xper £10)

x, . f

01 11
x02 flz

x., f

03 13

x f

on “In

Enésimo arreglo de la primera varia-

Ble Zoor £0)

Primer arreglo de la segunda variable (%00 £11)
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Media del primer arreglo de la primera variable (media de
Xoer flc)'

Media del emésimo arreglo de la segunda variable (media de

xho’ fhm) g

3x f

h0 " hm

I
i

‘'m0

2f

hm

Desviaciones de la primer variable respecto a las media de los
arreglos de esa variable:
d;; = Xo1 — Xn1 doy =Xp2 —Xor  d31 =Xo3 — X1
ds2 = Xos — Xo2
dss == Xo3 — Xo3
Desviaciones de la segunda variable respecto a las medias de
los arreglos de esa variable:
Dy == x10 —X10 D1z =10 — Xg0 D3 =130 — Xs0
’ Dys ==Xz — X0

D33 = x30 — Xs30

Desviaciones medias cuadraticas:

0,, — desviacién media cuadritica obtenida a partir de

las d

g, — desviacién media cuadratica obtenida a partir de

las D

Férmulas de las razones de correlacién de una distribucién
bivariada.—De acuerdo con la simbologia anterior, la f6rmula que
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consignamos en palabras en paginas. anteriores como equivalente
de la razén de correlacién, puede escribirse:

n _41 012’
12— -
0'12

2

012
oy =1 — 2
052

Como puede verse, hemos consignado dos férmulas para sen-
das razones de correlacién de una sola distribucién bivariada. En
determinados casos, las dos razones pueden confundirse, segiin ve-
remos més adelante, pero, por regla general, son diferentes entre

si. ‘
Procedimiento de cdlculo de la razén de correlacién (procedi-
miento largo) —Para calcular la razén de corelacién entre dos va-

riables, puede seguirse el procedimiento que esquematizamos en las
lineas subsecuentes:

- I.—Calctilese la desviacién media cuadratica de los valores
de la variable que se considerara como ‘dependiente” con
respecto a las medias de los arreglos de dicha variable co-

. _rrespondientes a cada uno de los diferentes valores de la
variable que se ha de considerar “independiente”. Para
ello:

1.—Consignense los datos de la serie bivariada de fre-
cuencias en un cuadro de doble entrada,
A.—cuyos -encabezados columnares seran los

valores de una de las variables, Xy
B.—cuyos rubros filares seran los valores de

la otra variable, y , ' X,
C.—en cuyas casillas figurardn las frecuen-

cias conjuntas f

1j
.Todo lo anterior indicara:
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el niimero de casos en que un valor de la
primer variable (dado por el encabezado
de la columna a la que corresponda la ca-
silla) )
estd asociado con un valor determi-
nado de la segunda variable (especifi-
cado por el rubro de la fila a que dicha
casilla corresponde)

2.—Obténganse las medias de los arreglos de la varia-
ble que se haya de considerar como dependiente.

Para esto.
1°—Abranse tantas columnas a continuacién de las

del cuadro original como sean las columnas que
figuren en éste. En caso de tomarse como in-
dependiente la variable que consideramos de-
pendiente, sera necesario trazar tantas hileras co-
mo hileras figuren en el cuadro original.

2°—Consignense en esas columnas los productos ob-

tenidos de multiplicar el valor de la variable
que figura como rubro de la hilera por la fre-
cuencia conjunta que figura en la casilla corres-
pondiente del cuadro original. En caso de ha-
berse tomado la otra variable como dependien-
te, se tratari de consignar en las hileras recién
abiertas los productos obtenidos de multiplicar
el valor del encabezado de la columna por la
frecuencia conjunta de la casilla que correspon-
da a la que se utiliza, dentro del cuadro origi-

nal.

3°—Samense al pie de las columnas los productos

obtenidos. En caso de haberse tomado la otra
variable como dependiente, se sumarin al extre-
mo de las hileras los productos obtenidos.
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~4°—Stmense al pie de las columnas, en el cuadro
original, las frecuencias conjuntas. En caso de
tratarse de la otra variable, simense al extremo
de las filas (en ese mismo cuadro original) esas
frecuencias conjuntas. De este modo se obtie-
nen los efectivos de cada arreglo (vertical en un
caso, horizontal en el otro.)

5*—Dividase la suma de cada columna del cuadro
duplicado entre la suma de la columna corres-
pondiente del cuadro original. En caso de tra-
tarse de la otra variable considerada como de-
pendiente, dividase la suma de cada hilera del
cuadro duplicado entre la suma de la hilera co-
rrespondiente del cuadro original. De este mo-
do se obtiene las medias de cada arreglo (verti-
cal en un caso, horizontal en otro).

3.—Abranse tantas columnas o tantas hileras (segiin sea
la variable que se esté considerando como dependien-
te) como columnas o hileras figuren en el cuadro ori-
ginal. De cada rubro de cada hilera, réstense todas
y cada una de las medias de los arreglos y consignense
las desviaciones a lo largo de la hilera, a modo de que
cada desviacién se encuentre en la hilera cuyo rubro
es el minuendo del que se obtuvo, y en la columna
cuyo encabezado sea la media del arreglo que sirvi6
de substraendo para obtenerla. En caso de haberse
tomado como dependiente la otra variable, habra ne-
cesidad de abrir tantas filas como las del cuadro ori-
ginal, restar de cada encabezado columnar, todas y
cada una de las medias de los arreglos correspondien-
tes, consignando las desviaciones en forma parecida a
como se hizo en el caso anterior, en las casillas co-
rrespondientes del triplicado del cuadro. Lo que se
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ha consignado son desviaciones con respecto a las me-
dias de los arreglos.

4.—Abranse tantas columnas o hileras como haya en el

cuadro original para consignar en esta cuadriplicacién

. del cuadro original, en las casillas correspondientes,

el cuadrado de cada una de las desviaciones recién con-
signadas en el triplicado del cuadro.

5.—Abranse tantas columnas o hileras como en el cuadro
original para consignar en las casillas correspondien-
tes. el producto que se obtiene de multiplicar cada cua-
drado de la desviacién por la frecuencia conjunta que
figura en la casilla correspondiente del cuadro ori-
ginal. En la préctica, para evitar confusiones, se pue-
de consignar el cuadro original en papel opaco y so-
breponer el cuadriplicado en papel transparente a fin
de encontrar la correspondencia correcta de cuadra-
dos de desviaciones y frecuencias conjuntas.

6.—Al pie de cada una de las columnas (o al extremo de
cada una de las hileras) del quintuplicado del cuadro,
deberan obtenerse las sumas, Al extremo de la hilera
de sumas (o al pie de la columna de sumas, en el otro
caso) se formara una gran suma. Al dividir esta su-
ma entre la suma de todas las frecuencias conjuntas
del cuadro original, se obtiene la desviacién cuadra-
tica media con respecto a las medias de los arreglos,
al cuadrado.

II.—Calciilese la desviacién media cuadritica de los valores
de la variable que se ha considerado como ‘“dependiente”
con respecto a las media aritmética general. Para ello:

1.—Témese como punto de partida el cuadro de doble
entrada originario.
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2—Stmense al extremo de cada hilera las frecuencias
conjuntas. En caso de haberse tomado la otra varia-
ble como dependiente, deberan sumarse al pie de ca-
da columna dichas frecuencias conjuntas.

3.—Abrase una columna para contener los productos de
los rubros de cada hilera por las frecuencias recién
encontradas. En caso de tomar la otra variable como
- dependiente, deber4d de abrirse una nueva hilera para
contener los productos de los encabezados de cada co-
lumna por las frecuencias recién encontradas al pie
de las columnas.
4.—Stmense al pie de la columna dichos productos (o
al extremo de la hilera en el otro caso).

5.—Stmense al pie de la columna correspondiente las fre-

 cuencias recién encontradas (o al extremo de la hi-
lera, las otras frecuencias recién encontradas). La
suma final es el efectivo de la distribucién.

6.—Dividase la suma obtenida en 4 entre la obtenida en
5 para obtener la media aritmética de la serie.

7.—Réstese de cada uno de los rubros (en un caso) o de
cada uno de los encabezados (en el otro), la media
aritmética obtenida, para obtener a su vez desviacio-
nes con respecto a la media, que se consignarin en
una columna (en el primer caso), o en una nueva fi-
la (en el segundo caso). "

9.—Multipliquense esos cuadrados por las frecuencias ob-
tenidas en 2.

10.—Stimense los productos asi obtenidos.

11.—Dividase la suma de dichos productos entre el efec-
tivo de la distribucién.

' 12.—Extraigase la raiz cuadrada del cociente.
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El resultado es la desviacién media cuadratica
de la variable considerada como dependiente, con res-
pecto a su media.

II1.—Obténgase la razén de correlacién a partir de las medidas
calculadas en I y II.
1.—Dividiendo el resultado obtenido en I-6 entre el re-

sultado obtenido en II-11 (resultado previo a la ex-
traccién de la raiz cuadrada).

2.—Restando da la unidad el cociente, y
3.—Extrayendo la raiz cuadrada de la resta.
El resultado, o sea la razén de correlacién indica el grado de
asociacién entre las dos variables, o el grado en que no se comete

un error al predecir un valor determinado de la variable dependien-
te cuando se conoce un valor dado de la independiente.
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1.—Datos en Cuadro de Doble Entrada.

EJEMPLO DE CALCULO DE LA RAZON DE CORRELACION

2.—Medias de los Arreglos de x,,

X
X0 012 3 4 5 6 7 8 9 2 3 4 5 6 7 8 9
0 6 6 3 20 13 7 0 60 o 0 0 0
1 9 8 16 16 9 9 9 8 16 16 9 9
2 5 5 12 8 24 9 10 10 24 16 48 18
3 2 4 8 15 12 6 12 24 45 36
4 1 10 17 26 4 40 69 104
5 2 2 22 5 10 10 110 25
6 19 7 114 42
7 8 6 56 42
8 6 48
9 14 126
10 12 120 _
11 10 8 110 88
12 8 16 9% 192
13 18 234
14 12 168
15 10 150
sumas 20 21 36 64 80 112 63 64 19 24 56 106 180 447 609 832
095 1.14 156 1.66 2.25 4 9 13

MEDIAS
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De acuerdo con los calculos anteriores:

Desviaciéon media cuadratica con respec-
to a las medias de los arreglos de la
segunda variable, Elevada al cuadrado 05, = 24996

Desviacién media cuadratica de la segun-
da variable con respecto a la media ge-

neral. Elevada al cuadrado o> =19
. 24996
Razén de correlacion de 2 en 1: Nor =N1— BETER = 0.932

Simplificacion de la férmula y del procedimiento de célculo
de la razén de correlacion.—De acuerdo con lo que hemos asen-
tado anteriormente, la razén de correlacién es el complemento arit-
mético del cociente de los cuadrados de las desviaciones medias
cuadriticas de los valores de la variable dependiente con respecto
a las medias de los arreglos y con respecto a la media general, so-

metido a radicacién. O sea que:
2
7 _\j 1 012
12 = — ——
o

Si ejecutamos operaciones dentro del radical, tendremos:

) 2
1 _V(H — 012
e ™ V————

o

En el numerador tenemos una diferencia entre dos medidas
de variabilidad: Una medida de la variabilidad del conjunto con
respecto a la media del conjunto, y una medida de la variabilidad
del conjunto con respecto a las medias de los arreglos de dicho con-
junto. La diferencia entre ambas medidas, jqué representa?

En términos generales, puede establecerse que:


compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo


232 ' 6SCAR URIBE VILLEGAS

La variacién entre

ENTRE del 1 arreglos
La variacién total v e fos arr;a glos Y
DENTRO €s igual a La variacién dentro de
ellos

O sea, que puede establecerse que:
2 & 2
41 L + 012

Si pasamos 05", que figura con signo mas en el segundo miem-
bro, al primer miembro, con signo menos, obtendremos:

2 e__ 2
0y — 012 = 0,

Al sustituir este valor en la expresién de la razén de corre-
lacién, obtenemos:

2
B J Uao ooa
1 2 f—y i
n o

L]

En forma parecida, puede establecerse que:

oao

o,

Procedimiento corto del cdlculo de la razén de correlacién.—
Las deducciones anteriores son muy importantes, ya que, gracias
a ellas se simplifican muy considerablemente los cilculos necesa-
rios para la determinacién del valor que tiene la razén de corre-
lacién de una serie bivariada de frecuencias.

En efecto, de acuerdo con las férmulas anteriores, la razén de
correlacién comienza haciendo honor a su nombre, en cuanto es
un verdadero cociente o razén entre dos medidas de variabilidad
absoluta: la variabilidad de los arreglos con respecto a la media
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aritmética general del conjunto, y la variabilidad de los valores
no arreglados, con respecto a esa misma media aritmética general.
De acuerdo con ello, el procedimiento de calculo comsistira:

I.—En calcular la desviacién cuadritica media de las me-
dias de los arreglos. Para ello sera neecsario:

1.—Consignar los datos en un cuadro de doble entrada
como el empleado en el procedimiento largo.

2.—Calcular las medias de los arreglos mediante una
duplicacién de dicho cuadro de doble entrada y con-
signacién en sus casillas de los productos de cada
rubro inicial de hilera por todas y cada una de las
frecuencias contenidas en las casillas de la hilera
(o, en su caso, de los productos de cada encabezado
de columna por todas y cada una de las frecuencias
contenidas en las casillas de la columna) con suma
subsecuente (al pie o al extremo) de dichos produc-
tos, y divisién de cada suma entre la suma de las
frecuencias de la columna o de la hilera correspon-
dientes (del cuadro originario).

3.—Calcular la media aritmética del conjunto, para lo’
cual se sumarén al extremo de las hileras (o al pie
de las columnas) todas las frecuencias de una mis-
ma hilera (o de una misma columna); se multipli-
cardn dichas frecuencias por los rubros (o encabe-
zados) de las hileras (o columnas); se sumarin al
pie (o al extremo) dichos productos, y se dividird
dicha suma entre la suma de las frecuencias.

4.—Restar de cada media de los arreglos (consignada al
pie de la columna correspondiente, o al extremo de
la hilera respectiva en el duplicado del cuadro) la
media aritmética general. Asi se obtendri una se-
rie de desviaciones de los arreglos respecto de la
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media general (que figurardn en una hilera en un
caso, en una columna en otro). '

5.—Elevar al cuadrado cada una de las desviaciones asi
obtenidas (consignando los cuadrados en otra hile-
ra o en otra columna).

6.—Multiplicar cada cuadrado por la frecuencia que fi-
gura al pie de la columna (o de la hilera) corres-
pondiente, en el cuadro originario,

7.—Sumar todos esos productos al extremo de la hilera
(o al pie de la columna).

8.—Dividir la suma entre el efectivo de la distribucién
(o suma de.todas las frecuencias).

9.—Extraer la raiz cuadrada del cociente, para obtener
la desviacién cuadritica media de las medias de los
arreglos con respecto a la media general.

II.—Calcular la desviacién cuadritica media de la variable
considerada como dependiente, de acuerdo con el mis-
mo procedimiento que se siguié en la_segunda parte del
procedimiento largo, hasta obtener la raiz cuadrada.

HI.—Dividir el resultado obtenido en la primera parte del
procedimiento entre el resultado obtenido en la segun-

da parte de este mismo procedimiento. El cociente es
la razén de correlacién.
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suma 7676.30
entre efectivo (465) 16.5081

7676.30

raiz cuadrada 4.06

Desviaciéon media cuadritica de las me-
dias de los arreglos respecto a la general.
4.36

Desviacion media cuadritica de las x,,
respecto a su media (para calculo, véase
el ejemplar anterior)

4.06

=0.931
4.36

No1 =
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SUGESTION PARA RESOLVER EL PROBLEMA DE LA CO-
RRELACION CURVILINEA MEDIANTE LA REDUCCION
DEL MISMO A UN PROBLEMA DE CORRELACION
RECTILINEA

Para principiar con el caso mis sencillo, supongamos que se
tienen dos variables x;, x, y que dichas variables se encuentran re-
lacionadas al través de la expresién:

— 2
X; = a12 X2

En tal caso, como ya hemos sefialado, el establecimiento de
un indice de correlacién al través de la comparacién de las varian-
cias (o los cuadrados de los errores de estimacién a partir de la
regresién y a partir de la media de la variable) se dificulta en vista
de la forma de distribucién de la variable dependiente. En cambio,
es factible recurrir a una transformacién en las variables. Si se ex-
trae la raiz cuadrada de ambos miembros, se obtiene:

3 3

X1 = a2 X

Si designamos la raiz cuadrada de x, por su mayiscula X, y
la raiz cuadrada de a;; por la maytiscula A;s, tendremos:

Xi=Apx.

O sea, que entre la nueva variable X, y la variable x, existe
una relacién rectilinea. Por lo mismo, es factible encontrar el in-
dice de correlacién rectilinea entre X, y x, y medir, al través del
mismo, en forma indirecta, la correlacién entre x, y x,.
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En forma semejante, se puede proceder en cuanto se trate de
una relacion logaritmica, pues la transformacién se lograra facil-
mente tomando el antilogaritmo de la variable correspondiente y
correlacionando de acuerdo con los procedimientos de la correla-
cién rectilinea la nueva variable resultante.

En general, para proceder a la trasformacién de las varia-
bles correspondientes puede hacerse la interpolacién de la curva
correspondiente, sustituyendo la antigua variable por la variable
independiente de la curva interpolada, la cual pasari a ser varia-
ble dependiente que correlacionar con la otra variable antigua.
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INVESTIGACION EXPERIMENTAL SOBRE LA
CORRELACION ENTRE SERIES
CURVILINEAS

En el intento que se haga para correlacionar dos series esta-
disticas, pueden darse, por lo menos, los siguientes casos:

1.—Correlacién entre dos series que son, ambas, del sistema
rectilineo.

2.—Correlacién entre una serie rectilinea y una serie de cual-
quier sistema no-rectilineo (curvilineo).

3.—Correlacién entre dos series curvilineas:
a.—pertenecientes al mismo sistema.
b.—pertenecientes a diferentes sistemas,

Correlacién entre dos series del sistema rectilineo.—Este caso
ha sido tratado (con la amplitud asequible dentro de una presen-
tacién tan elemental como lo nuestra) en las paginas anteriores, por

lo cual no insistiremos en él.
Correlacién entre una serie rectilinea y una serie de un siste-

ma no-rectilineo—Tomaremos el caso de una primera serie inter-
polable por una recta y que deseemos correlacionar con una segunda
serie interpolable por una curva exponencial.

Si representamos:

1.—Los valores de la primera serie, por x;,

2.—1,0s valores de la segunda serie, por xz, y

3.—Si suponemos que X; y X, dependen de una variable y, de
acuerdo con dos ecuaciones distintas (rectilinea una, ex-

ponencial la otra), podremos escribir:
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X1=bo+b1y

x2.=:cocly

En ambas expresiones, tanto las bes como las ces representan
constantes de las ecuaciones respectivas.

Al tomar los logaritmos de los dos miembros de la segunda
ecuacion (expomencial), obtendremos:

Lx, ==Leo + y Le,

Si Lx, lo representamos por X, Le, por Cy y Le, por C,, ten-
dremos:

X2=Co.+C1Y

O sea, que la expresién anterior habra adquirido el aspecto
. propio de una ecuacién de primer grado. Es decir, que serd como
si tuviéramos una nueva serie, rectilinea que correlacionar con la
primera serie también rectilinea, de acuerdo con procedimientos en
los que se ha insistido suficientemente en péaginas anteriores.

De este modo, las dos series por correlacionar seran x, y X,
Entre ambas es ficil establecer una correlacién rectilinea, como la
ya estudiada, pues es posible establecer entre ellas relaciones dadas
por una ecuacién de estimacién del tipo de la siguiente:

X — fo ‘+ f;ng

Tanto la serie de las x; como la de las x, pueden reducirse a
desviaciones respecto de sus correspondientes medias aritméticas.
La primera de dichas series de desviaciones no tiene por qué mo-
dificarse en su simbologia, y puede seguir representindose por d,;
en cuanto a la segunda de dichas series de desviaciones, en cuanto
no corresponde a las x, originales, sino a las X, derivadas de ellas,
la representaremos por la interdental correspondiente z,. La corres-
pondiente ecuacién de estimacién podra escribirse, obviamente, co-
mo:
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d, =F2

Asimismo, es posible reducir las desviaciones respecto a las
medias aritméticas de cada serie a desviaciones en unidades sigma-
ticas. Seguiremos representando la desviacién sigmatica de la pri-
mera serie por delta mintiscula indice uno (8); en cambio, la des-
viacién de las nuevas x, con respecto a la media aritmética de esas
mismas x; en unidades de su desviacién cuadratica media la repre- -
sentaremos por la interdental correspondiente del alfabeto griego
theta o zeta mindscula (9). La nueva ecuacién de estimacién re-

sultara ser:
01 =9, 9,

En esta ultima expresién o ecuacién sigmética de estimacién
aparece @12 (phi) en el sitio que correspondia anteriormente a Fi,
de acuerdo con la costumbre que hemos seguido, consistente en re-
presentar: los pardmetros de la ecuacién originaria por minisculas
latinas; los de la ecuacién dada en términos de desviacién, por ma-
ylisculas latinas, y los de la ecuacién sigmatica, por las mintisculas

griegas correspondientes.
Gracias a la tltima ecuacién, es posible escribir, como férmu-

la del indice de correlacién:

26,95
Ty0 =
12 N

Puede decirse que esta medida de la correlacién entre las dos
series no es una medida directa, sino una medida indirecta de co-
rrelacién. Sin embargo, cabe recordar que, el sociélogo Auguste
Comte, en su curso de filosofia positiva hacia notar la forma en
que medir es una operacién que consiste, precisamente, en apreciar
el valor de una magnitud mediante un proceso, indirecto, de com-
paraci6én con otra magnitud conocida. No es arriesgado afirmar
que si hay correlacién entre una serie rectilinea y la serie rectili-
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nea resultante de una transformacién de una serie exponencial,
existir4 asimismo correlacién entre la serie rectilinea y la serie ex-
ponencial originaria.

Correlacién entre dos series curvilineas—Sea que las series
curvilineas que traten de correlacionarse pertenezcan a un mismo o
a diferentes sistemas de curvas, la diferencia de estos intentos de
correlacién con los del caso anterior estriba en que, en éste, las
transformaciones son necesarias para las dos series, mientras en
el previo una de las series permanecia incambiada.

Tomemos las dos series x, y x,, de las cuales la primera es

representable por una exponencial y la segunda por una logaritmi-
ca de los tipos siguientes:

X1=¢CC1Yy

xo=1f,+ Ly

Al tomar los logaritmos de los dos miembros de la primera,
se obtiene:

Lx1 =LCo + y LC]_
. O bien: '
X;=0Co+ C; Yy

Al tomar antilogaritmos en la segunda, se tiene:

f,+L
ex2=e(o y)

O sea:
b f, L

e '=e’e”’

puesto que la exponencial “e elevado a la suma de f, + Ly” es
igual al producto de “e elevado al primer sumando £, por “e ele-
vado al segundo sumando Ly”. El segundo de estos factores es
igual —pura y simplemente— a y, puesto que cuando la base se
eleva al logaritmo de una cantidad (e elevada al logaritmo natural
de y) se obtiene la propia cantidad (ya que “logaritmo de un ni-
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mero es, por definicién, aquel otro nimero al que hay que elevar
una cantidad constante llamada base para obtener el niimero pro-

puesto”).
Consiguientemente, la expresién anterior se convierte en:

X2 fo
e ey

Podemos representar al primer miembro (e elevado a x.) por
X, y al coeficiente del segundo miembro (e elevado a f,) por F.
Asi, tendremos una expresién de tipo rectilineo:

X2=Foy

Como es fécil comprender, es posible calcular la correlacién
rectilinea entre x; y X,. La reduccién de cada una de las nuevas
series a desviaciones respecto a sus medias aritméticas producira
una serie de z; y otro serie de z,. Es posible expresar estas series
en unidades de sus desviaciones cuadraticas medias. A estas des-
viaciones respecto de las medias aritméticas en unidades de las
respectivas desviaciones cuadraticas medias las representaremos por
0,y 0,,

De acuerdo con lo anteriores, el indice de correlacién rectili-
nea entre las dos series sera:

20,0,
r D erce————
12 N

Especificacién del indice de correlacién cuando las series son
curvilineas.—A fin de especificar cual ha sido la transformacién
indispensable de las series primera y segunda destinada a obtener
el indice de correlacién, colocaremos, en la misma columna del
subindice que identifica a la primera serie un guarismo indicativo
de la transformacién efectuada con dicha serie, y en la columna
correspondiente al subindice identificador de la segunda serie, el
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guarismo que indique qué transformacién fue preciso realizar con

ella.

Los guarismos que emplearemos seran:

l.—cuando no hay mecesidad de transformacién por tratarse

de rectas,

2.—cuando se trate de pardbolas de segundo grado,
3.—cuando se trate de parabolas de tercer grado.
n.—cuando se trate de pardbolas de grado n.
0.—cuando se trate de logaritmicas.

e.—cuando se trate de exponenciales,

Asi, son las siguientes las interpretaciones que hay que dar a
los siguientes simbolos:

Iy
11

Typ
12

Ty
00

Iyp
ee

Iy
Oe

Correlacién entre rectas (1 para la 1° serie, 1 para la se-
gunda).

Correlacién entre recta (1 como subindice debajo de 1)
y parabola (2 como subindice debajo de 2).

Correlacién entre logaritmicas (ceros debajo de cada uno
de los subindices 1 y 2).

Correlacién entre exponenciales (e debajo de cada uno de
los dos subindices 1 y 2).

Correlacién entre logaritmicas (cero para la primera se-
rie) y exponencial (e para la segunda serie).
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EJEMPLO PEDAGOGICO DE CALCULO DE UNA CORRELACION
ENTRE UNA SERIE RECTILINEA Y UNA ’

SERIE EXPONENCIAL
Datos Transfor- Elaboraciones
macién
x, x,logx,=x, d; D, dz2 D,?

3 1 0.00000 —13.5 —1.35463 18225 1.8350224369

6 2 030103 -—105 —1.05360 110.25 1.1100729600

9 4 060206 — 7.5 —0.75257 56.25 0.5663616040

12 8 090309 — 45 —045154 20.25 0.2038883716
15 16 120412 — 15 —015052 225 0.0226562704

~ 18 32 1.50515 15 015062  2.25 0.0226562704
21 64 1.80618 4.5 045154 20.25 0.2038883716
24 128 2.10721 75 0.75257 56.25 0.5663616040
27 256 2.40824 10.5 1.05360 110.25 1.1100729600
30 512 2.70927 13.5 1.35463 18225 1.8350224369

SuMAs 165 13.54635 742.50 7.476003286
MEDIAS 16.5 1.354635 74.25 0.7476003286
RAICES 86 0.86463
o desviaciones medias cuadraticas: ) o, oy
ELABORACIONES
8, =4d,/0, 9, =D)/o, 8,90, 0,2
Férmula: —156. -—1.56 24336 24336
—1.22 —1.22 1.4884 1.4884
8,0, —087 —0.87 0.7569 0.7569
ryg=———— —0.52 —0.52 0.2704 0.2704
le 26,2 —-0.17 —0.17 0.0289 0.0289
0.17 0.17 0.0289 0.0289
0.9564 0.52 0.52 0.2704 0.2704
riz = =1 087 0.87 0.7569 0.7569
1e 9.9564 1.22 1.22 1.4884 1.4884
1.56 1.56 2.4336 24336

9.9564 9.9564

Niim. Den.

r =1
le
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Forma explicita de la ecuacién de estimacién.—A partir de la
forma méis compacta de la ecuacién de estimacién de la primer va-
riable, que toma como base de cilculo a la transformada de la se-
gunda variable,

81 =159
le

es posible obtener, mediante la substitucién de 8, y de 9, por sus
equivalentes, lo siguiente:

dy D,
—] r12
le

(027 Tor

O, en la sustitucién de d, y D, por los suyos:

X; — ij_ Xg — i‘z
=T,
oy L)

Como x, es igual a Lx,, X, es igual a la media de las x.; o sea,
que X, también es igual a la media de los L x,. Es decir:

Xo = LX2

Pero, la media de los logaritmos de x, es igual a la suma de
dichos logaritmos sobre el efectivo (N).

‘e 2Lx,

Xg = N

Como en el numerador aparece una suma de logaritmos, di-
cha suma se puede substituir por el logaritmo de un producto (que
representaremos mediante el operador pi mayiiscula, o “multipli-
cador”, 1I).
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-

X2

Lk,
N

Pero IIx; es la parte fundamental del célculo de la media geo-
métrica de las x,; en efecto, la media geométrica de las x, (X=2) es:
0

§€ = (m)l/N
R ¢ S (J—I%)N

Sustituido x; por su equivalente, se tiene:

L (x;)"
- 0
x2 _ —————
N
Sin embargo, en el numerador aparece el logaritmo de una
potencia, y éste es igual al exponente tomado como coeficiente del

logaritmo de la cantidad:
L)Y =NL (%)
0
Por tanto:
NL %)

X, = ——= L(’—fg)

Resultado ya conocido, segiin el cual: la media aritmética de
los logaritmos de una serie (X) es igual al logaritmo de la media
geometria de la serie (o sea: L (E%))

De acuerdo con lo anterior, la sustitucién de X, por su equi-
valente en la ecuacién de estimacién,

X3 — ii X2 — Ez
o, e oy
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produce:
X1 il LX2 - x_g

=Ty
(127 1e Oof

Por su parte, 02, es igual a:

2D22 2(].3(2 - LX3)2

N N

La sustitucién de este equivalente, nos permite establecer, co-
mo ecuacién de estimacidn, la siguiente:

X1 — X JN [ Lx, — L(%. ]
0
e
o Y=(Lx, — Lx,)?

Aun cuando pueden hacerse ulteriores reducciones, ésta pare-
ce ser una forma conveniente de la ecuacién de estimacién para la
correlacién entre una recta (x;) y una exponencial (x,).

Momentos “logaritmicos” de una distribucién.—Lo anterior
nos pone en camino de establecer medidas caracteristicas adiciona-
les para las distribuciones estadisticas.

En estrecho paralelismo con d; =x, — X, ha aparecido una
desviacién entre logaritmos Lx, — L ('x%) que, como toda desvia-

cién, es diferencia (—) entre una variable (x,), pero tomada aho-
ra en forma logaritmica (L x;), y una media (en el caso la media
geométrica que hemos representado por x afectada del subindice
doble ) tomada también en forma logaritmica.

Por otra parte, esta desviacién entre logaritmos puede consi-
derarse como el logaritmo de un cociente entre cantidades alogarit-
madas (xpy ioz) :
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X

)

Xo

0

Lx, — L(%;) =L(

La cantidad de dentro del paréntesis podemos definirla, en
términos generales, como una “razén” estadistica, reflejo claro, en
" el mivel logaritmico o geométrico, de la “desviacién” estadistica

del nivel natural o aritmético:

L(——)=Lr,=R,

2
0
Si Lr, es una especie de desviacién, puede pensarse en cons-

tituir una serie de momentos andlogos a los constituidos cuando
se trabajaba con desviaciones ordinarias. Es decir, puede pensarse
en una serie de sumas de potencias de las R; o L r,. Designaremos
tales momentos por mus minisculas griegas () afectadas de un
subindice que sefiale el orden del momento, o sea el exponente al
que hay que elevar las R, y de otro subindice O alineado con él en
la misma columna, que indique que se trata de momentos del ni-
vel logaritmico (o sea: momentos de los logaritmos de las razo-
nes de la variable respecto de su media geométrica).

_ ERzn EL"rz
I N

De acuerdo con lo anterior, existe un segundo momento de los

logaritmos de las razones:

Al que corresponde una raiz cuadrada que no es sino la des-
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viacion media cuadratica logaritmica o desviacién geocuadratica de
la serie:

ZLzl' 2
N 0

|

Esta es precisamente la desviacién estadistica media con la
que hemos tenido que trabajar al correlacionar recta y exponencial.

A maés de momentos como éstos, con respecto a la media geo-
métrica, existen momentos respecto al origen que, en este caso es 1,
como correspondiente al logaritmo de 0. Estos momentos los re-
presentaremos por nus griegas mindsculas (v), afectadas de los
subindices dobles correspondientes, de acuerdo con la siguiente f6r-
mula:

ZLnX2
N

vn=
0

En el caso particular del primer momento, se tiene:

2L
yy=—"22 — (Lx)=L%
(1}

0 N

Es decir, que el primer momento de los logaritmos, con res-
pecto al origen, no es sino el logaritmo de la media geométrica de
la serie. De este modo, puede escribirse:

X3 —X3 : x% — Vo1
0

p—id r12

le

(157 (12

0
Para establecer una correcta correspondencia simbolégica, po-
demos sustituir X; por su equivalente en términos de los momentos
con respecto al origen (primer momento natural con respecto al
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origen V;, que, en esta nueva simbologia se convierte en v;, o, mis
1

precisamente, por tratarse del primer momento de la primer varia-
ble, en vllo).

X3 Vio Xe ™ Vo1
0 1 0 1

0, e O,

1 0

O bien:
X1 — Vio X2 ™ Vo1
1 1 o 0
e
Me2o Moz

Si se toma como base esta formulacién, puede pensarse en pre-
sentar en forma generalizada la estructura de la ecuacién de esti-
macién, Ecuacién de estimaciéon de una variable a partir de otra,
sea cual fuere el sistema al que cada una de ellas corresponda.

Férmula generalizada de la ecuacién de estimacion.—La ecua-

cién de estimacién consta:

1.—De dos miembros, de los cuales:

a.—el primero contiene las estadisticas y parimetros de

la primera serie, y
b.—el segundo contiene los de la segunda serie, multi-

plicados por el indice de correlacién.

2.—Para cada serie aparece,
de acuerdo con el sistema al que partenezca:
a.—la variable (o una funcién de la variable que la lle-
ve de su propio sistema al sistema rectilineo): apa-
rece la variable x, en el caso de la recta; la variable
alogaritmada L x, en el de la exponencial.
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b.—menos el primer momento de la serie que correspon-
da al sistema al que pertenece la serie (primer momen-
to aritmético o natural para la recta; primer momento
geométrico o logaritmico para la expomencial).

c.—dividido el residuo entre la raiz cuadrada del segun-
do momento del sistema al que corresponda cada se-
rie.

O sea que, en la forma més amplia, puede establecerse:

X3 — " X2 — W
A A B B

Ve T
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COORDENACION ESTADISTICA

La que ordinariamente se conoce como “correlacién estadis-
tica ‘por rangos’ ” —y que nosotros preferimos denominar coorde-
nacién estadistica, para evitar el galicismo o el anglicismo “ran-
go”— es un método de correlacién que no se basa, como los pre-
vios, en caracteres de los fenémenos estudiados que sean expresa-
bles por medio de cardinales, sino en caracteres que se expresan
mediante ordinales,

Lo que es para la estadistica ordinaria o de cardinales una “se-
rie” o arreglo de valores, lo es para la estadistica ordinal o de je-
rarquias lo que llamaremos una “ordenacién”.

Una “ordenacién” es un arreglo de los individuos de un con-
junto, universo o poblacién de acuerdo con la secuela que permite
establecer entre ellos la magnitud mas o menos grande con que se
presenta en cada uno de ellos una caracteristica determinada. Asi,
si los individuos designados por A, B, C, D tienen estaturas de 1.53,
1.90, 1.73, 162, puede formarse una ordenacién de ellos, asignan-
do a A el primer lugar, a D el segundo, a C el tercero y a B el

cuarto:
Individuos Medida de la ca- Ordenes

racteristica que
sirve de base a la

ordenacién
A 1.53 1°
B 1.90 4°
C 1.73 3°
D 1.62 2°
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Convencionalmente consideraremos como positiva o directa la
ordenacién que se haga en el sentido de los valores crecientes de la
caracteristica que sirve como base a la ordenacién, y como nega-
tiva la que se hace en el sentido de los valores decrecientes de la
caracteristica.

Ordenacién Negativa o Inversa

Individuos Medidas Ordenes
A 1.53 42
B 1.90 1°
C 1.73 2°
D 1.62 3°

Sin embargo, una “ordenacién” puede no ser simplemente el
resultado de dar un orden a los individuos de un conjunto de acuer-
do con una tnica caracteristica, sino que puede ser el resultado que
se obtenga de arreglarlos tomando como base la evaluacién de las
posiciones de esos individuos, hecha por un juez que tome en con-
sideracién no una caracteristica mensurable tnica, sino:

1.—un complejo de caracteristicas mensurables o
2.—una cualidad o un complejo de cualidades que no se pres-
tan a medicién precisa, sino a simple evaluacién.

Asi, a un juez puede pedirsele que ordene a determinados in-
dividuos que practican ocupaciones distintas entre si (y que incluso
pueden tener unos mismos ingresos, un mismo niimero de afios de
instruccién y otros varios caracteres mensurables) de acuerdo con
la posicién mas o menos alta que, a su juicio, les corresponda en la
sociedad. Esto constituye una de las practicas més generalizadas
en la construccién de las llamadas escalas sociométricas. Amélo-
gamente, también suelen construirse escalas psicométricas pareci-
das a partir del mismo procedimiento.
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De este modo, puede obtenerse una ordenacién como la si-

guiente:

Ordenacién hecha por el juez K de las posiciones de cuatro
individuos (W, X, Y, Z)

Individqos _ Posiciones
w 42
X 2¢
Y 3"
Z 1t

Una “coordenacién” estadistica busca establecer el grado de
acuerdo (o desacuerdo) que existe entre dos ordenaciones estadis-
ticas hechas:

1.—Tomando como base distintos criterios de ordenacién (o

sea, basadas en diferentes caracteristicas de los individuos
del conjunto),

2.—Por diferentes jueces.

Asi, por ejemplo, una “coordenacién” estadistica puede bus-
car el grado de acuerdo entre las dos ordenaciones estadisticas si-

guientes:

Ordenacién A Ordenacién B
. Orden de los
Individuos pzi??ggzs Orden Individuos puestos ocupa-
dos por ellos

K 7 3° K 4°

L 8 4° L 2°

M 4 1° M 1°

N 5 2° N 3

Tal coordenacion trataria de establecer hasta qué punto, en
el centro de trabajo de que se tratara, la posicién ocupacional de los
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individuos estaba de acuerdo con el volumen de la produccién o en
el que este volumen de trabajos publicados responderia a la posi-
cién ocupacional de quien los hubiese publicado.

Otra “coordenacién” estadistica podria buscar el grado de
acuerdo entre diferentes jueces a los que se les hubiese pedido que
clasificaran a un conjunto de individuos dentro de una escala de
posiciones sociales.

Ejemplificativamente, pudiera ser que se tuvieran las siguien-
tes ordenaciones de las posiciones ocupadas por los individuos D,
F. G. H. de un conjunto, de acuerdo con el criterio de los jueces P,

Q, R.

Ordenacién Ordenacién  Ordenacién
Individuos  segfin el segln el segiin el
juez P juez Q juez R
D 3° 3° 2°
F 19 . 29 40
G 2° 1° 1°
H 4° q° 3°

Indice de coordenaciéon.—Para disefiar un indice de coordena-
cion muy sencillo, tendremos en consideracién lo siguiente:

1.—Las ordenaciones pueden ser de dos o mas objetos,

2.—Lag ordenaciones pueden hacerse de acuerdo con: dos o
mas criterios, o sea, considerando dos o més caracteristi-
cas de cada objeto (una caracteristica para cada ordena-
cién), o los criterios de dos o maés jueces.

La existencia de estas posibilidades permite hablar siguiendo
un paralelismo estrecho con las lineas seguidas en el estudio de la
correlacién, de:

1.—Coordenaciones simples (o sean coordenaciones entre or-
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denaciones de dos o mis objetos, pero hechas de acuerdo
con sélo dos criterios o por sélo dos jueces),

Teéricamente, al menos, pueden pensarse no sélo en una coor-
denacién parcial, sino, incluso, en dos tipos de coordenacién par-

cial:

3.—Coordenacién parcial,
con eliminacién de la influencia que tiene la presencia de

un objeto en la ordenacién de los restantes, o

4.—Coordenacién parcial,
con eliminacién de la influencia que un criterio de orde-
nacién o un juez ordenados tienen sobre las ordenaciones

hechas de acuerdo con otros criterios o por otros jueces.

En ésta, que mo es sino una iniciacién a los métodos de corre-
lacién (a la que en forma apendicular hemos agregado estas no-
tas introductorias de los procedimientos de coordenacién) tratare-
mos del problema central de la coordenacién maltiple,

Coordenacién miultiple—Tomemos el caso de dos objetos que

han de clasificar cuatro jueces. Designemos por A y B los dos ob-
jetos y por P, Q, R, S a los jueces ordenadores. Las situaciones ti-

picas que pueden producirse son las siguientes:

A B A B A B

P 1 2 1 2 2 1
Q 1 2 1 2 2 1
R 1 2 2 1 2 1
S 1 2 2 1 2 1
Acuerdo Biparticién Acuerdo

positivo negativo

+1
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A B A B

P 1 2 2 1

Q 1 2 2 1

R 1 2 2 1

S 2 1 1 2
+3/4 —3/4

Es facil ver que hemos llamado acuerdo positivo aquel en el
cual el acuerdo se establece sobre la base de una forma de ordena-
cién que —por cualquier motivo— puede considerarse como direc-
ta o positiva, y que llamamos acuerdo negativo aquel en el cual si
bien todos los jueces estin de acuerdo en el rango que hay que
asignar a cada uno de los dos objetos, estos rangos guardan entre
si una relacién que —por cualquier motivo especifico— pueda con-
siderarse como inversa de la natural.

Supongamos, ahora, que contamos no con dos, sino con tres
objetos que deben ordenar los cuatro jueces de nuestro ejemplo, y
que designamos tales objetos por A, B, C. En estas condiciones,
es posible descomponer la ordenacién de los tres objetos en tres
ordenaciones de dos objetos:

A B . A C B C

En cada una de estas tres coordenaciones, pueden darse las si-
tuaciones tipicas de acuerdo positivo o negativo o de biparticién
que hemos sefialado anteriormente, y, por supuesto el acuerdo po-
sitivo o negativo puede alcanzar diferentes grados (en el caso de
cuatro jueces (1=4/4y 3/4; — 1=—4/4 y — 3/4).

Las posibilidades de combinacién de los acuerdos, biparticiones
y desacuerdos de estas tres coordenaciones bipartitas quedan esque-
matizadas, en forma tipica en la tabulacioncita siguiente, en la cual
A indica acuerdo positivo, B biparticién y N acuerdo negativo. Pa-
ra mayor facilidad, sélo se han tomado en consideracién los valo-
res méximos de acuerdo (1) y de acuerdo negativo (—1), pero, por
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supuesto, pueden usarse los valores intermedios (en el caso 3/4y

— 3/4) a los que, naturalmente corresponderan cifras totales in-

termedias entre las registradas en la tltima columna del cuadro.
Los valores de esa ltima columna del cuadro se obtienen su-

mando los indices correspondientes a cada arreglo bipartita y divi-

diendo el resultado entre el niimero de objetos (3 en este caso).
El cuadro es el siguiente:

Primera Segunda Tercera Indice de
Pobildades Gl gl coolens cooten:
tita tita tita _ tita
I posibilidad A(1) A1) . A1) _ -3/3
tipica ‘ :
2¢ posibilidad A(1) A(1) B(0) 2/3
tipica
3* posibilidad ~  A(1) B(0) B(O)  1/3
tipica
4* posibilidad B(0) B(0) . B(0) 0/3
tipica
5* posibilidad  B(0) B(O)  N(—1) —1/3
tipica
6 posibilidad B(0) N(—1) N(—1) —2/3
tipica
7" posibilidad N(—1) N(—1) N(—1) —3/3
tipica

A fin de formular simbélicamente la estructura de este indi-
ce de coordenacién de méxima simplicidad, recurriremos a las si-

guientes representaciones:

Nimero de jueces que sostienen el orden directo a natural N
Niamero de jueces que sostieren el orden inverso o contrario C

Nimero total de jueces j
N+C=]

El grado de acuerdo bipartita estara dado por:
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(1)N+C(—1)
' J
Nimero de pares de objetos: P

Grado de coordenacién:

N(1) +C(—=1) . Na(l) +C(—=1) , Ny(1) + Co(—1) .

7 + ; + ]
P
O bien:
(Ne+Na+Ngt=...) + G+ C, + Cy) (—1)

JP

O sea, que, finalmente, el indice de concordancia estard dado
por: '

2N, +2C; (—1)
JP
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