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P R O L O G O • 

INVI!iiliG•CI 
SOCIAL E 

Estas páginas constituyen lo que --en forma un tanto despectiva-- se 
suele clasificar, dentro de la producci6n bibliográfica, como un "Curso". O sea, 
que su 11originalidad 11 no hay que buscarla en la substancia misma --en su mate -
ria-- sino qu.e --en caso de tenerla-- quizás podría encontrarse en su forma;en 
la presentaci6n de esa materia. Esta se ha tratado de exponer con máximo deteni 
miento, con claridad meridiana, a fin de evitar al estudioso --hasta el máximo=
los tropiezos. Esto, a veces, se ha llevado al extremo. Y eso puede parecer ofen 
sivo para la mayor inteligencia y preparaci6n de algunos lectores, pero preferí= 
mos éste al otro riesgo: el de considerar superflua una explicaci6n que puede re 
sultar indispensable para las "pequeñas fortunas intelectuales". 

11Curvas Sociográficas 11 trata de satisfacer una necesidad de tipifica
ci6n estadístico-social. Esta, insuficiente de por sí para la explicaci6n socio 
16gica (como todas las elaboraciones estadísticas) puede y debe ser --con todo=
punto de partida para la misma. 

Hemos elegido el sistema pearsoniano para enriquecer el instrumental 
necesario para la tipificaci6n estadístico-social. Lo hicimos no s6lo por sus 
virtudes intrínsecas sino también porque éste --con su cerrada red dé interrela
ciones--puede contribuir, por la vía matemática, a la formaci6n mental rigurosa 
de los estudiantes de ciencias sociales. 
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El sistema ha sido expuesto --aunque no con muchas variantes ni en for
ma muy detenida-- por estadísticos eminentes, y a sus exposiciones (comprimidas, 
a veces, en tres o cuatro páginas de un tratado magistral) pueden recurrir, en -
forma directa, los más entendidos y preparados. Por desgracia, en su mayoría, e
sas. presentaciones (publicadas en otros países y en otros idiomas) o no son inme
diatamente accesibles en nuestro medio (en donde ni siquiera las exposiciones clá
sicas figuran con abundancia en nuestros anaqueles, o dan por supuesto un nivel 
de preparación matemática que no es el más generalizado entre nosotros. 

De ahí que nuestra labor haya sido --casi exclusivamente-- la de acla
rar, detallar y construir, paso a paso, el esistema. Tratamos de no perder de vi~ 
ta, con todo, el plano general, que permite su más rápida aprehensión .de conjun
to. Seguimos un proceso expandente. Nos llevó éste, de la curva normal (sistema 
de orden cero) al sistema asimétrico (sistema de primer orden). De él pasamos al 
conocido generalmente como pearsoniano (sistema de segundo orden) con sus dos ti
pos principales de curva y algunas variantes importantes. 

Sin embargo, como los destinatarios de estas páginas buscarán en ellas 
las soluciones más simples y prácticas, hemos hecho que transijan dos empeños:el 
sistemático (que pide la explicación del sistema con todas sus variantes y deta
lles) y el pragmático (que reduciría todo a formulario y ejemplificaciones). 

Hentro de este espíritu, hemos consisderado el subsistema simétri~o{que 
cumple, para el sistema de segundo orden, la función que le corresponde a la cur
va normal respecto del de primer orden). Esto permite que --para todos los fines 
prácticos-- se cuente con varios tipos de curva, suficientemente adecuados para 
describir una distribución sin tener que recurrir, por ejemplo, al segundo tipo 
principal de curva pearsonana. Esta 11ltima, como lo reconoceh incluso los gran-
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des maestros de la estadística, es de difícil interpolaci96n. Además, como lo mos
trarán los desarroilos, representa un refinamiento --en ocasiones excesivo--de o
tras curvas más simples. De paso, el sub-sistema anticipa --pedagógicamente-- en 
términos de mayor simplicidad {en cuanto a derivación de f6rmulas y aplicaci6n de 
las mismas), el sistema más amplio. 

La presentación física de los materiales puede requerir unas palabras. 
Separamos aquí el texto {auxiliar siempre, en las obras matemáticas) de las fór
mulas (sobre las que debe recaer el peso de la exposición). Con ello, quisimos e
vitar el hibridismo de las presentaciones habituales. Si lo hubiésemos podido ha
cer,- habríamos ido más lejos: habríamos grabado el texto en cinta magnetof6nica 
y fotografiado el formulario, para constituir una serie de diapositivas, réplica 
de los ·"pizarrones" que habría podido escribir un profesor durante el desarrollo 
de su cátedra. Sin haber llegado a esos extremos, creemos que nuestra presentación 
posibilita las comparaciones a lo ancho y a lo, largo de las páginas, y creemos 
que sólo mediante ellas se pueden comprender los procesos de derivaci6n de fórmu
las y de substituci6n de valores. Sin esas comparaciones en dos direcciones {cua
tro sentidos) el estudio y el aprendizaje de las matemáticas resulta enormemente 
difícil. 

Como es natural, nuestro medio de expresión --escrita--- nos ha impues
to ciertas opciones que no hubiéramos tenido que hacer en medios distintos. La 
redacci6n original (en máquina dotada s6lo de caracteres latinos y no de griegos) 
nos ofi1.ig6 --a veces-- a suplir estos últimos por los latinos que más se les pa
recen físicamente {nus supaidas por ves; mus suplidas por ues)o En veces, esto 
ha pasado a la versi6n definiva, sin dañarla en el fondo. 

En ocasiones, también, optamos por escribir "fracciones de tendero".Es
peramos que ello no haga estremecer a los manes de D. Luis Gutiérrez, maestro to-
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luqueño, muy querido, que nos enseñeS a devalorar tales notaciones. Lo hicimos para 
facilitar la escritura y para evitar los equívocos que resultan (en los exponentes 
fraccionarios, sobre todo), particularmente cuando no hay manera de distinguir ti
pográf'i_camente, en cuanto a tamaño, el elemento exponenciado (muy simple) y el ex
po~ente (a veces un tanto complicado). 

Algunos de los problemas anteriores resultaron menos agudos gracias a que, 
en un momento dado contamos con una máquina de distinto tipo y dotada de caracteres 
griegos, que utilizamos gracias a la bondad de la Señorita Profesora Ifigenia .Fran
gos, ·a quien expresamos, desde aquí., nuestro cordial agradecimiento. 

Creemos, con todo, que aún en nuestras opciones más discutibles, las ga
nancias pudieron superar a las pérdidas. 

Agrade_cemos al Señor Santiago Argott González el cuidado minucioso y la 
simpat:!a intelectual con que revis6 el borrador de nuestro trabajo, así como las 
correcciones que nos sugiri6 introducir--con tan buen juicio. No hay que decir que 

· los errores que subsistan nos son enteramente imputables y que de ellos nos recono
cemos, desde ahora, responsables. 

Al entregar estas páginas al público, lo hacemos,,como siempre, con afán 
de servirlo; con·el ánimo de compartir los resultados de un estudio que no siempre 
nos result6 fácil a nosotros mismos, a f'in de que quienes de ellos se sirvan pue-· 
dan ahorrar energías e invertirlas más provechosamente en otros campos, para bene
ficio de todos. 

Nos alivia un poco el considerar que si el Dr. Pablo González Casanova 
.nos di6 su apoyo e hizo posible que se publicaran estas páginas es porque, tanto 
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en su anterior desempeño como Director de la Escuela Nacional de Ciencias Politicas 
y Sociales, como en el actual, de Director del Instituto de Investigaciones Socia
les (en nuestra Universidad Nacional de México) ha podido palpar la necesidad que 
tenemos de contar con un equipo más amplio de técnicas sociográficas, y de medios · 
para la tipificaci6n estadístico-social, a fin de obtener una capacitación crecien
temente rigurosa y fructífera de la realidad social. 
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O. I N T RO D U e e I O N. 

0.1 UTILIDAD DE LA DESeRIPeiON ESTADISTieO-SOeiAL. 

Los fen6nmenos sociales se pueden someter a un primer intento de a
prehensi6n científica mediante descripciones estadísticas. Para que tales des 
cripciones sean posibles, se comenzará por medir --como primera etapa-- uno -
o más de los caracteres del fenómeno por estudiar ("medir" significa comparar 
cada carácter o rasgo con un carácter análogo que se toma como unidad). Esta 
operación produce un conjunto de medidas que, en una segunda etapa, será ne
cesario ordenar, mediante la formaci6n de series crecientes o decrecientes de 
valores. En una tercera etapa, ese conjunto de medidas ya ordenadas deberá su 
jetarse a alguna elaboraci6n que permita mostrar que la serie de valores tie= 
ne expresi6n matemática. En una etapa final, habrá que interpretar, en t~rmi
nos sociol6gicos, la expresi6n matemática obtenida. 

A trav~s de ese procedimiento, se pasa de los niveles más bajos a los 
más altos de abstracci6n. En los primeros, para describir el fenómeno, era ne 
cesario detenerse en todos y cada uno de los detalles, de cada uno y de todos 
los individuos del conjunto. En cambio, en los segundos, todos esos detalles 
individuales --múltiples y aparentemente dispares--- quedan subsumidos en una 
expresi6n matemática o una curva típica, de características conocidas y fáci-
les de interpretar. 1 

Sustituir el conjunto desordenado de los caracteres de los individuos 

l l 
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que forman el colectivo por una fórmula o una curva que expresen matemátic~ 
mente dicho conjunto, nos permite que nos refiramos más laconicamente al fe 
nómeno (etapas primera a tercera)~ Pero, además, nos permite (cuarta etapa} 
que encontremos con mayor facilidad las conexiones estructurales, funciona
les y, en el mejor de los casos, causales y significativas del fenómeno. 

De ahí la importancia de las descripciones estadísticas --basadas 
en fórmulas o en curvas-- en cuanto primer paso de la aprehensión científi
ca. 

0.2 NECESIDADES DE LA TIPIFICACION SOCIAL Y POSIBIL¡DADES DE LA SISTEMATIZA
CION ESTADISTICA. 

Esas descripciones estadística --que tan importantes son en cuanto 
primer paso en el proceso científico de aprehensión de la realidad-- depen
derán, en grado considerable, de que existan ciertas fórmulas y curvas !!Ei
~· Gracias a esa.previa existencia de tipos de f9rmulas y de curvas, se po 
drá comparar una distribución de medidas obtenidas de la realidad social,con 
uno de esos tipos de distribución. Por describir la realidad social, a esas 
expresiones analíticas o geométricas se les puede denominar "fórmulas o cur
vas sociográficas 11 • La comparación con ellas permite elegir el tipo que re
presente en forma más conveniente la distribución concreta de que se trate. 
O. ·sea, que el resultado final no es pura.I'lente descriptivo, sino tipifica.:lor. 

De ahí que las posibilidades de descripción y tipificación estadís
tica adecuadas estén en relación directa del número (más o menos grande) de 
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f6rmulas y curvas tipicas de que se pueda disponer en calidad de términos con 
los que comparar las distribuciones concretas. 

De ahí,también, el interés que tiene extender --tanto como se pueda
el repertorio de expresiones matemáticas y curvas típicas de que puede dispo
ner el estudiante o el estudioso de las ciencias sociales. Conforme más ex
tenso sea ese repertorio, será más fácil encontrar una expresi6n o curva ti
pica que describa con máximo rigor y precisi6n (dentro de grados de simplici
dad compatible con ellos) una distribuci6n determinada que haya que estudiar. 

En loscursos de estadística elemental --según muestra cualquier tex 
to destinado a ellos-- las expresiones analíticas y curvas que pueden descri:
bir las distribuciones de caracteres sociográficos se reducen a un mínimo. En 
el campo de las distribuciones discontinuas, se estudia única (o casi única
mente) la distribuci6n binomial y, en el de las continuas, la normal es la ú
nica que se estudia. Esto --como punto de partida-- no es conocimiento que pue 
da despreciar el estudiante; pero, en cambio, puede determinar serias limita-
ciones en sus actividades de investigaci6n, si no amplía convenientemente sus 
conocimientos. 

En efecto, una buena pedagogía conseja utilizar dentro de las aulas 
ejemplificaciones más o menos artificiosas o simplificadas. Pero, tan pronto 
deja éstas el estudiante, la práctica se encarga de enfrentarlo a distribu
ciones surgidas de la realidad cotidiana, ajenas a la conveniente simp1ifica
ci6n o al artificio orientado hacia un fin. En este enfrentamiento, suele des 
cubrir que la mayoria de las distribuciones discontinuas difiere de la bino-
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mial y, por otra parte, que es difícil reducir_la mayoría de las continuas a 
la distribución o curva normal. 

Cuando esas distribuciones teóricas centrales (binomial y normal)di
fieren poco de la distribución empírica, el estudiante puede utilizar esos ti 
pos matemáticos y, al emplearlos para expresar la realidad no la deforma mu
cho. Las interpretaciones sociológicas a las que conduce dicha utilización--a 
su vez-- pueden llegar a tener validez; ésta será tan alta como pequeña sea 
la diferencia entre la distribución y la expx·esión matemática o curva típica. 
Esta diferencia se mide estadísticamente en términos de desviaciones-promedio. 
Cuando la desviación-promedio es grande, usar esos tipos centrales únicos re-

- presenta un serio riesgo: su uso hará que ~a descripción deforme la realidad, 
y esa deformación repercutirá en las interpretaciones que --como se sabe-- de 
ben basarse, siempre, en unaHtdescripción que, ·en lo posible, sea fiel a esa -
realidad. 

Incluso en el nivel e1ementa1ísimo de preparación matemática en que 
p~dimos movernos al redactar una Técnicas Estadísticas para Investigadores So 
ciales, frente a la manifiesta necesidad de extender las disponibilidades en 
este terreno, recurrimos a la presentación de un sistema de curvas continuas 
(curvas de Gram-Charlier). Miediante él, se pueden representar no sólo las dis 
tribuciones simétricas (como ocurre con la curva normal) sino otras francamen
te asimétricas •.. Pero, ese sistema tiene limitaciones bien conocidas. Entre e-:: 
11as, es de importancia la que consiste en que, a veces, aparecen frecuencias 
negativas que o son difíciles de interpretar o hay que considerar como de im-
posible interpretación. Con todo, en su momento, ese sistema pudo llenar una 
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lagun~ en la preparaci6n de•los estudiantes de estadística de la Escuela Nacio 
nal de Ciencias Políticas y Sociales (de M~xico) a quienes estaba destinado. 

Lo poco satisfactorio del sistema de Gram~Charlier y el mayor conoci
miento o la mayor preparación matemática media ·en nuestra sociedad, nos lleva 
a poner en manos de quien estudia lo social, desde un ángulo científico, en 
México y en los otros países latinoamericanos, un sistema de curvas asimétri
cas continuas que --a más de no presentar los inconvenientes del de Gram-Char
lier-- puede mantenerse dentro de los límites de una preparaci6n matemática 
si no modestísima sí~ por lo menos, mediana. 
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l. L A S CURVAS S I M E T R I C A S C E N T R A L E S. 

De acuerdo con una norma prudente,. que nos impone partir de lo cono
cido para llegar a lo desconocido, tomaremos como punto de partida las distri
buciones simétricas, ya conocidas. O sea, que usaremos la distribuci6n binomial 
(discontinua) que tiende a la distribuci6n normal(continua). 

La distribuci6n binomial se puede expresar en la forma de. la referen-
cia 1.01 

· En esta f6rmula: f(S) representa la frecuencia con la que aparece el 
carácter S (número de soles obtenidos, por ejemplo, al tirar al aire un cier
to número de monedas); M representa el número de individuos del conjunto (nú
mero de monedas que se arronan aliare); p, la probabilidad que hay de que sal 
ga un sol con una monedao -

Por consiguiente, 1-p representa la probabilidad (complementaria)que. 
hay de que ~ salga el carácter considerado (la probabilidad de que salga un 
ágila). M-S señala el número (complementario respecto a M) de individuos que, 
en el conjunto, no mostraron el carácter S (número de monedas que, tras haber 
caído, muestran águilas y no soles en su cara visible). 

1.1 LA CURVA BINOMIAL SIMETRICA. 

Si se recuerda el estudio de la distribuci6n binomial, se recordará 
también que p y 1-p pueden ser-diferentes. Esto ocurre cuando se trata de de~ 
terminar las probabilidad que hay de obtener un "seis" al lanzar un dado (o 
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sea, p = 1/6/ y la --complementaria-- que hay de obtener un "número que no es 
seis" al lanzar dicho dado (l .. p= 5/6). 

Sin embargo, para partir del caso más sencillo, consideraremos una 
distribuci6n binomial en la que p y 1-p sean iguales (según ocurre en el caso 
de las probabilidades que hay de obtener un sol o un águila con una moneda, 
ya que, en tal caso,(p = 1/2 y 1-p = 1-1/2) tanto p como 1-p son iguales a 
un medio. 

En el caso de una binomial como ~sta, la expresión anterior se con-
vierte en la referencia 1.11. 

1.11 L a P e n d i e n t e d e 1 a B i n o m i a 1 S i m ~ -
t r i e a. 

1.111 Frecuencia Inmediata Superior.- La ex.presi6n que acabamos de escribir 
representa la frecuencia con la que aparecen S soles con M monedas. La ex.pre
si6n que da la frecuencia con la que aparecerán S+l soles, si se utiliza el 
mismo número de monedas (M), es la dada por la referencia 1.111. 

1 

1.112 Incremento.-Si restamos de la ú1tima~Ex.presi6n la previsa (de la 1.111 
la 1.11), obtendremos el incremento que sufren las frecuencias, cuando la va 
riable (que ha pasado de S a S+l) se incrementa en una unidad. Si dicho incre 
mento se representa por delta mayúscula de f(S), tendremos la referencia 1.112. 

1.113 Frecuencia Intermedia.- En forma parecida, ·si sumamo~ las dos expresio-
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nes (1.11 y 1.111) y dividimos la suma resultante entre dos, obtendremos 1a 
frecuencia correspondiente a un valor intermedio. Esto lo representaremos por 
f(S+.5), según la 1.113. 

1.114 Pendiente.- Si dividimos el incremento o expresión (1.112) entre la fre 
cuencia intermedia (1.113), obtendremos la pendiente, dada por la referencia-
1.114. 

En esta expresión, el 2 del numerador procede del 2 que figuraba en 
el denominador de f(S+.5). La fracción del segundo miembro se puede simplifi
car, ya que p elevado a la M figura en el numerador y en el denominador ym-c2 
mo factor de ambios, se reduce a la unidad. Una simplificación ulterior se 
puede lograr si se considera la equivalencia del factor combinatorio ("combi-

naciones de M en 5+1" o ( 8~1 ~ en términos de (~)dada por la referencia 1.1141. 

La sustitución del factor combinatorio por su equivalente nos permi
te escribir la 1.1142. 

Expresión es ésta en la que, tras la substitución, se ha sacado co
mo factor común al coeficiente combina~orio de M en S. Como dicho co~ficiente 
figura en el numerador y en el denominador·, se reduce a la unidad. Reducido 
este coeficiente, es posible escribir, como segundo miembro de la ecuación, 
la referencia 1.1143. 

En esta expresión, se han ejecutado las operaciones de dentro de·los 
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.. 
Par~ntesis ·de la 1.116. El resultado hace figurar S+l como denominador tanto 
de la fracción numeradora como de la fracción denominador y, por tanto, S+l 
se reduce a la unidad. Si, además, se realizan las operaciones indicadas en 
los numeradores de la fracción numeradora y en los de la fracción denominado
ra, se obtiene, como segundo miembro, la expresión, 1.1144. 

1.115 Simplificación.-En la última expresión se pueden reconocer: en el nu
merador, un t~r.mino variable (-4s) y la suma de dos t~r.minos constantes (2M+2); 
en él denominador, dos t~r.minos constantes (M y 1). Si representamos porh (e
quis minúscula) la expresión variable (-4s), y por a y b las sumas de constan
tes (2M+2) y (M+l), la expresión anterior puede reducirse a la 1.115. 

1.116 Derivada.- Por lo que se refiere al primer miembro de la igualdad 1.114 
(que es, simultáneamente, el primer miembro de la 1.116) ~sta se puede consi
derar, --en el limite-- como la derivada de la función con respecto a la va
riable, dividida entre la función misma; o sea, como aparece· en la 1.116. 

Según. esto, doda la expresión se puede escribir como lo indica la re
ferencia 1.117. En ella, la relación de la derivada (D y) respecto de la fun 

X -
ción (y) 
tante(a) 

resulta igual a un cociente de la variable incrementada en una cons
dividida entre otra constante (b). 

Esta expresión corresponde, po·r tanto, a la forma diferencia de la 
curva hacia la que tiende la binomial cuando de discontinua pasa a continua; 
o sea, cuando, en vez de crecer "por saltos", crece por incrementos infinita
mente pequeños. Escrita en su forma diferencial, es probable que el estudian-
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te no reconozca una curva que, en otras condiciones, le es bien conocida: la 
curva normal. Ello se debe a que la ha manejado siempre en su forma integral. 

1.2 LA CURVA NORMAL 

1.21 L a Forma I n t e g r a 1 d e 1 a C U r V a. 

A fin de mostrar el proceso que lleva de la forma diferencial de la 
ecuación a la integral, tomaremos las integrales de ambos miembros de la ecua
ción (con respecto a x). Para expresarlo en fórmulas, antepondremos a cada uno 
de los miembros el operador~se alongada (o el operador I mayúscula), como he
mos hecho en 1.211. 

La integral del primer miembro es bien conocida: se trata de la inte
gral de la derivada de una función, dividida (dicha derivada) entre la fun-
ción misma. Esa integral es igual al logaritmo de la función (o sea, que todo 
el primer, miembro se reduce a Ly). 

En cuanto al segundo miembro de la 1.211, la integral del mismo se 
puede descomponer en dos integrales: las integrales de do~ fracciones. Una de 
esas fracciones por integrar tiene por numerador a equis minúscula (x) y por 
denominador común a be minúscula (b); la otra, tiene por numerador a a y por 
denominador+la misma b. Esto puede expresarse como sigue, en la 1.212 . 
+ Tambi~n se puede decir que, en cuanto el-denominador común deeesas fraccio
nes es una constante (b), el resultado es la suma de las integrales de x (o 
sea x2/2) y de a (o sea, ax) dividida entre el denominador común b. . 

11 Q 11 
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Este segundo miembro corresponde a una ecuaci6n cuyo primer miembro 
es,. según hemos señalado, Ly (logaritmo natural de y), con lo que se obtiene 
la 1.213. 

Si en esta f6rmula se ·toman los antilogaritmos del primero y del se
gundo miembros, la expresi6n no se altera. 

El antilogaritmo del logaritmo de "y" es, por supuesto, "y" (puesto 
que se ejecutan con dicha literal dos operaciones contrarias, que anulan sus 
efectos). O sea, que 11y.P será el primer miembro de la ecuaci6n resultante. 

En cuanto al antilogaritmo del segundo miembro, ~ste se obtiene si 
se-toma dicho miembro como exponente de la base de los logaritmos naturaleso 
O sea, que el resultado es el número que se representa generalmente por la 
letra e, minúscula (base de dichos logaritmos), elevádo al que era segundo 
miembro de nuestra expresión (1.213) de origen. 

Toda la igualdad 1.213 se convierte, po.r tanto, en la 1.214. 

En el segundo miembro figura e elevado a una fracción más C; o sea, 
que dicho miembro se puede descomponer en dos factores exponenciales. De ellos, 
el primero es e elevado a la fracci6n, y el segundo, e elevado a c. Si a e e
levado a C lo representamos por Y', la expresi6n anterior puede escribirse co
mo en la 1.215. 

Esta fo:rma integral de la curva correspondiente puede ser reconocida 
fácilmente por el estudiante, pues se trata de la curva normal. 

12 
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En esta expresi6n existen: una variable (x) y dos parámetros (a y b) 
cuyos valores hay que determinar. Y' no nos interesa por el momento. 

1.22 

tos. 

P a r á m e t r o s p o r M e d i o d e M o m e n t o s • INVES1aGA 
SOCIA 

Para determinar el valor de los parámetros, recurriremos a los momen-

Como se recordará, un momento estadístico se define como la media de 
las potencias de las desviaciones (o sea, como el coeiente que resulta de di
vidir· la suma de las potencias de las desviaciones entre el efectivo de la dis 
tribución). 

Cuando el momento lo es con respecto al origen, las desviaciones son 
los propios datos (que hemos decidido representar por x). La fórmula del momen
to (que representamos por nu o por v) de orden n (orden que representaremos a
gregando un subíndice n a la literal v que indica el momento) está dada por la 
expresión 1.22101. 

Cuando la serie es de frecuencias, las potencias aparecen poderadas(o 
sea, en este caso, "multiplicadas") por la frecuencias (que hemos representado 
aquí, generalmente, por y). O sea, que la fórmula del en~simo momento con res
pecto al origen será, en el caso de dicha serie del frecuencias, el dado por la 
l. 22102. 

Si, en vez de ser discontinua, es continua la serie de la que se tra
te, se determinarán las correspondientes modificaciones en la fórmula de los 
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momentos •. En ella, la sumatoria se transforma en integral+ 

Según esto, la fórmula del en~simo momento, para una distribución 
-continua como la que nos interesa, resulta ser la 1.22103. 

Si en la expresión diferencial de la curva continua 1.117 quitamos 
denominadores (pasando b que está como denominador en el segundo al primer 
miembro, como factor, y pasando igualmente a "y" que figuraba como denomina
dor del primer miembro al segundo, como factor}, tendremos la 1.22104. 

Si se parte de esta expresión, se puede obtener el en~simo momento 
de la distribución. Para ello, a ambos miembros se les deberá multiplicar' por 
la enésima potencia de la variable independiente (x a la n}. La multiplica
ción de ambos miembros de la ecuación 1.22104 por equis elevada·a la ene pro
duce la referencia 1.22105. 

Para obtener el enésimo momento, se necesitará, además, integrar am
bos miembros con respecto a x (o sea, que habrá que anteponer a ambos el ope
rador ese alongada}. Así se obtiene la 1.22106. 

El integrando (o expresión afectada por el integrador} del segundo 
miembro, puede desarrollarse si se multiplica cada término de dentro del pa
réntesis por los que están fuera de él. Con ello, dicho segundo miembro se 
convierte en la expresión 1.22107. 
+ Prácticamente, el operador sigma mayúscula se transforma en el operador 
ese alongada (o integrador con respecto a x} tambi~n representable por I ma
yúscula, y N se transforma en l. 
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Este miembro puede transformarse si se aplica en la integraci6n una 
regla.ya conocida para su análoga (la sumaci6n) y que es bien conocida en ma
temáticas como "ley distributiva". La sumatoria de una suma es igual a la su
ma de las sumatorias de los sumandos. En forma análoga, la integral de una s~ 
ma es igual a la suma de las integrales de los sumandos. De este modo, el se
gundo miembro se convierte en la referencia 1.22108. 

En este segundo miembro se puede reconocer: como primer t~rmino, la 
integral de las potencias n+l de la variable x, ponderadas por la funci6n z, 
o sea: el momento de orden n+l y, como segundo t~rmino, la integral de una 
constante (a) por el producto de ciertas variables (una de ellas potenciada) 
que se reduce a la constante (a) por la integral del producto. Este producto, 
a su vez, (por consideracione~ análogas a las anteriores) no es sino el momen
to de orden n. Como el momento de orden (n+l) puede representarse por v 1 . n+ 
y el de orden n por v , el segUndo miembro de la expresi6n 1.22106 es igual 
a la suma de la refer~ncia 1.22109. 

En cuanto al primer miembro de la (1.22106), si sacamos a b fuera;ñel 
integrador, tendremos la 1.22110. 

Esta integral se puede obtener por el llamado "m~todo de integraci6n 
por partes"+ 

+ La·integral de un producto (i~tegral de equis a la n, por D y) es igual ·a: 
el primer factor (x a la B )/por la integral del segundo (fntegral.de D y=y) 
menos laintefi~il del producto formado por: la derivada del primero (deriva
da de xn = nx ) por la integral del segundo (integral de D y = y) 

X 
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En·e1 caso concreto, se tendrá, como primer miembro de 1a ecuaci6n: 
1.22111. 

En este primer miembro, xny tiende a desvanecerse. Por e11o, todo e1 
miembro se puede considerar reducido a b mu1tip1icado por e1 segundo término 
(e1 término integra1) de dentro de1 paréntesis. 

Pero, 1a integra1 de dentro de1 paréntesis no es sino n veces 1a in
tegra1 de 1ás potencias de orden n-1 de x, ponderadas por y; o sea, n veces e1 
momentQ de orden n-1. Por tanto, este miembro puede considerarse reducido a 1a. 
1. 22112. 

De acuerdo con esto, 1a expresión 1.2206 equiva1e a 1a 1.22113. 

Si se deja a v 1 en un miembro, se tie~e 1a 1.22114. 
n+ 

Esta expresión genérica nos dice que, en esta curva típica, si (1) 
se mu1tip1ica por e1 parámetro "a" e1 enésimo momento, (2) se mu1tip1ica e1 mo
mento inmediatamente anterior por 11b 11 y por "u", y (J) se restade1 primer re
su1tado e1 segundo, se obtendrá e1 momento inmediato siguiente. 

Una expresión como 1a que acabamos de'anotar, permite que se resue1-
va uno de 1os dos prob1emas siguientes: 

16 

1. Conoqidos 1os momentos de una distribución (1as v's de 1a fórmu1a), 
determinar 1os parámetros (a y b) o, 

16 

6200
Rectángulo

6200
Rectángulo

6200
Rectángulo

6200
Rectángulo



el 
no 

.) JilO,.. 
~.1 
t'e""' 

le.l""' 

r~tl.l@.) , 

.16 

¡ ,, ,, 
~~ :,¡ 
',1 

' j~ 
11 

1~ 
;,¡ 
"1 
,1! 

•l 
¡, 

í 
·J 
ji 
•' ¡, 

~ 

f! 
'.'11 

2. Conocidos los parámetros (a y b) de un tipo de distribuci6n, 
determinar los momentos (v's) de la distribuci6n a la que corres
ponde. 

Esos dos problemas son inverso el uno respecto del otro. 

Mientras al primer problema interesa, fundamentalmente, al practican
te de la estadística, el segundo es de utilidad primordial para el te6rico de 
la misma. Esto no significa que el segundo problema no tenga inter~s práctico o 
que el primero carezca de inter~s te6rico. Pero, de momento, como el estudian
te de siencias políticas y sociales tiene que prepararse inicialmente más para 
ser uri práctico que un teórico de la estadística, nos ocuparemos sólo del pri
mer proplema. 

Si --por una parte-- tenemos una distribución y calculamos los momen
tos respecto al origen y --por otra-- tenemos la expresi6n gen~rica 1.2204, po
demos determinar a qu~ curva especifica corresponde, tan pronto como determina
mos los valores de a y de b de la distribución empírica y los sustituimos en la 
expresión teórica gen~rica (1.2204). . 

Para calcular los parámetros a y b, debemos recordar que si tenemos 
dos incógnitas (los parámetros) necesitaremos dos ecuaciones simultáneas que las 
contengan. Para obtener esas dos ecuaciones simultáneas, lo que haremos lserá 
especificar la expresi6n gen~ri.ca, dando a n diferentes valores. Esos valores 
conviene sean pequeños (0,1,2 ••• ) pues los primeros momentos de una distribuci6n 
están menos sujetos a error que los momentos de orden superior y son más fáciles 
de calcular. Como necesitamos dos ecuaciones simultáneas, daremos a n, sucesica-
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. ./ 

mente s6lo los dos valorea O Y. l. Así obtendremos las expresiones 1.2221 y 
1.2222. 

En la primera ecuaci6n no nos interesa calcular el valor de v_1 pues 
todo el factor se reduce a cero, ya que en el producto figura cero como fac
tor. La reducci6n de las dos ecuaciones a sus t~rminos más simples nos da las 
referencias l. ·2223 y l. 2224. 

Al despejar al parámetro de la expresi6n (1.2217), se obtiene a= 
=- -v1/v0 , pero, como v 0 es igual a uno+, se tiene la equivalencia 1.2231. 

1.2232. 
Si se considera que v 0 vale 1, la segunda ecuaci6n se reduce a la 

Al sustituir en esta ecuaci6n el valor de a, se tiene la 1.2233 y, al 
despejar a b, se obtiene la 1.2234. 

1.223 FcSrmulas Básicas para la InterpolacicSn de una Curva Normalo 

Conocidas la expresi6n gen~rica (1.215) y las expresiones 1.2231 y 
1.2234 que dan los valores de los parámetros de dicha expresi6n gen~rica en 
t~rminos de los momentos, es posible interpolar una curva normal a una serie 
cuyos dos primeros momentos con respecto al origen ( o sean v sub-índice 1 y 
+El momento deorden cero siempre es igual a la unidad, como puede comprobar
se fácilmente si se recuerda que es la media aritm~tica de las potencias de 
orden cero, de las desviaciones. · 
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v sub-índice 2) puedan calcularse aritm~ticamente, de acuerdo con procedimien
tos ya conocidos. 

1.2231 Simplificación.- Si en vez de tomar los datos originales (x) se toman 
las desviaciones con respecto a la media aritmética (d), v 1 se convertirá en la 
m~dia aritmética de esas desviaciones, y p2 (o mu sub-~ndice 2) no se modifi
cará. Como la media aritmética de las desv~aciones con respecto a la media arit 
mética es cero (Ref. 1.22311), la expresión se simplifica. 

Si en vez de tomar esas desviaciones en unidades originarias (d) se t2 
manen unidades sigmáticas (dividiéndolas entre sigma ~inúscu1a}, la desviación 
cuadrá~_icamedia), u 2 _se reduce a la unidad ( 1. 22312) 

Como la y"' de 1. 22312 corresponde al origen, convi·ane representarla m 
por Y0 (Ref. 1.22313) 

1.224. Procedimiento para Interpolar una Curva Normal. 

Para interpolar una curva normal a una serie de frecuencias, se necesi 
ta: 

19 

1.2241.-Calcular el segundo momanto con respe9to a la 
media aritmética 

Para ello, habrá que: 

1.22411.-Calcular la media aritmét±ca 

1.22412.-Restarla de cada dato, para obtener 
desviaciones 

(X:) 

(d) 

19 
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20 

1.2241).-Elevar al cuadrado las desviaciones, 
ponderar los cuadrados por las frecuencias, 
sumar los productos, y 
dividir la suma entre el efectivo 

(sigma }a 

1.2242,- Obtener el valor de Y0 

Para ello hay que hacer lo siguiente: 

1.22421 (Numeraqor) Multiplíquese el efectivo 
de la distribuci6n (N) 
por el intervalo de clase (i) 

1.22422 (Denominador) Obt~ngase la raíz cuadrada 
del producto de dos pi (2~) por u 2 

1.224).- Sustituir u 2 y Y0 en la f6rmula gen~rica 
de la curva normal 

(Ni) 

1.2244.- Dar.valores a delta min6scula (d )en dicha ecuaci6n, 
para obtener las_ frecuencias te6ricas. 

20 
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2 EL SISTEMA A SI M E.T R I C O. 

El recorrido que hemos hecho por terreno parcialmente conocido, nos 
ha permitido ver cuál es el método que habrémos de seguir para obtener f6rmu-
1as que sirvan para la descripci6n estadística de series que ya no sean simé
tricas como lo es la curva normal, sino asimétricas. Esta obtenci6n, abrevia
da, puesta en sus términos más simples, es la que nos proponemos alcanzar en 
seguida. 

Para realizar un recorrido paralelo al que hemos hecho previamente, 
nuestro esfuerzo se deberá concentrar en: 

21 

lo.- Partir de la expresi6n de una curva discontinua apropiada para 
el caso, 

2o.- Determinar la relaci6n que existe entre un incremento unitario 
de la variable y la frecuencia media del intervalo unitario de 
dicha curva, 

Jo.- Determinar, en la expresi6n xesultante, cuáles son los términos 
constantes y cuáles los variables, y representarlos en la for
ma más simple que sea posible. 

4o.- Pasar de la expresi6n diferencial a la expresi6n integral de la 
curva correspondiente, y 

21 
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5o.- Determinar la relaci6n enfre los parámetros de la expresi6n ob
tenida y los momentos de la distribuci6n. 

2.1 LA BINOMIAL ASIMETRICA. 

Si en el caso anterior nuestro punto de partida estuvo en una bino
mial simc§trica en la que "p" era igual a "1-p", en este caso, en que no nos 
interesa obtener una curva continua simétrica sino un sistema de curvas con
tinuas asimétricas, tomaremos como punto de partida una binomial tambic§n asi 
mc§trica (o sea, una en la que p es diferente de 1-p) (Reí'. 2.11) 

En esta f6rmula, se puede suponer --para referencia concreta-- que 
M es el nmnero de dados empleados en una jugada., y que S es el nmnero de los 
que dieron un "seis" mientras M-S es el nmnero de los que dieron una puntua
ci6n distinta de "seis". 

2.11 L a P e n d i e n t e d e 1 a C U r V a A s i m é-
t r i e a. 

Si mediante esta f6rmula se calcula el incremento de las frecuencias 
para una unidad de incremento de la variable, se calcula --tambic§n-- la fre
cuencia media del intervalo y se las relaciona, se podrá obtener, en el segun
do miembro, una expresi6n fraccionaria, en cuyo numerador figurarán variables 
y constantes, y en cuyo denominador (a diferencia de lo que ocurría en el ca
_so anteri~r, en que s6lo figuraban constantes) figuran tambic§n variables y con~ 
tantes. El desarrollo que conduce a este resultado es, en tc§rminos generales, 
el dado por las referencias 2.12 a 2.15. 
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ob-
Al dividir la (2.112) entre la (2.113), el facto+ combinatorio, la 

potencia S de p y la potencia M-S de (1-p) que· son comunes a los segundos 
miembros de ambas expresiones, se reducen a la uni,dad, con 1ci' cual se tiene 
la referencia 2.114. ~ . 

Como puede verse, hemos agrupado los té'rmirios a modo de que .en el 
numerador de la fracción del segundo miembrp sea claramente visible que~xis
te una serie de términos constantes, 1 y Mp(':t-:-P) que, aunque p.nidos por dife
rente signo, también aparecen al principi~en'el numerador, asi como que, en 
la parte final del numerador y en la final,del denominador aparece un término 
variable (un término en S) afectado po~·~,,dos coeficientes distintos (ya que en 
el num~rador, los términos de dicho coeil'ciente, 1 y p(l-p) están unidos por 
el signo más y en el denominador los une el signo menos). 

De acuerdo con lo anterior, si como en casos anteriores, designamos 
por x a la variable, y por a, be, e, a las constantes, podremos escribir (tras 
recordar, por otra parte, lo que hemos dicho anteriormente con respecto a d.E:ü 
ta mayúscula de f(S) sobre f(S+.5)), la expresión 2.1151. 

En este caso, hemos igualado el segundo miembro de la expresión ori
ginal a D y, sobre y, por razones análogas a las que nos movieron a hacerlo 
en el casa anterior. Según esto, la expresión ( 2.112) es la fórmula d·iferen-
cial del sistema de curvas asimétricas que buscamos. ·, .. 

Esta expresión --como la del caso previo-- p.uede ser integrada. Sin 
embargo, antes de integrar vamos a transformar la expre..si6n, a fin de que.tari;:,;.. 
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to ella misma como los resultados que de ella procedan sean más fáciles de ma
nejar. 

La transformación se puede lograr si, en lugar de utilizar los datos 
mismos(x}, utilizamos las desviaciones con respecto a la media aritmética de 
la serie (x-x = d). En este caso, los parámetros serán distintos. Podemos re
presentarlos por a', b', e'. De acuerdo con esto, la expresión diferencial, 
cuando se utilizan desviaciones respecto a la media aritmética, seráHada por 
la 2.1152. 

Si, para simplificar aún más, la expresión resultante, en vez de to
mar desviaciones respecto a la media, en unidades originarias {d) tomamos des
viaciones con respecto a la media en unidades sigmáticas (delta minúscula},los 
parámetros también variarán. Si representamos el parámetro correspondiente de 
a' por-alfa minúscula; por beta minúscula subíndice uno el correspondiente a 
b 1 , la expresión resultante será la 2.114. 

Esta expresión, por su parte, puede resultar más fácilmente integra
bl.e, si substituimos a delta minúscula por D -. {B0jB1 ) como se ha hecho en la 
2.1154. 

Es fácil ver que, en ei denominador del segundo miembro, al multipli
car beta minúscula subíndice l por beta cero sobre beta uno, se obtendrá beta 
cero, con signo negativo, que habrá que sumar a la beta cero de fuera del pa
réntesis, con la que se anula. Con esto, el denominador quedará reducido al pr.2, 
dueto de beta-uno por p (mayúscula). 
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De acuerdo con lo anterior, la expresión (2.1154) puede escribirse 
como en 2.1155, o bien como la 2.116. Esta es la fórmula diferencial del sis
tema de ecuaciones que estamos investigando. 

2.2 LAS CURVAS ASIMETRICAS CONTINUAS. 

2.21 
4 

Fórmula 
Curvas 

I n t e g r a 1 d e 1 
A s i m ~ t r i e a s • 

S i s t e m a de· 

.. Para obtener la forma integral del sistema, bastará con anteponer el 
operador propio de la integración (ese alargada o I mayúscula subíndice x,en 
el primer mimebro~ y ese alargada o I mayúscula subíndice D, en el segundo) a 
los dos miembros de la ecuación. Sin embargo, como en el segundo miembro apa
rece un factor constante, el mismo puede quedar fuera del integrador que afe~ 
tará, por tanto, a la suma de dentro del par~ntesis, como en la referencia 
2.211. 

La integral del primer miembro es conocida: se trata de la derivada 
de una f~tnción, dividida entre la función, la cual es igual al logaritmo de 
la función (o sea, a Ly). En cuanto a la integral que aparece en el segundo 
miembro, se trata de la integral de una suma, que es igual a la integral de 
cada sumando sumada con la integral de todos y cada uno de los restantes (o 
sea, a la "suma de las integrales de los sumandos"); referencia 2.212. 

La integral del primer t~rmino del segundo miembro es igual a D (va
riable de referencia del integrador); la del segundo t~rmino del segundo miem-
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bro es igual a A por el logaritmo de D, puesto que se· trata de una constante 
por el reciproco de la ~unci6n que --como se sabe-- al integrarse, produce el 
logaritmo natural. Según esto, la expresi6n se nos convierte en la 2.213 • 

En esta expresi6n es posible tomar antilogaritmos. 

El antilogaritrno del logaritmo de "y" es "y", en el primer miembro. 

En el segundo miembro, el sumando e se convierte --al tomar antilo
garitmos-- en e (base de los logaritmos naturales) elevado a e, y este ~actor 
lo representamos por Y. 

En el mismo segundo miembro, el otro sumando se convierte en otro ~a~ 
tor. Al tomar antilogari tmos, l sobre beta-uno (que ~igura como ~acto.r en la 
expresi6n logarítmica) pasará a ~igurar como exponente de la antilogarítmica. 
Por su parte, los t~rminos de dentro del par~ntesis representarán, en la ex
presi6n ant~logaritmica, ~actores en ~ez de sumandos: el primer ~actor estará 
constituido por e elevado a D (primer sumando de la logarítmica) y el segundo 
e elevado a A L(D) ·(segundo sumando de la logarítmica) que --a su·vez-- se r~ 
duce a D elevado a la A. O sea, que al pasar de la ~orma logarítmica a la an
tilogarítmica, se obtiene la 2.214. 

Esta expresi6n (2.214) es importante, pues se trata de la ~orma inte
gral del sistema de curvas sim~tricas que estamos considerando. 

En seguida haremos re~erencia a la ~orma de encontrar el parámetro Y 

26 26 
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El Parámetro Y. 

Antes de proceder a encontrar los valores de D y A en términos de los 
momentos, conviene determinar el valor de Y. Para ello, integraremos los dos 
miembros de la ecuación, entre cero e infinito~ La integración, en el segundo 
miembro, puede hacerse dejando a Y fuera del integrador, por tratarsele como 
un factor constante que puede entrar y salir del integrando sin alterarse o al 
terar la expresión (Ref. 2.215). 

Con el fin de poner de relieve la estructura esencial de la integral 
que figura en el segundo miembro, cambiaremos variable. Para ello, haremos •'a D 
igual a menos beta-uno por z. Cuando se cambia variable en una integración: 

27 

lo. Hay que sustituir en el integrando (o expresión afectada por el 
integrador) la antigua variable por la nueva. 
Esto hace que, en nuestro caso: D sobre beta-uno 
se convierta en menos beta-uno por z sobre beta-uno (=-z); 
D elevada a la A sobre beta-uno, en 
menos beta-uno por z, elevado (el producto) ·a la A sobre beta-unoo 
Esto último, a su vez, es igual al producto de dos potencias: 
menos beta-uno elevada a A sobre beta-uno, y 
z a la A sobre beta-uno. 

2o. Hay que multiplicar el integrando por la derivada de la antigua 
variable respecto de la nueva. 
En nuestro caso, habrá que multiplicar por D D qye es igual a z 
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la derivada de menos beta uno por z ( o sea, menos beta-uno). 

Jo.- Hay que cambiar el referente del integr~.dor. 
La integraci6n, en nuestro caso, ya no se harl{ con respecto a D, 
sino con respecto a z, y 

4o. -En caso necesario, habrá que can:biar los límites de la integraci6n. 
Para hacerlo, habrá que sustituir los límites antiguos en la ex
presi6n que da el equivalente de ~a nueva variable en t~rminos 
de la antigua. 
Como, en nuestro caso, z es igual a D sobre menos beta-uno, 
(1) sis sustituimos por D el límite ineerior, cero, obtendremos 
COIJ:lO nuevo límite interior, cero, y · 
(2) si sustituimos por D el límite superior, infinito, se obten
drá, tambi~n, infinito, como límite superioro 

5o.-De acuerdo con lo dicho, la expresi6n se transforma en la siguien" 
te (2.216) 
Si sacamos. fuera del integrador todos los factores constantes, 
tendremos la 2.217. 

El factor integral del segundo miembro de la expresi6n 2.217 es m~y 
característico y bien conocido. 

Se trata de: 

28 
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Una integral 
definida entre cero e infinito 
de un producto formado por 
un factor exponencial 
y otro formado por una potencia 
del simétrico del exponente 
en la que la potencia 
de la exponencial 
es el simétrico 
de la base de la potencia 
que forma el otro factor, 
refiriéndose la integración 

(ese alargada o I mayúscula) 
(o' 00) 

!e elevado a la menos z) 
A sobre beta-uno) 
z) 
-z) 

{signo menos) 
( z) 

a la variable de la que se trata {z, en la parte baja del integrador) 

La función típica que acabamos de describir se conoce, en el cálcu
lo integral, como la función gamma mayúscula del exponente de la variable (A 
sobre beta-uno, en el caso) adicionado, dicho exponente, de una unidado O sea, 
que aquí, se trata de la función gamma mayúscula de (A sobre beta-uno, más 
WIO). 

De acuerdo con esto --si, a más de todo, y para facilitar la escri
tura representamos por R a A sobre beta-uno-- toda la expresi6n previa se 
transforma en la que aparece como referencia 2.218. 

Basta con despejar·a Y de esta ecuación, para obtener la 2.219. 
Con estas dos expresiones genéricas, se tiene andada la mitad del camino. 

29 29 
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2.22 P a r á m e t r o s d e 1 S i s t e m a A s i m ~ t r i e o 
e n T 'e r m i n o s d e M o m e n t o s. 

Para especificar las expresiones gen~ricas (1.214) y (2.219) será nece
sario que, como en el caso previo, encontremos la equivalencia de los parámetros 
en t~rminos de los momentos. 

. 
En el caso anterior, utilizamos momentos con respecto al origen pues 

nuestra expresión diferencial contenía x, o sea, las desviaciones de los datos 
con respecto al origen. Como en este caso estamos tratando con desviaciones si~ 
máticas, nuestros momentos tendrán que serlo con respecto a la media aritm~tica, 
en unidades sigmáticas. De ~í que aparezcan las gammas-minúsculas correspondien
tes. 

'La .expresión general, redu~ida a los t~rminos indispensables para la 
constitución de las tres ecuaciones necesarias y suficientes para el cálculo de 
los tres parámetros (alfa, beta-cero y beta-uno) aparece como referencia 2.220. 

Al sustituir en 2.220 a n por cero, se obtiene la 2.2201; al sustituir 
en la misma ecuaci6n inicial a n por uno, se obtiene la 2.2202, y al sustituir
la por 2, la 2.220J. 

En la 2.220, gamma-cero es igual a uno (por ser el momento sigmático 
de orden cero, que siempre es igual a la unidad). El segundo t~rmino se anula 
por contener un coeficiente cero. El tercero, se reduce a beta-uno por tener 
como factor un momento de orden cero (gamma-cero) igual a la unidad. El segun-

JO JO 
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do miembro es nulo pues el primer momento es siempre igual a cero. El resul
tado aparece en la 2.2204 • 

En la 2.2202, el primer término se anula por ser nulo el primer mo
mento sigmático (gamma-uno) que figura como factor. El segundo, se reduce a 
beta-cero, por valer uno el momento sigmático de orden cero (gamma-cero). El 
tercero se anula por contener un factor nulo (primer momento sigmático, gamma
uno). El segundo miembro se reduce a la unidad, pues el segundo momento sig
mático es igual al segundo no-sigmático (u2 ) entre el cuadrado de sigma (que, 
a su vez, también es igual a u 2 ), según aparece en la 2.2205. 

En la 2.2203, el primer término se reduce a alfa por ser ~l segundo 
momento sigmático (factor suyo) igual a la unidad. El segundo se anula por te~ 
ner como factor el primer momento si~nático (nulo). El tercero se reduce a 3 
veces beta-uno por valer uno el segundo momento sigmático que aparece como ter
cer factor de dicho término. El segundo miembro no se altera (Ref. 2.2206) 

Esos mismos resultados, simplificados, aparecen en las referencias 
2.2207, 2.2208, 2.2209 querr.corresponden a cada una de las tres anteriores. 

En las referencias 2.2210, se designan ciertos valores o combinacio
nes de valores que son frecuentes y que dificultarían la escritura y la lectu
ra, mediante tres literales auxiliares: D.A, R. De ellas: D representa a las 
desviaciones sigmáticas disminuidas por el reciproco de beta-uno (2o22ll); A 
representa a beta-uno menos su recíproco(2.2212) y R al reciproco del cuadrado 
de beta-uno (2.2213) 

31 31 
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2.24 P r o e e d i m i e n t o d e I n t e r p o 1 a e i ó n d e 
1 as e u·r vas A s i m ~ t r i e a s 

De acuerdo con e1 desarro11o que nos conduce a 1as f6rmu1as 1.214 y 
2.219, es posib1e de1inear un procedimiento de interpo1aci6n para este tipo de 
curvas asim~tricas. E1 mismo consistirá, fundamenta1mente, en 1o siguiente: 

2.241 Procedimiento Deta11ado. 

32 

2.2411o.-Ca1cu1ar e1 tercer momento con respecto a 1a media aritm~tica en 
unidades sigmáticas;para e11o, habrá que: 

2.24111 Ca1cu1ar 1a media aritm~tica 

2.24112 Restar1a de cada dato, 
para obtener desviaciones 

<i> 

2.24113 E1evar a1 cuadrado 1as desviaciones obtenidas (d2 ) 
sumar 1os cuadrados, 
dividir 1a suma entre e1 efectivo, y 
extraer 1a raíz cuadrada de1 cociente, 
para obtener 1a desviación cuadrática media ( 4) 

32 
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2.24114 Dividir cada diferencia o desviaci6n 
entre 1a desviaci6n cuadrática media, 
para obtener desviaciones sigmáticas (&) 

2.24115 Elevar al cubo los cocientes {delta), 
sumar los cubos, 

(delta minúscula) 

dividir la suma entre el efectivo, 
para obtener el índice de asimetría 

{gamma minúscula 
sub-índice tres) 

O bien habrá que: 

2.24111 b Calcular la media aritm~tica 

2.24112 b Restarla de cada dato 

2.24113 b Obtener, a pa~tir de las desviaciones, 
el segundo y el tercer moentos 
respecto a la media: 

(segundo) elevando las desvi·aciones 
al cuadrado, 
sumando los cuadrados y 
divid~endo la suma entre el 
·e:fectJ.vo 

{i) 

(d) 

33 
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(tercero) elevando las desviaciones al cubo 
sumando_ los cubos y "'· 
dividiendo la suma 
entre el efectivo (u3 ) 

2.24114 b Dividir el tercer momento 
entre la raíz cuadrad~ 
del segundo momento, 
elevada al cubo, 
para obtener 

2. 2412 Divid-ir el tercer momento sigmático entre 2, 
y cambiarle signo al resultado 

2.2413 Tomar el recíproco de beta-uno y 
restarlo ~e delta minúscula para obtener las 

2.2414 Tomar beta-uno, cambiarle el signo 
y sumarle el recíproco de beta-uno para tener 

2.2415 Tomar el recíproco de beta-uno y 
dividirlo entrA beta~uno, 
para obtener el recíproco del cuadrado, o sea 

(gamma-tres) 

( D) 

(A) 

(R) 
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2.2416 Obtener el valor de Y, 

2.24161 Obteniendo la funci6n gamma de R (en tablas) 
2.24162 Elevando beta-uno a la R. 
2.24163 Multiplicando los dos resultados anteriores 
2.24164 Dividiendo el efectivo entre el producto asi obtenido. 

2.2417 Sustituir el valor de los diferentes parámetros en la f6rmula 
gen~rica del sistema de curvas que nos ocupa 

2.2418 Dar valores a delta, en dicha ecuaci6n (ya especificada mediante 
la sustituci6n de los valores de los parámetros) con el fin de 
obtener los valores te6ricos de las frecuencias. 

2.242 Procedimiento Sint~tico. 

E1 procedimiento'que hemos detallado anteriormente, se puede sinte
tizar como sigue: 

35 

PRIMERO. Hay que calcula~ el tercer momento sigmático, 

SEGUNDO. Sustituir su valor en la f6rmula de beta-uno 

TERCERO Sustituir el valor de beta -uno en las f6rmulas de D,A,R. 

CUARTO 

QUINTO 

Sustituir los valores de beta-uno y R en la f6rmula de Y. 

Sustituir los valores encontrados de los parámetros en la 
f6rmula genérica del sistema de curvas asim~tricas. 

35 

6200
Rectángulo

6200
Rectángulo

6200
Rectángulo

6200
Rectángulo



-- -

1: 

• 

6200
Rectángulo



~'"-.--~~~~===~~~--=--=---=-=-=-:-:-=. ---==-==------------~~-:_;; 
\ 

/ 

1 ~ 

3 E L 
DE 

S U B S I S T E M A D E C U R V A S S I M E T ·R I C A S,, 
LA SISTEMATIZACION PEARSONIANAo 

En el campo de la estadística, es bien conocida la re1aci6n que, por 
lo general, existe entre ciertas distribuciones discontinuas y determinadas 
distribuciones continuas, o sea, entre distribuciones que crecen por incremen
tos finitos y distribuciones que crecen por incrementos infinitamente pequeños 
o infinitesimales (y usamos estos últimos términos, a pesar de su general des
prestigio, por conveniencias de contraste lingüístico). Ya en otro sitio hemos 
tenido ocasi6n de mostrar la forma en que la distribuci6n binomial (disconti
nua) tiende a la normal (continua). En el caso presente, la re1aci6n se esta
blece entre la distribuci6n hipergeométrica (discontinua) y el sistema pearso
niano de curvas (continuas). Para nuestros prop6sitos presentes --con todo-
centraremos nuestra atenci6n en un subsistema de la sistemat-izaci6n general 
de Pearson: el constituido por sus curvas simétricas. Ello, a no dudar1o,-fa
ci1itará el enfoque. 

3 .1 LA CURVA HIPERGEOMETRICA. 

La forma matemática de la distribuci6n hipergeom~trica se establece 
con base en el cálculo de-probabilidades. Una buena forma de aproximarse a su 
expresi6n general por caminos empíricos consiste en tratar de resolver el si
gUiente problema: 

Se tienen n paquetes de barajas, con 52 cartas cada uno de ellos. Se 
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trata de sacar una carta de cada paquete, pero, de tal modo que la carta extraí
da de cada uno de ellos sea diferente de la que se sac6 (o.de l~s que se saca
ron) del paquete (o de los paquetes) previos. Se desea saber icu~l es la proba-

-bilidad que hay de no obtener espadas (o sea, de obtener cero espadas); de obt~ 
ner una, dos, tre.s... ene espadas, de ene paquetes? 

A fin de hacer inteligibles los desarrollos y, al mismo tiempo, con ob 
jeto de evitar presentaciones textuales muy extensas que harían fatigosa la le~ 
tura por lo reiterada {segdn ocurre en presentaciones textuales matem~ticas)re
curriremos a las siguientes convenciones: 

Los paquetes de barajas los numeramos con romanos: I,II,III, IV. 
O se~, _q~e I representa el primer paquete; II, al segundo, etcétera. 

La aparici6n de una espada en un paquete la indicaremos con una "x" c_2, 
locada debajo. del námero romano correspondiente. As!, una x colocada debajo de 
IV significa que en el cuarto paquete se obtuvo una espada7 

La aparici6n de una carta que no sea espada la indicaremos mediante "o" 
colocado debajo del número romano correspondiente. Así, una o colocada debajo de 
II significa que en el segundo paquete se obtuvo una carta que no fue espada. 

3.101 Caso de Un Paquete. 

Caso-límite de la distribuci6n hipergeom~trica es el que se obtiene 
cuando se toma un solo paquete de cartas (referencia 3.101). Con un·paquete de 
cartas, y de acuerdo con las condiciones del problema, es posible obtener: o bien 
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una carta que no sea espada, o bien una carta que sea espada. 

Pa·ra determinar la probabilidad que hay de obtener una carta que no 
sea espada (referencia 3.1010) o sea, para determinar la probabilidad que e~ 
rresponde al esquema en el que debajo de I aparece "o", será necesario divi
dir el total de cartas que no son espadas (39) entre el total de cartas del 
paquete, sean o no espadas (52): o sea, 39/52. 

; ¡~V t:: 91'1 Sjl.C !El 

:; ClCIALEE! 

Para determinar la probabilidad que hay de obtener una carta que sea 
espada, con un solo paquete (referencia 3.1011), será indispensable dividir 
el total de cartas que son espadas (13) entre el total de cartas del paquete 
(52); o sea, 13/52. 

3.102 Caso de Dos Paquetes •. 

Si son dos los paquetes de barajas (referencia 3.102), se pueden ob
tener: dos cartas que no sean espadas; una carta que sea espada y una que no 
lo sea, o dos cartas que sean espadas (referencias 3.1020, 3.1021, 3.1022). 

3.1020 Probabilidad de No Obtener Espadas (o Espadas). 

La posibilidad que hay de que del primer paquete 8e extraiga una car 
taque no sea espada es de 39 sobre 52 (como en el caso anterior). La posibi:
lidad que habria de que sel segundo se extrajera una carta que no fuera espa
da seria también de 39 sobre 52 si esta probabilidad fuese independiente de 
la anterior. Sin embargo, esta posibilidad no es independiente de la anterior. 

39 
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De acuerdo con las condiciones del problema, es necesario que la carta que se 
extraiga del segundo paquete no sea igual a la extraída del p~imero. Esta con
dici6.n significa que una de la cartas del segundo paquete (una de las· 52) es 
como si no existiera, en cuanto es igual a la extraída del primero( o sea que 
de las 52 del paquete, quedan efectivamente, 51). Por otra parte, en cuanto 
la carta extraída del primer paquete no fue espada, es como si de las 39 espa
das del segundo paquete una no existiera, por ser igual a la extraída del pri
mer paquete (o sea, que de las 39 que no son espadas sólo quedan, enforma efec
tiva, 38). De acuerdo con todo lo anterior, la probabilidad que hay de obtener 
del segundo paquete una carta que no sea espada se obtendrá si se divide el to
tal de las cartas efectivas que no son espadas {38), entre el total efectivo 
de cartas (51) o sea, 38/51). Para obtener la probabilidad total, habrá que 
multiplicar entre sí las probabil~dades parciales (39/52) X (38/51). 

3.1021 Probabilidad de Obtener Una Espada. 

Para obtener la probabilidad que hay de sacar una espada de dos paque
tes de cartas, dentro de las condiciones estipuladas {referencia 3.1021), hay 
que comenzar por indicar que existen dos posibilidades. Esta espada o puede sa
lir en el primer paquete o puede salir en el segundo. 

En el primer caso, la probabilidad de obtener una espada del primer pa
quete es igual al total de espadas en el paquete (13), entre el total de cartas 
en el mismo (52); es decir, 13/52. Como en el caso previo, en cuanto las proba
bilidades del segundo paquete están condicionadas por la carta sacada del pri
·mero, de las 52 cartas el paquete, 1 queda anulada por ser igual a la obtenida 
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del primer paquete (de donde, el total es 51); pero, en este caso, la carta~ 
obtenida es espada, y del segundo paquete se obtienen no-espadas; por ello, 
la carta obtenida no afecta al número de las no-espadas que se pueden obte
ner del segundo paquete (ya que ninguna de éstas puede ser igual a la carta 
obtenida del primero). Es decir, que, para el segundo p~~uete, la probabili
dad está dada por el cociente que resulta de dividir 39 tno espadas) entre 
51 (cartas efectivas del paquete), o sea: 39/51. Como en el caso anterior, 
la probabilidad total estará dada por el producto de las probabilidades par
ciales (13/52) X (39/51). 

En el segundo caso, la probabilidad de obtener del primer paquete 
una carta que no sea espada, es igual al total de las que no son espadas(39) 
entre el total de cartas (52): o sea, 39/52. En el segundo paquete, lascar
tas efectivas han llegado a ser s61o 51; sin embargo, el total posible de es
padas obtenibles del paquete no ha dejado de ser 13, puesto que la carta ob
tenida en el otro paquete no era espada. En consecuencia, la probabilidad de 
obtener una espada del segundo paquete {aún dentro de las condiciones del pro
blema) será igual al cociente de 13 (total de espadas) entre 51 (total de car 
tas efectivas, en el segundo paquete); o sea, 13/51. La probabilidad total -
estará dada por el producto de las probabilidades parciales. 

Si comparamos la probabilidades totales de uno y otro esquema, vere
mos que los resultados son los mismos. Esto quiere decir que si la probabili
dad total del esquema primero (I-x, II-o) es (13 x 39) sobre (52 x 51), y 1a 
del segundo (I-o, II-x) es esa misma (39 x 13) sobre (52 x 51), la probabili
dad de que se den indistintamente uno u otro esquema (o sea, la probabilidad 
de obtener una espada de cua1guiera de los dos paquetes} es igual a dos veces 
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la probabilidad que hay de obtenerla de cada uno de ellos en pa'J.\ticu1ar; o sea: 
2 X (13/52) X (39/51) 

3.1022 Probabilidad de Obtener Dos Espadas. 

En el cálculo de 1a probabilidad de obtener dos espadas a partir de dos 
paquetes{referencia 3.1022}, no existe --como en el caso de dos no-espadas obte
nidas de dos paquetes-- sino un solo esquema posible (I-x, II-x). La probabilidad 
total de este esquema la obtendremos en forma parecida a las anteriores. 

En efecto, la probabilidad de obtener una espada del primer p~quete es
tará dada por el cociente que resulta de dividir el total de espadas en el paque
te {13) entre el total de cartas en el paquete (52); o sea, 13/52. La probabili
dad de obtener una espada del segundo paquete está condicionada por la carta ob
tenida del primero, pues de las 52 cartas originales, una queda anulada y, por o
tra parte, como la carta obtenida es una espada, ello quiere decir que de las 13 
cartas posibles que son espadas, urta queda anulada. Asi, la probabilidad del se
gundo paquete se obtendrá·de dividir 12 (espadas efectivas en el paquete} entre 
51 {cartas efectivas en este segundo paquete}, o sea, 12/51. La probabilidad total 
estará dada por el producto de las probabilidades parciales {13/52) x (12)51). 

Como no hay sino un esquema de este tipo, la probafuilidad de todos los 
esquemas posibles en los que se pueden obtener dos espadas de dos paquetes es esa 
misma probabilidad total. O sea, que aquí no se necesita ninguna multiplicaci6n 
ulterior, a diferencia de lo que ocurri6 para las probabilidades de ·una espada a 
partir de dos paquetes, en que huho necesidad de mu1tip1i'car por dos. 
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o sea: 

3ol03 Caso en que se Utilizan Tres Paqueteso 

Cuando se tienen tres paquetes de cartas, se pueden obtener: cero 
espadas, una espada, dos espadas, tres espadas y cuatro espadas (referencias 
JolOJO, J.lOJl, 3ol032, J.lOJJ). 

Si se trata de cero espadas obtenibles a partir de tres paquetes 
(3.1030), se puede observar que s6lo hay un esquema posible (I-o, II-o, III-o) 

Si se trata de una espada ·obtenible a partir de tres paquetes (3.1031) 
se puede observar que la espada puede proceder del primero, del segundo o del 
tercer paquete. De ahí que la probabilidad total obtenida (13/52) X (39/51) X 
(38/50), haya de multiplicarse por 3 (número de esquemas posibles); o sea, que 
así se obtiene: 3 (13/52) X (39/51) X (38/50). 

Cuando~e trata de dos espadas obtenibles a partir de tres paquetes 
( 3olOJ2) esas dos ospad<.:1.s pueden proceder o del primero y del segundo paque
tes (I=x, II-x, III-o), o del primero y del tercero (I-x, II-o, III-x) o del 
segundo y del tercero (I-o, II-x, III-x) .• Es decir 1 que hay tres esquemas 
posibles de obtenci6n de dos espadas a partir de tres paquetes de cartas. Con
siguientemente, la probabilidad total obtenida habrá de multiplicarse por 3 
(como en el caso anterior) por ser también, en éste, tres los esquemas posi
bles a los que puede corresponder esa proabilidad total. 

Finalmente, si se trata de obtener tres espadas a·partir de tres pa
quetes (referencia J.l034) se podrá observar que hay un solo esquema posible 
(I-x, II-x, III-x) y que, por tanto, la probabilidad total pbtenida para el es 
quema no tiene que multiplicarse por ninguna cantidad. 
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J.l04 Caso de Cuatro Paquetes. 

El paso del problema representado por un solo paquete al que repre
sentaba manejar dos paquetes nos sirvió para mostrar la forma en que, en las 
probabilidaes correspondientes a cada paquete, repercutía la condición de ·que 
no se repitiera el tipo de las cartas (condición impuesta por el problema). 
El paso del problema que representa manejar dos paquetes al que representa 
utilizar tres paquetes nos sirvió para subrayar algo que ya estaba presente 
--de modo embrionario-- en el uso de dos paquetes: nos fijamos ahí, particu
larmente, en la posibilidad intermedia (de una espada obtenida a partir de 
dos paquetes). En efecto, fuera del caso en que se trata de obtener cero es
padas o del caso en que hay que obtener n espadas a partir de n paquetes, hay 
no uno sino varios esquemas posibles, pues las n-m espadas que hay que obte
ner pueden proceder, indistintamente, de cualquiera de los paquetes. En tales 
casos, la proababilidad total qué corresponde a cada esquema (y que es igual 
para todos los esquemas en los que interviene el mismo número de espadas) hay 
que multiplicarla por el número de esquemas posibles. 

Es fácil comprender, a esta luz, que ese "número de esquemas posibles 
por el que habrá necesidad de multiplicar la probabilidad total" es el número 
de combinaciones den (núm~ro de paquetes utilizados) en n-m (total de espa
das que se pretende obtener de esos paquetes). 

Con el fin de manejar conjuntamente todos esos elementos, y de poner 
las bases para su generalización, consideraremos --en forma final-- el proble
ma consistente en obtener o, 1, 2, J, 4 espadas a partir de 4 paquetes, dentro 
de las condiciones especificadas al principio (o sea, que una vez sacada una 
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carta de uri paquete, debe eliminarse del siguiente antes de sacar de éste c~~l 
quier carta o, en caso de ser varios los paquetes, que "toda carta sacada de 
los paquetes anteriores se debe eliminar de los otros antes de sacar la carta 
correspondiente"). 

Hacia la obtenci6n de la f6rmula general de la hipergeométrica a par
tir del uso de cuatro paquetes de cartas. Si se usan cuatro paquetes, la pro
babilidad de obtener cero espadas (o sea, de no obtener espadas en ninguno de 
los paquetes) quedaría representada por el esquema formado por las referencias 
3.1040. 

Para determinar la probabilidad total de este esquema, comenzaremos 
por determinar las probabilidades parciales correspondientes a cada uno de los 
paquetes de barajas. Para ello, utilizaremos el concepto segdn el cual la pro
babilidad de que ocurra un acontecimiento (a) de dos complementarios (a y b) 
equivale a la relaci6n matemática de a con respecto a su suma (a+b). O sea, u
saremos la sinonimia entre "probabilidad" y "frecuencia relativa". La "frecuen
cia relativa" es --a su vez-- el cociente que se obtiene de dividir la frecuen
cia absoluta entre el efectivo, o frecuencia total. 

Según esto, las probabilidades por paquete se obtendrán como sigue: 

Como de 52 cartas, 38 no son espadas, la probabilidad de obtener una 
espada del primer paquete es de 38 sobre 52. 

De las 51 cartas restantes (pues una queda invalidada por la condici6n 
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no repititiva del problema) 37 no son espadas; o sea, que la probabilidad del 
segundo paquete es 37 sobre 51. 

De 50 restantes (dos no-espadas invalidadas por la condici6n) 36 no 
son espadas (pues dos "no-espadas" han sido invalidadas); o sea, que la proba
bilidad es de 36 :sobre 50. 

De 49 restantes, 35 son "no-espadas" (pues tres no-espadas quedaron 
invalidadas), lo cual hace que la probabilidad de obtener una carta que no sea 
espada en el cuarto paquete sea de 35 sobre 49. 

Como la probabilidad total es igual al producto de las probabilidades 
parciales, este esquema de distribuci6n de las no-espadas tiene por probabili
dad total la de la referencia final de 3.1040. 

3.1041. Probabilidad de Obtener Una Espada. 

La probabilidad de obtener una espada, de cuatro paquetes de cartas, 
está dada en la referencia 3.1041. En efecto; las probabilidades por paquete 
se· establecieron con base en las siguientes consideraciones: 

De 52 cartas se pueden obtener 13 esp~das. 

De las 51 restantes (12 de ellas espadas, pues la decimotercera o."la 
quincuagésimosegunda ya sali6 en el primer paquete) pueden obtenerse 39 no es 
padas. 

De las 50 restantes (12 espadas y 38 no-espadas, por haber salido la 
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39a. y la 51a. en el segundo paquete) se pueden obtener 38 no-espadas. 

De las 49 restantes' ( 12 espadas y 37 no-espadas por haber salido en 
los paquetes segundo y tercero la 39a. y la 52a. y la 38a.· y 50a.) se pueden 
obtener 37 no-espadas. 

Esto permite escribir las referencias 3.10411 a 3.10414. 

Si se examina la probabilidad total (formada por el producto de las 
probabilidades parciales así obtenidas) se puede observar que su denominador 
{o sea el producto de los denominadores de las probabilidades parciales) es 
el mismo en todos los casos (52 x 51 x 50 x 49 para cuatro paquetes) Referen
cia 3.10415. 

En cuanto a los numeradores, se puede observar que, en la probabili
dad total figuran en ellos los mismos valores (13, 39, 39, 37). Como un pro
ducto no se altera cuando se invierte el orden de los factores, todas esas 
probabilidades específicas se pueden subsumir en una sola expresi6n gen~rica: 
la dada por la referencia 3.10415. 

Como la expresi6n de la referencia 3.10415 se presenta 4 veces (o 
sea, el resultado de las combinaciones de cuatro en uno) la probabilidad de 
obtener una espada de cuatro paquetes de cartas, en las condiciones enuncia
das en el problema, será dada por la ex.presi6n 3.10416 

Fuera de lo ya explicado, en la expresi6n anterior separamos el co
ciente lJ/52 del· resto porque queremos destacar la forma en que las espadas 
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contribuyen a1 tota1 --por una parte-- y 1a contribuci6n que a 1a probabi1idad 
tota1 brindan 1as no-espadas. En 1o que sigue, seguiremos contrastando esas 
dos contribuciones distintas a 1a probabi1idad tota1. 

J.1042 Probabilidad de Obtener de Dos Espadas en Adelante. 

La probabi1idad de obtener dos espadas de 1os cuatro paquetes está 
consignada en 1a referencia de orden 3.1042. En e11as aparecen: 1os esquemas 
posib1es (de1 3.10421 a1 3~10426), su número (3.10427) y 1a probabi1idad to
ta1'de obtener dos espadas (3.10428) 

3.105. Genera1izaciones. 

Representemos por N e1 número total de cartas que no son espadas en 
cada paquete, y por T el tota1 de las cartas (espadas y no-espadas) que con
tiene dicho paquete. En e1 caso de las cero espadas obtenidas de cuatro paque
tes (3.1040), e1 primer numerador, 39, 1o podremos representar, entonces, por 
N; e1 segundo numerador por dicha 1itera1 menos 1 (37 = 38- 1 =N- 1); e1 
tercero por dicho número menos 2 (36 = 38 - 2 =N- 2), y el cuarto, por di
cha 1itera1 menos 3 (N- 3). 

- En forma análoga, en los denominadores ~iguran: el total de cartas · 
(que representaremos por T); e1 tota1 de cartas menos 1 (T- 1); e1 tota1 de 
cartas menos 2 (T- 2); el tota1 de cartas menos 3 (T- 3). 

~a probabi1idad tota1 de no obtener espadas ( o mejor, de obtener 
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no-espadas) en los cuatro paquetes, la podremos representar por el producto 
de N (N-1) (N-2) (N-3), dividido entre el de T (T-1) (T-2)(T-3). 

Un esquema de ese tipo puede aparecer cuatro veces (las combinacio
nes de 4 paquetes tomados de O en O, o de 4 espadas posibles, una por paque
te, tomadas de O en O, o sean cero espadas obtenidas realmente). En este ca
so, no hay sino una combinaci6n posible. 

La probabilidad de obtener cero espadas con cuatro paquetes de car
tas quedará dada por la probabilidad total correspondiente a dicho esquema 
(o sea el cociente mencionado al principio) multiplicado por el número de com 
binaciones que pueden producir dicho esquema (1, que es el valor de 4 cosas -
tomadas de o en o). . 

Si representamos por P el número de paquetes y por S el número de es 
padas obtenidas de los cuatro paquetes, obtendremos la f6rmu1a combinatoria -
(p) S que da, en forma simb6lica, las posibilidades que hay de obtener S espa-
das por P paquetes. 

Un desarrollo semejante al anterior será el que sigamos para 1,2,3 
y 4 espadas. 

Si E representa el total de espadas por paquete, N sigue represent~ 
do el número de cartas que no son espadas, por paquete, y T el total de car
tas en cada paquete, se obtiene la f6rmu1a de la referencia 3.1051. Si hay al
guna duda con respecto a la formaci6n de cada nwnerador y de cada denominador 
de la expresi6n, recu~rdese que, para el ejemplo concreto, E representa 13, N 
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representa a 39 y T a 52. Obsérves, de paso, que 13+ 3.9 = 52, o bien que, en 
términos simbólicos, E+ N= T {como es lógico). 

Pero, el esquema con el que hemos trabajado (referencias 3.1041) no 
es la única manera posible de obtener una espada, ya que esa espada única pa
ra los cuatro paquetes puede aparecer en el primer paquete, en el segundo, en 
el tercero o en el cuarto, según las posibilidades esquematizadas por las re
:n:írencias )~10412, 3.10413, 3.10414. O sea, que hay cuatro esquemas o combina
ciones posibles que equivalen a las combinaciones de las cuatro espadas obte
nibles de los cuatro paquetes tomados de uno en uno {ya que una es la espada 
que aparece realmente en cada conjunto). Para mostrar claramente que la proba
bilidad de una espadá puede obtenerse multip1icando las combinaciones de 4 en 
l (igual a 4) por la probabilidad total recientemente obtenida, ya señalamos, 
en particular, las probabilidades totales de estos cuatro esquemas (parte fi
nal de las referencias 3.10411 a 3.10414) 

Mediante la sustitución de los valores num~ricos por las literales 
representativas, hemos obtenido la probabilidad de sacar.dos espadas mediante 
cuatro paquetes c;.ie cartas, dentro de las condiciones especificadas. En la re
ferencia 3.1052, se pueden reconocer: el factor combinatorio, que indica el 
número de esquemas posibles; un factor fraccionario que permite reconocer ~a 
contribución de las espadas a la probabilidad total, y otro factor --también 
fraccionario-- que representa la contribución4 de las cartas que no son espa
das a esa ·misma probabilidad total. En las fórmulas siguientes (referencias 
3.1053 y·3.1054) se dan las probabilidades de obtener 3 y 4 espadas con 4 pa
quetes. 
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3.106. Obtenci6n de una F6rmula General (independiente del núnero de paquetes) 

Para obtener 1a fórmula general, partiremos de las fórmulas estable
cidas cuando usamos cuatro paquetes: En e11as, podemos observar que e1 denomi
nado:r· de 1a fracción es siempre e1 producto de cuatro factores que decrecen de 
unidad en unidad a partir de T (T, T-1, T-2, T-J), siendo e1 último factor (T-J) 
e1 resultado que se obtiene de restar de T (total de cartas en un paquete) J, 
en este caso en que se ha trabajado con 4 paquetes. O sea, que en general, e1 · 
último factor se obtiene de restar de T, el total de cartas, e1 n~~ero de paque 
tes menos uno (P-1). O sea,que el denominador puede representarse, en genera1,
por: 

T(T-1)(T-2) ••• (T-¡F-i7) 

O, si se ejecutan las operaciones en e1 último paréntesis, e1 deno
minador puede representarse por: 

51 

T(T-1)(T-2) ••• (T-P+1) 

A1 numerador contribuyen dos productos de origen distinto: 

lo.-El producto de los términos que provienen de las espadas que se 
han obtenido, y 

2o.-El producto de los términos procedentes de las cartas que no son 
espadas. 
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Con respecto al,producto que originan las espadas: 

1.-No aparece cuando no hay espadas; 
está formado por un solo factor cuando hay una sola, 
por do·s, si son dos las espadas; por tres, si. son tres, etc. 

2.-Sus factores decrecen de un:i.dad en unidad a partir de E 
(total de espadas), y 

J.-Dichos factores dejan de aparecer cuando 
el sustraendo es igual al número de espadas obtenidas menos 1 
(el substraendo es cero cuando las espadas son 1; 1 cuando son 2; 
2 cuando son J ••• ) 

O sea, que a este primer producto constitutivo del numerador se le 
puede representar por: 

E(E-1) (E-2) •••. (E - ffi-!J) 
o, si. se ejecuta la operac:i.6n del ú1t:i.mo paréntes:i.s, por: 

E(E-1)(E-2) ••• (E- S~ 1) 

Con respecto al segundo producto, se puede observar que al mismo lo 
forman: 
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lo.-Una serie de factores decrecientes de unidad en unidad, a partir 

de N (total de las cartas que no son espadas) y 

2o.-Que termina cuando el sustraendo de.N es igual al número de espa
das obtenidas menos l. 
O sea, que el sustraendo es 3 cuando de las cuatro cartas sacadas 
de los paquetes ninguna es espada; 
es 2 cuando de las cuatro sacadas, una es espada (tres no-espadas); 
es 1 cuando de las cuatro, dos son espadas(y dos no lo son) 
es O cuando de las cuatro, tres son espadas(y una no lo es) 

O sea, que ese segundo factor constitutivo del numerador se puede re
presentar por una serie de factores cuyo minuendo sea N y cuyo sustraendo debe 
ser el número de no-espadas menos 1: 

N(N-l)(N-2) ••• (N-LP-s-i7) 

En esta expresión, P-S equivale al total de cartas sacadas o paquetes 
de los que se sacan (P), menos las espadas que salieron (SO, o sea, el total de 
cartas obtenidas que no fueron espadas. 

De acuerdo con todo lo anterior, la expresión general para la proba
bilidad total de obtener un número S de espadas con P paquetes, cada úno de los 
cuales tenga un total de T cartas de las cuales E sean espadas y N no lo sean, 
estará dada por la referencia 3.1061, en la que se han ejecutado las operaciones 
indicadas dentro del 61timo paréntesis del numerador. 

53 53 

., 

6200
Rectángulo

6200
Rectángulo

6200
Rectángulo

6200
Rectángulo



3.1061 Una expresi6n más compacta de la probabilidad correspondiente a una 
distribuci6n hipergeométrica será la que obtengamos en seguida. En la expre
si6n de la referencia 3.10611, el primer factor 

E(E-l) ••• (E-S+l) 

equivale a tener: 

l. Todos los factores decrecientes de unidad en unidad, desde E has 
ta 1, 

2. Menos todos los factores comprendidos entre {E-S+l) -1 = E-S 
que es el que subseguiría al último) y l. 

Pero, 

l. Decir "todos los factores decrecientes de unidad en unidad desde 
E hasta 1" equivale a tener el "factorial de E", y 

2. Agregar "menos los factores comprendidos de (E-S) hasta 1" vale 
tanto como decir: "dividido entre el factorial de {E-S)" 

En resumen, que este primer factor de la expresi6n 3.1062 equivale 
al factoria;L de E, entre el factorial de E-S {Ref. 3.1063 b) 

El segundo factor de la expresi6n 3.1062 {N(N-l) ••• (N-P+S+l), por· 
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consideraciones análogas, resulta igual al cociente que resulta de d"ividir el 
factorial de N entre el factorial deL{N-P+S+l) - i7 =factorial de (N-P+S). 
Es decir, que el equivalente de este segundo factor del numerador de la refe
rencia 3.1062 estará dado por la ~eferencia 3.1064 

En cuanto al denominador de la referencia 3.1062, se puede escribir 
su equivalente en forma anpaloga, según se ha hecho en la referencia 3.1065 .• 

En la referencia 3.1063 a se ha consignado también la forma en 'que 
puede escribirse, paralelamente a las espresiones anteriores el factor combi
nator~o inicial de la 3.1062 

La substitución de los equivalentes de los diferentesnfactores en 
la expresión original (3.1062) que indica cuál es la probabilidad total de u
na distribución hipergeométrica, nos da una serie de factores fraccionarios, 
de los cuales, el último se explica gracias a la referencia 3.1066 pues el 
factor T(T-l) ••• (T-P+l)·figura en 1á expresión originaria {3.1062) en e 1 
d e n o m i n a d o r. 

remos 

55 

En esta expresión {3.1067) podemos hacer un reagrupamiento. Asocia-

1. el producto de los numeradores de las dos fracciones centrales 
(E tN t) con el denominador de la úl t"ima fracción { Tl), y 

2. el producto de los denominadores de las dos centrales {E-S)t y 
(N-P+S)! con el numerador de la última fracción {T-P)l 
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Así obtendremos la expresión 3.1068. 

Pero, como T. es el total de cartas, este total es igual a E+N (o 
sea la suma del total de las espadas y de las que no son espadas) con lo que 
la expresión anterior se convierte en la de la referencia 3.1069. 

Si se recuerda que cuando se divide el factorial de una suma (por 
ejemplo, el factorial de A) entre el producto de las factoriales de dos suman
dos que la formen (entre el producto de los factoriales de B y de A-B, por e
jemplo), se obtienen las combinaciones de A tomada de B en B, o sea el· factor 

combinatorio<!>· 

Se podrá observar que esto es lo que ocurre con los tres factores 
de la expresión 3.1069. 

Para la primera fracción esto es obvio, pues de ahí se parti6 y a
hí se vuelve: la fracción es el factorial de una suma , P (que es igual a (P-S) 
+S) entre el producto de los factoriales de los sumandos (entre el producto 
del factorial de P-S y el factorial de S). Por lo mismo, es igual a la combi
natoria de P en S, según indica la referencia 3.10691. 

Si se considera que la sgunda fracción es el recíproco de un quebra
do cuyo numerador es el factorial de una suma (E+N) y e1 denominador el pro
ducto de los factoriales de los sumandos (o sea, de los factoriales de E y de 
N), se justificará el que, de acuerdo con la expresión. 3.10692, se escriba co.
mo su equivalente el recíproco de la combinatoria de E-N en E. 
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(o 
que 

Con respecto al tercer factor de la expresipn 3.1069, como T = E+N, se 
puede escribir en él, en el numerador, en vez de T-P, E+N-P, conforme a la refe 
rencia. 

Como se puede ver fácilmente, E+N-P= (E-S}+(N-P+S). O sea, que el fac
torial del numerador lo es de la suma de los elementos que figuran factorializa
dos en el denominador; o bien, que el tercer factor de la expresi6n 3.1069 se pue
de sustituir por la combinatoria de E+N-P en E-S, como lo expresa la referencia 
3.10693. 

De este modo, al ~ustituir los equivalentes dados en las referencias 
3.10691, 3.10692 y 3.10683, se obtiene como expresión de la probabilidad total 
de una distribuci6n hipergeométrica, la consignada --en diferentes formas-- en 
las referencias de la 3.10694 a 3.10696. 

En estas expresiones, los s!mbolos han representado, originalmente: 

P-PaquE:tes, 
S-Espadas por tirada, 
E-Espadas por paquete, 
N-Cartas que no son espadas, por paquete. 

Con fines de memorizaci6n de la última expresi6n, se puede observar 
que si se suman entre sí los elemtos superiores de las dos combinatorias del 
numerador y si se hace lo mismo con los elementos inferiores de dichas combi
natorias, se obtienen --respectivamente-- el elemento superior y el elemento in
ferior de la combinatoria del denominador. 
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"3.11 L a P e n d i e n t e d e 1 a H i p e r g e o m é t r i e a. 

3.111 Las Frecuencias Extremas. 

Comenzaremos por representar por y la probabilidad que hay de obtex 
ner S espadas. La pro~abilidad correspondiente quedará dada al aplicar la f6r
mula de la hipergeométrica, como lo indica la referencia 3.1111. 

La probabilidad de obtener 8+1 espadas en vez de S espadas, la repr~ 
sentaremos por y 1 y su valor quedará dado por la referencia 3.1112. 

X+ 

Al construir esta última f6rmula, debe recordarse que --como se dijo 
anteriormente-- en el caso de la hipergeométrica, la suma de los elementos su
periores de los factores combinatorios del numerador debe ser igual al elemen
to superior de la combinatoria del denominador, y la suma de los elementos in
feriores de los factores combinatorios del numerador debe ser igual al elemen
to inferior del coeficiente combinatorio del denominador. 

Vamos a buscar --en seguida-- el equivalente de y 1 en términos de 
y • Para ello, recurriremos a las propiedades de las combin~Íorias. 

X 

Existe una propiedad de las combinatorias según la cual, si al ele
mento inferior de un coeficiente combinatorio se le disminuye una unidad, el 
resultado no se altera cuando se le multiplica por el cociente que resulta de 
dividir la diferencia de los nuevos elementos entre el antiguo elemento infe
rior. Como para pasar de y 1 a y es necesario que en el primer factor combi-

X+ X 
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{.,· 

natorio del numerador se disminuya una unidad al elemento inferior, la propiedad 
mencionada es aplicable, de acuerdo con lo asentado en la referencia 3.11121. 

En el caso del segundo factor combinatorio de la 3.1112, hay que agre
gar una unidad al elemento inferior E-S-1 para tener el factor combinatorio co
rrespondiente de la J.llll. De acuerdo con otra propiedad de los coeficientes 
combinatorios, si al elemento inferior de uno de ellos se le agrega una unidad, 
el resultado no se alterará siempre y cuando se multiplique por el cocient-e que· 
resulta de dividir el nuevo eleme~to inferior entre la diferencia de los antiguos 
elementos superior e inferior Es así como pu~de asentarse la expresi6n de la 
referencia Jolll22. 

Si se sustituyen los resultados anteriores en la 3.1112, se obtiene la 
equivalencia de yx+l en términos de yx (pie del desarrollo de 3.11122) 

J.112 El Incremento. 

Obtenidos los valores de y 1 
uno a otro, que representaremos por x+ 
llo, restaremos del valor de y 1 el de 

X+ 

y de y , determinaremos el irtcremento de 
"deltaxmayúscula índice y" ( y). Para e-
y • Con esto obtendremos el resultado 3.112. 

X . 

A~ sacar como factor común a y , se obtiene el valor del incremento y, 
en términos de y • x 

X 

J.llJ Frecuencia Intermedia. 

Para obtener el valor de y 1 o y 5 que ha de constituir el denomi-
x+2 x+. 
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nador de l.a pendiente, tendremos que sumar los valores de y y de y 1 (dados 
X X+ 

por 3.1111 y 3.11122 y tomar l.a mitad. El. resultado se consigna en la referen
cia 3,113. 

3.114 La Pendiente. 

Si se divide el. incremento {~y) entre l.a frecuencia intermedia (y 5) 
X+. 

se obtendrá la expresi6n 3.114. 

Como puede observarse, para establ.ecer l.a rel.aci6n e:~:t l.as expresiones 
originarias que l.l.egaron a formar numerador y denominador: se redujeron, dentro 
de los corchets, los enteros con l.as fracciones, quedanco como denominador co
mún de todas las expresiones: (S+l.)(N-P+S+l.). Como dicho denominador aparece tan
to en l.a expresi6n numeradora como en l.a denominadora, acaba por reducirse a l.a 
unidad. Lo mismo ocurre con y eh l.a expresi6n~.l.l.41 puesto que figura como fac
tor del numerador y del. denominador. 

Por otra parte el. .5 ( o f) que equival.e a un denominador 2, en el. de
nominador, puede pasar como factor 2 al. numerador, con l.o cual. se tiene l.a ex
presi6n 3.1142. 

Si se cal.cul.an l.os productos indicados, se obtiene l.a e~presi6n 3.1l.4J. 

- 2 A1 el~inar términos semejantes iguales y de distinto signo (-PS y SP, 
más S y menos S ) en el numerador y agrupar todos los términos que contienen S 
en el. numerador --por una parte-- y en el denominador--por otra-- para sacar es
ta l.iteral. como factor común, se obtiene l.a expresi6n 3.1144. 
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Al sustituir E+N por su valor T, se obtiene la 3.1145. '\~;:> ~ 
·\:.:!.._13 -
~,~ 

La división de todo el numerador entre 2(T+2) equivale a la reducción:wv 1:::;·t¡G 

del. .f'actor 2 a l.a unidad y a la división entre ( T+2), l.o .cual. da, para el. nume- s :Jt<:L 

rador, l.a expresión 3.1146. 

,.115 Simpl.i.f'icación. 

3.1151 Numerador. Si en esa expresión hacemos S = x - f. obtendremos la 3.1151. 
Si agregamos una unid~d, obtendremos la re.f'erencia siguiente en l.a que .f'iguran 
-N y +T. Pero T-N' es igual a E. Si se saca como .f'actor comdn a P y despu~s a 
(E+l) se obtendrán l.as expresiones siguientes • 

. 
En l.a úl.tima de esas expresiones, se puede observar que ex.iste un t~r 

mino en x, y que todo lo restante LfP+1)(E+ll7/ (T+2) todo menos f, se pue~e con 
siderar como un t~~ino independiente de x y que, por l.o mismo, puede refresen
tarse por una l.iteral. de las que se usan com~ente para las constantes a,por 
ejemplo). 

De acuerdo con todo lo anterior, el. numerador de l.a pendiente de la hi
pergeom~trica puede represent~rse por: x + a. 

3.1152 Denominador. Con respecto al. denominador de l.a expresión originaria. trans 
crito con un principio de agrupación (según l.as potencias decrecientes de s), si
se sustituye S por x-f, como en el. caso anterior, se tienen las trans.f'o~aciones 
recogidas en la re.f'erencia 3.1152 • 

De los desarrollos anteriores, se recogen t~rminos en x 2 , t~rminos en x 
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• 

y términos independientes de·x, como puede verse en la referencia 3.11522. 

De acuerdo con todo lo anterior, se pone de manifiesto que el denomina
dor puede expresarse como un polinomio de segundo grado en x; o sea, que si 
designamos por b 2 ,b1 y o0 los coeficientes de las segundas, primeras y nulas • 

potencias de x, el denominador puede quedar representado por b0 +b1 x+b 2x 2 

3.1153 La Pendiente. Si en la expresi6n de la pendiente se sust'~tuyen estos 
valores (~umerador igual a x+a y denominador igual a b0 +b1 x+b2x } , toda la ' 

serie anterior de igualdades desemboca en la referencia 3.1153. 

J.1.154 Forma Diferencial del Sistema de Pearson. 

Como el primer miembro de la ecuaci6n puede representarse por el re
cíproco de y multiplicado por la derivada de y en x, puede considerarse como 

- final ia referencia que hemos designado como J.llO, que, en otra forma expresa: 

1 

y 
Dy 

X 

x + a 
= 

Esta expresi6n debe de considerarse como el pun~o de partida para 
el establecimiento detallado del sistema pearsoniano de curvas de ~recuencia. 
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3.12 P a r á m e t r o s y 
D i s t r i b u e i ó n. 

3.121 Relación Genérica. 

M o m e n t o s d e 1 a 

Comenzaremos por dar a la expresión la ~orma transcrita en la refe
rencia 3.1211~ Al pasar la "y" que figuraba como denominador en el primer mie!!! 
bro, en calidad de factor del segundo miembro, y pasar el que era denominador 
del segundo (el trinomio} como factor del primer miembro, se obtuvo esa expre
sión. 

Si se multiplican ambos miembros por equis elevada a la enésima po
tencia (xn), se obtiene la 3.1212. 

Si se integran ambos miembros de la ecuación, ésta no se altera co
mo lo muestra la 3.1213. En seguida nos ocuparemos, en forma sucesiva, de la 
integración del primero y de la del segundo miembro de esa ecuación. 

Integración del primer miembro.- La integral del primer miembro se 
puede obtener mediante integración por partes. Hay que considerar: 

xn(b0 + b1x + b 2x 2 ) como la primera parte 

y a Dy (derivada de y) como la segunda parte 

6J 

(u} 

(Dv) 

6J 

• 1 ~1 
,¡~¡ 
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De acuerdo con la fórmula para la integración por partes: 

I(uDv) = uv - I vDu 

O sea, que habrá que multiplicar u (la primera parte) por v (inte

gral de la segunda parte,Dv) y restarle al producto la integral de otro pro

ducto (el de la segunda parte integrada, v, por la derivada de la primera par

te, o sea Du). 
En el caso concreto, hay que restar dos resultados: el producto de 

la primera parte xn(b0 + b1 x + b 2x 2 ) por y (integral de la segunda parte, Dy), 

y la integral de la segunda parte integrada (y) por la derivada de la primera 

parte, o sea la derivada de xn(b0 + b1 x + b 2x 2). Es asi como del primer miem

bro se sacan las igualdades de la referencia 3.12131. 
n En el sustraendo de la expresión, se ha multiplicado la x de fuera 

del parántesis por todos y cada uno de los términos de dentro del mismo, antes 

de tomar la derivda. 

Para obtener las derivadas de l.os términos resultantes de esta mul

tipli~ación, en cuanto se trata de productos en los que figuran potencias de 
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la variable, será necesdrio multiplicar cada exponente por el coeficiente, y 
por la variable elevada al exponente disminuido en una unidad (según regla bien 
conocida). 

Pero, si al final de la curva el primer t~~ino (el no sujeto a inte
graci6n) se desvanece, el primer t~rmino de la expresi6n quedará reducido a lo 
consignado en la referencia 3,121314. · 

Al multiplicar por la y de fuera del paréntesis cada uno de los tér
minos de dentro del mismo se obtiene la 3.121315. 

Como se trata del integral de una suma, se puede transformar esa in
tegral en una suma de integrales, como la contenida en la 3.121316. 

En' cada uno de estos términos, hay factores constantes que pueden 
salir del inte~rador sin_alterarse ni alterar la expresi6n. (Se trata de 
nb0 , (n+1)b1 , tn+2)b¿ 

Una vez que se sacan del integrador esos factores constantes, quedan 
afectadas por ~1 expresiones de la forma: 

n-1 
X y, n 

X y ' 
n+l 

X y 

Estas expresiones representan las potencias de los valores de la dis
tribuci6n, ponderadas por sus frecuencias. Las integrales de estas expresiones, 
a su vez, representan "sumas" de potencias o sea, "momentos". 
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De este modo, en la J.l21Jl6, en vez de esos factores integrales de 
los tres términos, se pueden escribir los momentos de orden n-1, de orden n, 
y de orden n+l, que representaremos por mus minúsculas griegas, .afectadas de 
los subíndices correspondienteso De este modo, todo el primer término de la 

""' ecuación originaria se reduce a la referencia antes mendionada. 

Integración del segundo miembro.- Con respecto al segundo miembro 
de la ecuación (referencia J.l21J2), se puede realizar, en primer lugar, la 
multiplicación de los factores de fuera del paréntesis por los términos del 
factor entre paréntesis. 

Pero, la integral de la suma es igual a la suma de las integrales 
de los sumandos (segundo miembro de la referencia) 

En estos términos integrales del segundo miembro de la ecuación, 
se puede reconocer, asimismo, el esquema clásico de los momentos de una dis
tribución. De ahí que los dos términos anteriores se puedan reemplazar por 
los momentos correspondientes, representados por mus minúsculas (tercera 
parte de la cadena de igualdades) 

La restitución de los valores obtenidos a la ecuación, nospermiete 
escribir la 3.1214 que es una fórmula general que rige las relaciones que hay 
entre los parámetros de la pendiente del sistema de Pearson y los momentos de 
la distribución. 

El paso del término en u 1 al primer miembro (con signo contrario) 
y el cambio ulterior de todos los ~ignos de los términos de la ecuación por 
sus contrarios, produce la referencia J.12~5. A ésta se la puede considerar 
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LleS de 
len n, 
daS de 
de 1a. 

. u. .. •. 

como expresión general definitiva de las relaciones entre los parámetros del
sistema pearsoniano y los momentos de la distribución. 

3.122 Valor de los Parámetros de la Expresi6n de Pearson en Términos de los 
Momentos. 

Para encontrar el valor de los parámetros del sistema de Pearson 
en términos de los momentos: 

Primero. Daremos a la n de la expresión 3.1215, en forma sucesiva, 
los valores cero, uno, dos, tres, etcétera. 

Segundo: Formaremos, con la serie de ecuaciones obtenidas (referen
cia 3.1221) un sistema que tendrá tantas ecuaciones como 
incógnitas (parámetros b). 

Tercero: Transformaremos las expresiones a fin de tener momentos 
no con respecto a una media arbitraria sino con respecto 
a la media arimética (no mus primas sino mus) 

Cuarto: Resolveremos el sistem~ resultante. 

Los momentos que fguran en el sistema de ecuaciones dado por la re
ferencia 3.1221, son momentos con respecto a la media arbitraria (mus primas). 
Si esa media arbitraria coincide con la media aritmética, los momentos lo se
rán con respecto a la media aritmética (mus) y, en consecuencia, el primero 
de ellos, de acuerdo con una propiedad bien conocida, se anulará (o sea que 
ui = O si se toma respecto de la media aritmética) anulando··· con ello todos 

41 ; 

6200
Rectángulo

6200
Rectángulo

6200
Rectángulo

6200
Rectángulo



1 
;•• 

1os términos de 1as ecuaciones anteriores en que aparezca. Por su parte, e1 
momento de orden cero --según es sabido-- es igua1 a1. Según esto, e1 siste
ma de ecuaciones de 1a referencia 3.1221 se transforma en e1 sistema de la 
referencia 3.12222. 

Si, además, introducimos 1a modificaci6n consistente en considerar 
1os momentos con respecto a 1a media aritmética, pero no en unidades origina
rias (como hasta ahora) sino en unidades "sigmáticas", 1os momentos no sigmá
ticos se transformarán en momentos siQmáticos (1as mus en gammas) y se tendrán 
así 1as ecuaciones de 1a referencia 3.122J. 

Puesto que, en forma inmediata, 1o que nos proponemos es examinar 
más de cerca s61o e1 sub-sistema de curvas simétricas, tendremos que conside
rar e1 caso en que 1a asimetría es nu1a, o sea aque1 en que 1a medida beta 
índice uno de Pearson {o nuestra gamma minúscula sub-índice tres) vale cero. 
Esto introduce en el sistema 1as transformaciones de 1a referencia 3.1223, 
obteniéndose en último término 1os resu1tados de 1a 3.12232 

De 1a referencia 3.1225 en que se despejan 1os va1ores de 1os pa
rámetros tal y como aparecen en el subsistema de. curvas simétricas de la 
3.1224, se deduce: 

Que a1fa minúscu1a es e1 simétri de beta minúscu1a sub-índice uno. 

Que e1 equiva1ente de beta índice cero es igua1 a -1-3~2 
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Al sustituir en la {3) de 3.1224 el valor de alfa minúscula por su 
equivalente (el simétrico de beta-uno) se deduce que beta índice uno es nula 
y que, en consecuencia, lo es, también su simétrio alfa. _ 

Al. sustituir en (4) de 3.1224 el. equival.ente de beta-cero .se obtie 
ne una ecuación de la que se deduce el valor de beta-dos como el cociente de 
{-y4 + 3) entre (-9 + 5 y4) 

. Al sustituir el valor de beta-dos por su equivalente en el equiva
lente de beta-cero recién asentado, se obtiene como equivalente de beta-cero, 
el cociente que resul.ta de dividir (-2 y4 ) entre (5 y4 - ~) 

Como puede verse, beta-cero y beta-dos (1o.s dos parámetros de orden 
par) son los únicos que se necesitan para especificar el subsistema de curvas 
simétricas. 

3.2 EL SUBSISTEMA DE CURVAS SIMETRICAS. 

La pendiente de la hipergeométrica y la expresión general del sis
tema de curvas de frecuencia en té1~inos de desviaciones con respecto a la 
media aritmética en unidades de l.a desviacipn cuadrática media, quedan dadas 
por l.a expresión de l.a referencia 3.21. DeLta minúscul.a cumple, en la 3.21 
l.a función que x cumplia anteriormente; alfa minúscula la que cumpli~ a mi
núscula; las betas minúsculas, las funciones correspondientes original.mente 
a las bes minúsculas. ' 

69 

6200
Rectángulo

6200
Rectángulo

6200
Rectángulo

6200
Rectángulo



: 
1,'¡ 

' 

i, 
• ;r 

', 

l 

' 'i 
1 

Pero, como beta minúscula índice uno es nu.la en e.l subsistema de + ' curvas sim~tricas según qued6 asentado en .la referencia 3.1225, y a.lfa mi-
núscu.la es asimismo nu.la en dicho subsistema (por ser su sim~trico), .la ex
presi6n se simp.lifica. Ta.l es .la expresi6n derivada, gen~rica de.l subsiste
ma de curvas sim~tricas. 

3.21 La Forma I n t e g r a 1 d e 1 S u b s i s t e m a. 

Si se integra .la expresi6n derivada gen~rica 3.211, y se represen
tan por D .las dos raíces igua.les de .la ecuaci6n que puede formarse con e.l de 
nominador, se tiene .la expresi6n 3.21 • 

La integraci6n de.l primer miembro (derivada entre funci6n) produce 
e.l .logaritmo natura1 de .la funci6n. 

Para .la integraci6n de1 2segundo miembro, hay que c.ansiderar que e.l 
binomio de.l denominador ~o + e2& se puede sustituir por e.l producto de tres 

fact~res: ~2,(A- D)y (~ + D). La integraci6n produce 1/2 ~2 por .la suma de 

.los .logaritmos natura.les de(~+ D) y de (d- D), más .la constante de-integra-

+ Obsé.r,vese. que mientras ·en ese caso tanto nuestro parámetro beta-uno como 
e.l :(ndice de asimetría (.la beta-uno de Pears.on) son nu.los, en e.l caso de 
.las curvas mesocúrt.ica:s que se estudiarán más tarde, nuestro parámetro be
ta-dos no debe confundirse con e.l índice de curtosis {beta-dos de Pearson) 
pues mientras .la curtosis es 3, e.l parámetro beta-dos no tiene que se 3 ne
cesariamente. 
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t e 

ci6n, c. 

Si se toman antilogaritmos del primero y del segundo miembros, se 
obtiene: 

Para el primer miembro, "y", antilogaritmo del logaritmo de y. 

Para el segundo, que es una suma, el producto de los dos sumandos, 
tomados en forma antilogarítmica. De esos sumandos, el segundo es la constan
te de integración que, como antilogaritmo, se convierte en unarnexponencial 
(la base de los logaritmos naturales,e, elevada a la constante). El primer 
sumando de la expresión logarítmica es --a su vez-- el producto de dos fac
tores, de los que el exterior no es logarítmico y el interior si lo es. En 
esas condiciones, su antilogaritmo es una P.Otencia cuyo exponente es el fac
tor no logarítmico (1/(2 62 ). El antilogaritmo del factor logarítmico lo es 
de una suma de logarítmicos que se transforma en producto de expresiones no 
logarítmicas; así, la suma de Log (S + D) y Log (ó - D) se transforma en el 
producto de(~+ D) por (5- D). 

Como el producto de (~ + D) por (~ - D) es igual a la diferencia 
de los cuadrados de S y de D, se puede escribir la fórmula fundamental si
guiente de la referencia 3.21, después de la cual se ha escrito la equiva
lencia de D y la representación que en seguida se hará del exponente 1/(2 p2 ) 
para mayor comodidad (se le representará por a). 

3.211 O b t e-n e i ó n d e 1 P a r'a m e t r o yt e n e l 
S u b s i s t e m a. 

La expresión 3.21 también se puede escribir en la forma dada por 
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la referencia 3.211, si simplemente se divide entre D2 , dentro del paréntesis, 
y se multiplica el resultado por esa misma D al cuadrado, elevada a su vez,al 
exponente a que es el del paréntesis dentro del que se ejecutó la operación. 

Si se integra la expresión resultante, se obtiene el efectivo de la 
distribución que representaremos por la suma (sigma mayúscula) de las frecuen
cias (f) o por Sf. 

La integral debería de extenderse de menos infinito a más infinito, 
pero, como la expresión es simétrica, dicha integral puede sustituirse por el 
doble {a) de la integral que se extienda de cero a infinito. En la expresión 
correspondiente, en vista de que lo límites nos impiden escribir el referente 
de la integración al pie del integrador, hemos seguido el procedimiento habi
tual de indicar dicho referente mediante el factor diferencial (d o) (diferen
cial de delta minúscula). 

Para integrar, cambiaremos variable, conforme la muestra el desarro
llo de la 3.211. 

A la expresión de dentro del paréntesis la representaremos por z, 
y a su potencia de orden a, por z a la potencia a. 

En seguida buscaremos los equivalentes de los l~ites, y del factor 
diferencial del integrando. 

Si sustituimos el equivalente de los límites, del factor diferencial 
y del no diferencial en la expresión inicial que da el efectivo de la distri-
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buci6n, tendremos una nueva integral que podemos caracterizar, en forma analíti-
ca, como. sigue: ~ 

Una integral. 
definida entre cero y uno 
de una variabl.e 
elevada a un exponente constante 
y mu1tip1icada por el complemento a 1 de esa variabl.e 
el.evado,a su vez, ese complemento, a otra constante 
estando referida toda la integral a la variable z 

I) :J O•) 

1-z) 
-1/2) 
dz) 

La anterior es una funci6n típica. Se l.a conoce como funci6n "beta ma
yúscu1a" (B) de l.os exponentes (a y -1/2, en el. caso) incrementados {cada uno 
de ellos) en una unidad. O sea, que se trata de la funci6n Beta de a+l. y de 

(-1/2) + 1. Finalmente, esto significa que todo el integral anterior se puede 
representar por B (a+l, (1/2)) 

Pero, la funci6n beta mayúscula de b y e (en general) es igual a o
tra funci6n característica (designada por gamma mayúscu1a ~)de l.a primera 
constante (b) por l.a funci6n gamma de l.a segunda (e) dividida entre l.a funci6n 
gamma de l.a suma de esas constantes (b+c) 

En el. caso concreto, l.a funci6n Beta de a+l. y de 1/2 se puede subs
tituir por el porducto de gamma mayúscu1a de a+l por gamma mayúscu1a de f, di
vidido ese producto entre gamma mayúscu1a de a+l+f o gamma mayúscula de a+lf. 

La fttnci6n gamma mayúscu1a de f es igual a la raíz cuadrada de pi 
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minúscula (n). De ah! que se pueda hacer la sustitución correspondiente en la 
fórmula del efectivo ( Sf) •. 

Al despejar de esa última fórmula y 1 (pasando su factor constante 
D a la 2a+l como denominador de Sf, e invirtiendo numerador y denominador de 
su factor fraccionario, al pasarlo al otro miembro, se tiene, finalmente, el 
equivalente del parámetro Y' 

3.22 P r o e e d i m i e n t o 
d e U n a C U r V a 
S i m é t r i e o. 

p a r a 
d e 1 

1 a I n t e r p o 1 a e i 6 n 
S u b s i s t e m a 

De acuerdo con los desarrollos anteriores, el procedimiento básico 
para interpolar una curva simétrica del sistema pearsonaiano, consiste, por 
tanto, en: 

3.221 Comprobar que no hay asimetría o que la asimetría es muy pequeña, para 
lo cual conviene calcular el valor de gamma minúscula índice-tres (ter
cer momento sigmático) o sea, el que resulta de dividir el tercer momen
to no-sigmático entre el cubo de sigma (o el que se obtiene al transfor
mar los datos originales en unidades sigmáticas y calcular el tercer mo
mento de estas transformadas). 

3.222 Obtener el valor del parámetro básico gamma indice cuatro (en forma a
náloga) 

3.2223 Sustituir el valor de gamma cuatro en las fórmulas de D.a, y' 
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3o224 Sustituir los valores de los parámetros D, A, y' en la fórmula genérica 
del subsistema de curvas simétricas. 

3.225 Ca1cu1ar 1os va1ores teóricos de 1as frecuencias dando va1ores a de1ta 
minúscu1a en 1a expresión específica de 1a curva recién encontrada. 
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P r o e e d i m i e n t o D e t a 1 1 a d o 
p o 1 a e i 6 n d e un a O u r va 

d e 
S i m 'e t 

I n t e r
r i e a 

Si seguimos el proceso que nos el proceso que nos condujo a nuestras 
diversas f6rmulas, podremos delinear un procedimiento práctico para interpo
lar una.curva del sistema sim~trico. El procedimiento será el s~guiente. 

).241 Procedimiento Detallado. 

).2411 Calcular el cuarto momento con respecto a la media aritm~tica en uni
dades sigmáticas. 

76 

Para ello, se necesitará: 

).24111 Calcular la media aritm~tica 

).24112 Restarla de cada dato, para obtener desviaciones 

).24113 Elevar al cuadrado las desviaciones 
Sumar los cuadrados 
Dividir la suma entre el efectivo 
Extraer la raíz cuadrada del cociente 
para obtener la desviaci6n cuadrática media 

'· 

(~) 

(d) 

(d2l 
(Sd2 

(+Sf 

(6 ) 
(sigma 
minúscula) 
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3.24114 Dividir cada desviaci6n 
entre l.a desviaci6n cuadrática media 
para obtener desviaciones sigmáticas 

3.24115 Elevar a l.a cuarta potencia l.os cocientes 
Sumar l.as cuartas potencias 
Dividir l.a suma entre el. efectivo 
para obtener 

O bien habrá que: 

3.24111b Cal.cul.ar l.a media aritm~tica 

3.24112b Restarla de cada dato 

3.24113b Obtener, a partir de l.as desviaciones(d) 
el. segundo momento con respecto a l.a media 
y el. cuarto 

elevando l.as desviaciones al. cuadrado 
sumando l.os cuadrasos, y 
dividiendo l.a suma entre el. efectivo (Sf) 

!il 
(delta minúscula) 

(~ttl 
(Sf) 

(-y4) 
(gamma-cuatro) 

(i) 

(d) 

( U20 )12) 

(u~ o P4) 
(d ) 

( u2) 
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3.2412 

3.2413 

3.2414 

elevando las desviaciones a la cuarta, 
sumando las cuartas potencias y 
dividiendo la suma entre el efectivo 

3.24114 b Dividir el cuarto momento 
entre el cuadrado del segundo momento 
para obtener el cuarto momento sigmático 

Sustituir el valor de gamma-cuatro 

J. 24121 en la fórmula de beta-cero 

3.24122 en la fórmula de beta-dos 

Reemplazar los valores de las betas 

3.24131 en la fórmula de 

3.24132 en la fórmula de 

Reemplazar D y a en la fórmula genérfca de Y' 

. 3.2415 Reemplazar D, a y Y' en la fórmula genérica de y 

3.2416 Dar valores a las delta-minúscula ( S) en la 
fórmula genérica de y, 

( u4) 

( u4) ( 2 

( 14) u2 ) 

(y4) 

(~o) 

( f¡,J 
"'-

(.~9' e2> 
(D ) 

(a) 

( yr) 

para obtener las frecuencias teóricas de la curva del subsistema simétrico. 
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4. L O S T I P O S P R I N C I P A L E S DE CURVA 
PEARSONIANA. 

4.1 EL SISTEMA PEARSONIANO. 

El sistema pearsoniano de curvas de frecuencia está constituido por un 
conjunto de funciones de distribuci6n, representadas en su forma diferencial 
por la ecuaci6n de la referencia 4.11. 

Las formas o tipos principales del sistema se obtienen cuando el deno
minador es el trinomio de segundo grado,completo (o sea, cuando en el denomi
nador existen tres términos: uno, en equis cuadrada; otro en equis a la prime
ra y un último término en equis a la potencia cero. Lo anterior equivale a de 
cir que se tiene el trinomio de segundo grado completo cuando tanto b subindi 
ce dos como b sub-uno y b sub-cero son diferentes de cero. 

Las formas o tipos transicionales se producen cuando el denominador es 
de segundo grado (o sea, cuando existe término en equis cuadrada, o sea, cuan
do b sub-dos es diferente de cero) pero NO es un trinomio. Esto ocurre: 

79 

O cuando falta el término en equis (o sea, que b sub-uno es igual a cero) 
O cuando fálta el término en equis a la potencia cero ( o sea, cuando 
b sub-cero es igual a cero), 
O cuando faltan ambos términos, en equis y en equis a la cero (o sea 
cuando b sub-uno y b sub-cero son nulos) 

Este último caso puede considerarse como forma o tipo secun
dario del sistema. 

IIIVUTIUQO!m1 

Las formas o tipos decadentes o vestigiales aparecen cuando el denomi- ~~ 
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nador NO es de segundo grado sino que es de grado inferior al segundo {de pri 
mer grado o de grado cero). Esto ocurre cuando no existe término en equis cu~ 
drada ( o sea, cuando b sub-dos es nulo). El denominador puede ser, entonces: 

o un binomio de primer grado bo + b1x 

o un monomio de primer grado b1 x 

o un monomio de grado cero (i.e. una constante) bo 

Las formas vestigiales y transicionales ya han sido objeto de referen
ci.as previas. De ahí que intentemos ocuparnos ahora de -los tipos principales 
de curva pearsoniana. Estos tipos resultan de discutir matemáticamente una e
cuación: la que se forma al igualar .a cero el trinomio de segundo grado, del 
denominador, conforme aparece en la referencia 4.12. 

Los tipos principales de curva pearsoniana se produce~ cuando en la fo~ 
mula de las raíces, reproducida en la referencia ~.1J, el radical es diferen
te de cero. Esto equivale a decir que los tipos pearsonianos principales se pro 
ducen cuando el cuadrado de b sub-uno es diferente del producto que se obtiene
de multiplicar b sub-cero y b-sub dos multiplicado por cuatro. "Diferente", en 
este caso, significa: ' 

80 

1 

1 

! 1 

O diferente en valor, 
O diferente en signo 
O diferente en valor y signo. 

Si b-uno al cuadrado y 4 be-cero be-dos son diferentes entre sí en va-
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lor, aunque sean de igual signo, los t~rminos correspondientes producirán una 
resta distinta de cero. Si los dos t~rminos del sub-radical (que son los que 
hemos mencionado} difieren· en signo (difieran o no en valor}, la resta se con
vertirá en una suma de positivos y, consiguientemente, NO será nula. Si ambos 
difieren entre sí en va1or y signo --conjuntamente-- con dob1e raz6n, 1a res
ta no se podrá anu1ar. 

La anulaci6n de1 radica1 puede producir tipos secundarioso terciarios 
de curva que no estudiaremos aquí para conservar el delineado tan nítido como 
sea posible. 

4.11 D e s e o m p o s i e i 6 n 
F a e t o r e s • 

d e 1 1' r i n o m i o en 

E1 trinomio de segundo grado se puede descomponer en tres factores, de 
1os cua1es: 

81 

1.- e1 primero estará dado por el coeficiente de la segunda potencia 
de la variable (b sub-dos}. Referencia 4.111. 

2.- e1 segundo, por equis menos 1a primera de 1as raíces de 1a ecua
ci6n ( o sea, aque11a én que e1 radica1 aparece con signo posit~ 
vo}. Referencia 4.112. 

3.- e1 tercero, por equis menos 1a segunda de 1as raíces (o sea, la 
raíz en la que el radical va precedido de signo menos} Referencia 
4.113. 
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O sea, que si representamos a b1/( 2b2 ) (b sub-.uno entre dos veces b 
sub-dos) mediante una B {be mayúscula), de acuerdo con la referencia 4.114, 
y al radical dividido entre dos veces b sub-dos por R (erre mayúscula) ten
dremos como representación del trinomio, la fórmula de la referencia 4.115. 

4.12 D i s e u s i ó n d e 1 a F ó r m u l a 

Los tipos principales de curva pearsoniana se relacionan con el va
lor de erre mayúscula (R). Erre mayúscula puede representar un valor real o 
uno imaginario (alternativas compatibles con la condición, ya especificada, 
de que R debe ser distinto de cero). SiR es real, la referencia anterior 
basta y no hay que modificarla para el caso particular. Si R es imaginario, 
la solución anterior se puede especificar como lo indica la referencia 4.121 

Si se desea simplificar, estas fórmulas se pueden escribir como lo 
indican las referencias 4.122 y 4.123. En estas referencias, figura una nue 
va variable (equis mayúscula, X) cuya equivalencia con la antigua (equis mi 
núscuia, x) queda dada por la expresión de la referencia 4.124. 

R, por su parte,válida para ambas expresiones (no ya gen~ricas sino 
específicas) es igual a la raíz cuadrada del VALOR ABSOLUTO de la diferen
cia entre .el cuadrado de b sub-uno y cuatro veces el producto de los otros. 
dos coeficiente b (b sub-cero y b sub-dos) dividida --dicha raíz-- entre el 
doble de b sub-dos. Referencia 4.125. 

Con vistas a los desarrollos ulteriores, en cuanto se ha cambiado va
riable en el denominador (quis mayúscula en vez de equis minúscula, o X en 
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vez de x) conviene hacer un cambio semejante en el numerador. Para ello, se 
puede sumar y restar del numerador, B (be mayúscula) con lo que el denomina
dor no se altera, y, en seguida, se pueden hacer dos substituciones. 

nes. 

4.13 

la.- Equis minúscula más be mayúscula 
se puede sustituir por equis mayúscula 

2a.- Menos be mayúscula (B) más a minúscula(a) 
puede representarse --en cuanto es una 
suma algebraica de constantes-- por otra 
constante (A, po~ ~jemplo) 

(x + B) 
X 

(-B+ a) 

Las referencias de la 4.126 a la 4.129 dan cuenta de estas sustitucio-

I n t e g r a e i 6 n d e 1 a F6rmula 

Con el fin de salir de las relaciones entre derivadas, que quedaron ex
presadas por la referencia inicial, se debe proceder a integrar ambos miembros 
con respecto a la variable x, tal y como queda indicado en la referencia 4 .'1301. 

Como la integral con respecto a equis, de la derivada(respecto a esa 
misma equis) del logaritmo de "y" es el propio .l-ogaritmo de "y" (puesto que 
dos operadores contrarios anulan sus efectos), esl posible escribir la refe
rencia 4.1302. 

Para la integración del segundo miem~ro, procede~emos en forma distinta 
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según que las raíces sean reales o complejas, o sea, según que el radical sea 
real o imaginari; en último término, según que en la fórmula especifica (no en 
la genérica) aparez9a R simplemente, o Ri (erre mayúscula por i minúscula, re
presentación de la unidad imaginaria) 

4.131 Integración cuando las Raíces son Reales. 

Cuando las raíces son reales, se puede tomar como punto de partida la 
expresión 4.126 que, gracias a las sustituciones de las referencia que van de 
la 4.126 a la 4.129, se convierte e~ la 4.1311. 

Para integrar la expresión (Referencia 4.1311), conviene comensar por 
sacar a b sub-dos (que figura como factor _en el denominador) del signo de in
tegración (ya que un factor constante no se altera al entrar o salir del inte 
grador). Por ello, e~ la referencia 4.1312, figura uno sobre b sub-dos como 
factor de la expresión por integrar. 

4.1313 Descomposición en Fracciones Parciales, para Integrar. 

Para in~egrar la expresión que en el segundo miembro quedó bajo el in
tegrador, conviene dividir la fracción total en dos parciales (dos fracciones). 
Estas --según se sabe-- tendrán por denominadores cada uno de los dos facto
res que forman el denominador de la fracción originaria (equis mayúscula más 
erre mayúscula o X + R, por una parte, y equis mayúscula menos erre mayúscula 

o X- R, por otra). Sus denominadores son X+ R y X- R. Sus numeradores se 
determinarán por el procedimiento delineado en la referencia 4.13132, que sub 
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sigue a la igualdad 4.13131. Esta muestra --por su parte-- la equivalencia en 
tre la fracción originaria y la suma de las dos fracciones parciales, cuyos 
numeradores {que hemos designado por las mayúsculas D y E} desconocemos. 

La descomposición produce dos fracciones. Estas tienen por denominado
res: 2R(X+R} y 2R(X-R), y por numeradores (R-A) y (R+A} respectivamente, como 
muestra la referencia 4.13133· 

4.1314 Integración de las Fracciones Parciales. 

Restituido el equivalente de la integral del primer miembro y el de la 
del segundo, se obtiene la 4.1314 , en cuyo primer miembro figura el logarit
mo natural de y, en tanto que en el segundo miembro se encuentra el factor uno 
sobre b sub-dos afectando a la integral de una suma de fracciones. 

La integral de la suma de fracciones se reducirá a la suma de integra
les de los sumandos. Estas integrales, al ser substituidas por sus resultados, 
producirán la referencia 4.13141. 

El segundo miembro de esta última referencia está formado por: 

1.- el factor común {uno sobre b sub-dos) 

2.- un factor binomio en el que los t~rminos son los integrales de 
las fracciones parciales reci~n obtenidas. 

Los integrales de las fracciones parciales, a su vez, son integrales 
de constantes {R-A, en un caso, ~ R+A en el otro} divididas entre variables 
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(X+R, en uno, y X-R en el otro caso) y, por lo mismo, dan como resultado dos 
productos de idéntica estructura en los cuales las constantes aparecen como coe 
ficientes de los logaritmos naturales de las variables, que figuran en el de
nominador respectiva. 

4.1315 Resultados en Forma Antilogarítmica. 

La expresión resultante (4.13141) está dada en forma logarítmico-natu
ral. Para pasar del nivel logarítmico al no-logarítmico, es necesario tomar 
las exponenciales correspondientes al primero y al segundo miembros e igualar 
los resultados. 

l. La exponencial del logaritmo de "y" es e (la base de los logaritmos 
naturales) elevado al logaritmo natural de y. Pero como la base de 
un sistema de logaritmos elevada al logaritmo de una cantidad ("y", 
en el caso), es igual a la cantidad, el primer miembro se reduce a 
"y". 

2.- En cuanto al segundo miembro de la nueva expresión (refer~ncia 
4.l3l5l) será igual a e (baue logarítmico-natural) elevado a todo 
el segundo miembro de la anterior (referencia 4.l3l4l) 
O, también, será igual al producto de tres factores exponenciales, 
constituido cada uno por e.~elevado a cada uno de los tres términos 
del segundo miembro de la 4.13141, según lo muestra la 4.13152. 

4.316 Fórmula cuando las Raíces son Reales. 

Finalmente, por consideraciones análogas a las que se hicieron para el 
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primer miembro, cada factor exponencial del segundo se puede sustituir por 
una potencia. En estas potencias, el factor que aparecía sujeto a logaritma 
ción se convierte en base de la ponencia, y el coeficiente de la expresión 
logarítmica en su exponente. Así, las bases de esas potencias son X+R y X-R 
y los exponentes (1jb2 ) por (R+A)/2R y (R-A)/2R respectivamente. e elevada 

a e (la constante de integración), que formaba el tercer término se puede es
cribir como el antilogaritmo de e o representarse, convencionalmente por ~~ 
que será una constante en cu~nto antilogaritmo de otra constante. De este mo 
do se puede pasar de la 4.1352 a la 4.1Jl5J. 

La expresión resultante nos da las relaciones entre las ordenadas y 
las abscisas de la primera curva principal del sistema pearsoniano (Referen
cia 4.1Jl6). 

4.Jl7 Fórmulas Alternativas del Prime~ Tipo de Curva Pearsoniana. 

Si en la fórmula que acabamos de obtener (4.Jl6) cambiamos signoas a 
los numeradores y denominadores de los dos exponentes, estos se convertirán 
en los que se asientan en las referencias 4.3171 y 4.3172. Al sustituir es
tos valores, se obtiene la expresión de la referencia 4.3171. 

Si en lugar de A ponemos su valor -a-B (4.31720), obtendremos como e
quivalente de A-R y de -A-R las referencias 4.31721 y 4.31722. Podemos recor 
dar, además, que X representa a x-B {4.31723). Estos valores, sustituidos eh 
la ecuación, nos producirán la 4.3172. 

Si en la 4.3172 representamos a -B-R por A índice uno y a -B+R por me
nos A índice dos, podremos escribir la expresión de la referencia 4.3173 por-
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que, en efecto, A-uno más A-dos es gual a menos 2R, como lo muestra la refe
rencia 4.31733. 

Esta forma del primer tipo principal de curva pearsoniana (ecuación con 
origen en la media) se puede obtener directamente al integrar la fórmula ini
cial, en la que el trinomio aparece descompuesto en los factores be-dos, equis 
menos la primera raíz de la ecuación de segundo grado y equis menos la segunda 
raíz de esa ecuación. 

Si en la ecuación 4.3173, agregamos y restamofll "a" a la equis (x) y sus
tituimos a x+a por chi minúscula ( ), podemos representar a A-uno meno a 
(A1-a) por a-uno (a1 ) y a A-dos menos a (A2-a) por a-dos (a2 ) (referencias 
4.J1742 y 4.31743). 

Si se sustituyen los equivalentes~ de las Aes (aes mayúscualas) en A1 +A2 , 

se puede comprobar que su suma es igual a la suma de las aes minúsculas a 1 +a 2 • 

De acuerdo con todo lo anterior, se puede escribir la referencia 4.3174. 

Si en la 4.3174 dividimos la expresión de dentro del primer paréntesis 
~tre a, esto. eq1,1ivaldrá a divir toda la ex.presi6n .entre la potencia de a 1 ele
vada al exponente de dicho primer paréntesis (que, por brevedad, se puede re
presentar por e1 ). Algo análogo podemos hacer con la expresión de dentro del 
segundo paréntesis de la 4.3174, que podemos dividir y multiplicar por a 2, ele
vada al exponente de dicho paréntesis (representable por e 2 ), conforme a la re
ferencia 4.31752. Sustituidos estos valores en la 4.3174, se obtiene la 4.3175. 
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Finalmente, si designamos al producto de ye-uno por las aes elevadas 
a sus exponentes respectivos, mediante la literal y0 (referencia 4 • .31761) ob
tendremos la expresión 4 • .3176, que es la ecuaci6n que representa el primer 
tipo de curva pearsoniana cuando el origen se encuentra en el modo (a esto 
equival.ió, en efecto, el paso de la variabe x a la variable eh que se logró 
mediante la resta de "a", pues "a" es, precisamente, la distancia entre la 
media y el modo). 

4.1.32 Integración cuando las Raíces son Complejas. 

4.1.321 Forma Derivada.- Lo que se necesita integrar, en este caso, en el se
gundo miembro, es la expresión de la referencia 4.1,3211, en cuyo den9minador 
figuran dos factores complejos. En efecto, en cada uno de esos factores exis
te un término real (equis mayúscula, X) y uno imaginario (Ri, afectado de si~ 
no más en uno de ellos, y de signo ~enos en el otr~ i es la unidad imagina
ria, igual a la raíz cuadrada de menos uno (i = ,(- 1) 

Si se multiplican estos factores del denominador de 4.1.3212 (que son 
complejos conjugados) se obtiene una2SUMA de cuadrados de las partes reales 
{cuadrado de las equis mayúsculas, X ) y de los coeficientes de las ~artes 
imaginarias {cuadrado de las erres mayúsculas, coeficientes de Ri)(R ). En 
caso de duda respecto de este resultado puede ejecutarse2la m~~iplicación de 
X + ~i-por X- Ri y sustituir en el producto obtenido (X - R i ) el valor 
de i o sea, del cuadrado de la raíz de menos uno (que es, por supuesto, i
gual a menos uno) 

4.1,322 Integración.- Para integrar, recordamos la anulación de las influen-
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cias de integrador y derivador cuando se aplican a la misma funci6n y se re
fieren a la misma variable, en el primer miembro. Esta anu1aci6n reduce el 
primer miembro al logaritmo natural de y. 

En el segundo miembro, a más de sacar al factor constan~e 2/b2 del in
tegrador, descompusimos la fracci6n del integrando X+A sobre X +R en dos frac-

ciones de igual denominador (X2+R2 ) y cuyos numeradores fueran los términos de 
la originaria: X.numerdor de la primera, y A, numerador de la segunda, después 
de lo cual, a cada fracci6n resultante la afectamos del integrador, como regis
tra la referencia 4.13221. 

La integral de la primera fracci6n no es de una variable X (equis mayús
cula) dividida entre la suma_del cuadrado de la misma y el cuadrado de una cons 
tante. Esta equivale al logaritmo natural del denominador dividido (el logarit~ 
mo) entre dos, exponente de la variable en el denominador. 

El integral de la segunda fracci6n no es de un quebrado cuyo denominador 
está formado por una suma de cuadrados de variable y constante, y cuyo numera-. 
dor --a diferencia de lÓ que ocurri6 en la fracci6n anterior-- es NO una varia
ble, sino una constante. La constante del numerador puede salir del integrador. 
El resto es una integral bien conocida que produce el arco cuya tangente está 
dada por un cociente: e1 que resulta de dividir 1a viariable y la constante 
que figuran en el denominador, debiendo dividirse el arco cuya tangente es ésa, 
entre la constante del denominador. Esto explica el resultado 4.13222. 

4.1323. F6rmula Cuando las Raíces son Complejas.- Para pasar de la expresi6n 
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logarítmica a la dada en números naturales, s6lo hay que tomar los antiloga
ritmos de la misma base (o sea, ·hay que exponenciar). El logaritmo del primer 
miembro, exponenciado, se reduce a y. En el segundo miembro, el factor corres
pondiente a la constante de 4.1323 lo podemos representar por y 1 • El término 
logarítmico del segundo miembro se convierte en ~a potencia. En ella, la ex-

presión que aparecía sujeta a logaritmaci6n (X 2+R2 ) aparece como base, y el 
que aparecía como su coeficiente (l/(2b2)) aparece como su exponente. Por úl-

timo, el~egundo tár.mino del segundo miembro, que no está afectado por el lo
garitmador, equivale a una ex.ponencia en la que el tármino al que nos referi
mos aparece como exponente de e, base de los logaritmos naturales, según se 
expresa en la 4.1323. 

4. 2 FORMULAS DE LOS PARAMETROS. 

Para encontrar los valores de los parámetros de las f6rmulas con las 
que hemos venido trabajando, necesitaremos cuatro ecuaciones simultáneas con 
cuatro incógnitas, pues son cuatro los parámetros elementales de la ecuaci6n 
principal de Pearson (a, b9 , b1 Y b 2 ) 

Estas cuatro ecuaciones con cuatro inc6gnitas se ~ueden obtener a par
tir de referencias análogas a las 3.1221 si las ecuaciones anotadas en ellas 
se reducen a modo de que s6lo contengan los.tár.minos en los que figuren los 
parámetros elementales a, b0 , b1 y b 2 y si, por otra parte, se eligen s6lo 

las cuatro primeras ecuaciones. 
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Elegidas las cuatro primeras, y reducidas a hlodo de que contengan s6lo los cu~ 
tro primeros términos, las ecuaciones resultantes se simplifican si en vez de 
tomar los momentos con respecto a una media arbitraria, se toman los momentos 
con respecto a la media aritmética. Con esto, se anulan todos los términos en 

·los que figura el primer momento, y se reducen a la unidad todos los momentos 
de orden cero que figuran en estas ecuaciones. 

4.21 Sistema Simplificado de Ecuaciones.- Las ecuaciones de la referencia 4.21 
constituyen un sistema de cuatro ecuaciones simultáneas con cuatro inc6gnitas 
~os parámetros a, b0 , b1 Y b 2). 

4.22 Des:geje y Simplificaci6n.- Si se d~speja al parámetro "a" de la 4.211, se 
obtiene la 4.221. Al despejar a b sub-cero.de la 4.212 se obtiene la 4.222. 

La refer"'M:lcia 4. 221 expresa' así' que el parámetro "a" no e S sino el si
métrico del parámetro b sub-uno (es igual a él, pero de signo contrario). La 
4.222 da el equivalente de b sub-cero en términos del segundo momento central 
(m~ sub-dos) y del parámetro b sub-dos. 

La sustituci6n de a por su equivalente (menos b sub-uno) y la reducci6n 
de los dos primeros términos semejantes de la 4.213, permite escribir la 4.223. 

La sustituci6n de los parámetros a y b sub-cero por sus equivalente to
mados de 4.221 y 4.222 en la ecuaci6n 4.214, produce la 4.2241 que, por reduc
ci6n de los términos semejantes en b sub-uno y b sub-dos produce las 4.2242 y 
4.2243 que, finalmente, mediante el paso de "menos tres mu sub-dos al cuadrado" 
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(-3 u 2
2 ) al segundo miembro, produce la 4.232. 

4.23 Sistema de b y b .- Las ecuaciones 4.223 o 4.231 y 4.232 forman un sistema 
de dos ecuaciones~con aos incógnitas (los parámetros bl y b2) 

4.24 Solución. Para resolver el sistema, recurriremos a determinantes. 

4.241 El valor de b sub-uno está dado por una fracción cuyo denominador es el 
eliminante del sistema (formado por los coeficientes de b sub-uno y b sub-dos, 
tomados en su orden, y cuyo numerador es el detenainante obtenido de sustituir 
en el eliminante los coeficientes de b sub-uno por los términos independientes 
( o se~, de sustituir 2 mu sub-dos y 3 mu sub-tres por menos mu sub-tres ~ 3 
mu sub-dos al cuadrado menos mu sub-cuatro (2 u 2 y 3 u 3 por - u 3 y 3 u 2 - u 4 ) 

(Referencia 4.2411) 

4.242 Valor de b1 .- Sustituidos los determinantes por sus valores en la 4.24111, 
reducidos los términos semejantes del numerador de la 4.2412, tras de sacar a 
mu sub-tres como factor común del numerador, se obtiene la expresión 4.2413 
que da el valor del parámetro b sub-uno. 

Valor de b .- Para obtener el valor del parámetro b sub-dos, se recurre 
al mismo eliminante; o sea, que el denominador será igual al del parámetro b 
sub-uno. Como numerador de la fracción correspondiente, se utiliza el determi
nante que resulta de sustituir los coeficientes de b sub-dos (parámetro que se 
busca) por los términos independientes (que ahora aparecen en la segunda colum
na), según muestra la referencia 4.2421. 

Sustituido el determinante del numerador por su valor, se obtiene la ex-
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presi6n 4.2422 en la que D representa el valor de la re~erencia. 

4.243 Valor de a.- Obtenidos los valores de b sub-uno y de b sub-dos, el valor 
del parámetro "a" se obtiene ~ácilmente, pues ya hemos encontrado que es el si
métrico de b sub-uno; o sea, que será igual al valor de 4.2413 a~ectado de sig
no negativo, según aparece en la 4.243. 

4.244 Valor de b .-El valor de b sub-cero, transcrito de la 4.222, se consig-
na en la 4.2441. ea substituci6n de b sub-dos por su valor encontrado en la 4.2422, 
produce la 4.2442. 

· Al ejecutar la suma de dentro del paréntesis, se obtiene la 4.2442 que, 
mediante la reducci6n de sus términos semejantes (eliminaci6n de los términos 
en mu sub-dos al cubo, por tener el mismo coe~iciente 1118" y signos opuestos) 
produce la 4.2444 en la que está consignado el valor del parámetro b sub-cero 
de la ecuaci6n de Pearson. 

Los valores de los cuatro parámetros elementales aparecen debidamente sub
rayados en el formulario correspondiente. 

4. 3 OBTENCION DEL PARAMETRO yr 

El parámetro y 1 del sistema pearsoniano procede, como puede recordarse, 
de la constante de integraci6n. Dicha constante de integraci6n --cuando se pas6 
se las expresiones logarítmicas a las expresiones naturales-- se convirti6 en el 
exponente de un factor exponencial cuya base era e. De este modo, si a la cons
tante de integraci6n la representamos por e, y' es igual a e (base de los loga
ritmos naturales) elevada a la C. 
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El valor de e a la C o de y' se determina fácilmente si se considera 
que la integral del segundo miembro de la ecuaci6n pearsoniana ea. igual a la 
suma de todas las probabilidades, y que la suma de éstas, en una funci6n de 
distribuci6n, es igual a 1; o que la suma es igual al efectivo de la distri
bución. De ahí que sea factible obtener, para cada curva del sistema· pearso
niano, un valor de y' que procede de: 

lo.- la integraci6n del segundo miembro de la ecuaci6n correspondiente 

2o.- la igua1aci6n de esa integral con el ef'ectivo de la distribuci6n, 

3o.-e1 despeje.de y' de la expresión resultante. 

4.31 Obtenci6n de yt cuando las raíces son reales. 

Si, con fines de simp1ificaci6n, representamos los exponentes que fi
guran en la expresi6n 4.; por m (eme minúscula) y M (eme mayúscula) respecti
vamente, tendremos fácilmente la igualdad de la referencia 4.310. 

4.311. Simplificación.- Al integrar ambos miembros de la 4.310, se obtiene, 
en el primer miembro, la suma de las frecuencias o efectivo de la distribu
ción. En el segundo miembro se tendrá la integral de un producto de tres 
factores& uno de ellos, constante (y 1 ) y dos de ellos variables (o sean los 
binomios X+R y X-R elevados respectivamente a las potencias m y M). Figura, 
además, un factor diferencia~ (dX) que indica cuál es el referente de la in
tegraci6n. Esta integral tiene --además-- como límites, +R y -R, como se in
dica en el integrador de la referencia 4.3111. 
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Como y' es un f'actor constante, puede entrar o salir deliintegrador de 
la 4.3111 sin alterarse. Es por ello por lo que, al sacarlo del integrador,se 
pudo escribir la ref'erencia 4.3112. 

4.J12 Cambio de Variable.- Si igualamos (R+X)/2R a Z {erre más equis mayúscu
la sobre el duplo de R, igualdado a z) conf'orme lo indica la ref'erencia ~.31211, 
al despejar sucesivamente a R+X y a X, obtenemos las equivalentes 4o31212 y 
4.Jl21J. La dif'erencial de esta última nos produce la 4.31214. Finalmente, para 
obtener la 4.31215, sumamos y restamos R a X-R (que, por lo mismo, no se alte
ra); pero, como R+X es igual a 2RZ, es posible escribir, como tercer eslab6n 
de la cadena de igualdades, "RZ - 2R que, al sacar como f'actor común a 2R, pro 
duce, como último eslab6n de lakadena, 2R(Z-l)o -

Si a la 4.Jl2 la transf'ormamos en 4.3122, no se altera. En ef'ecto, la 
inversi6n del minuendo y el substraendo del paréntes X-R, que se convierte en 
R-X, equivale a la multiplicaci6n del paréntesis por -1, o sea, a la multipli
caci6n de la potencia correspondiente por f-1) elevado a la potencia M. Este 
es el f'actor constante que afecta al integrando y que puede salir del integra
dor. En la 4.3122, lo hemos hecho salir, sin producir modif'icaci6n. 

Para poder hacer la sustituci6n correspondiente en la 4.311, cambiare
mos signos en la 4.309 y,de este modo, obtendremos la 4.310. 

La sustituci6n de la antigua variable X, por la nueva variable Z, impo
ne un cambio en los límites de la integralo Para calcular los nuevos límites, 
tomaremos la 4.31211 y sustituiremos en ella X por R, límite superior; al des
pejar a Z, de acuerdo con la 4.31213, tendremos como nuevo límite superior 1. 
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En forma parecida, si en la 4.31213 tomamoes, en vez de X, el antiguo 
límite inferior -R, la sustitución produce como nuevo límite inferior, cero. 

Si en la 4.3122 se sustituyen X+R y R-X por sus valores, obtenidos en 
las expresiones anteriores, se obtiene la expresi6n 4.J12J, en donde aparece 
también el valor 2Rdz tomado de la 4.31212, equivalente del antiguo diferen
cial (dX). Los límites de la integral son los recién calculados: O y l. 

4.313 Resultados del Cambio de Variable.- En la 4.3123, figuran en el inte
grando varios factores 2R elevados a diferentes potencias (m, M, 1). Todos 
estos factores se pueden agrupar si se toma 2R y se eleva a la suma de los 
exponentes m+M+l. El resultado se consigna en la 4.3131. Como 2R elevado a 
(m+M+l) es un factor constante, puede salir del integrador sin-alterarse. 

4.3132 En Términos de Beta. 

4.3132 Definici6n de la Funci6n Beta.- Por definici6n, el nuevo integral en
tres O y l de z a la m por (1-z) a la M, por dz, se conoce como la funci6n 
Beta mayúscula (B). En efecto, esta funci6n se caracteriza por: 

97 

l.-Ser una integral definida, 
2.-cuyos límites son cero y uno, 
J.-cuyo integrando está formado por tres factores: 

a.-el primero de los cuales es una variable potenciada, 
b.-el segundo de los cuales es el complemento aritmético de dicha 

variable, elevado a una potencia distinta a la del primer factor, 
c,-el tercero de los cuales (referente} es el diferencial de la variable. 

97 

• 

6200
Rectángulo

6200
Rectángulo

6200
Rectángulo

6200
Rectángulo



La especificación de la función beta mayúscula se nace mediante la meg 
ción de los exponentes a los que están elevados: la variable --por una parte-
y su complemento aritmético --por otra-- adicionados, cada uno de ellos, de u
na unidad. Hacia este llama la atención la referencia 4.31321 que nos permite 
que escribamos como equivalente de la 4.3131 la 4.31322, en donde aparece la 
función beta mayúscula de m+l y M+l. 

4.314 Despeje de Y'.- Si se despeja a y', de la expresión 4.31322, se obtiene 
la 4.3141, en la cual aparece el efectivo en el numerador de una fracción, en 
tanto que el otro factor fraccionario está dado por el recíproco de la función 
beta mayúscula de (m+l) y (M+l). 

Existe otra función conocida como la función gruruna mayúscula, cuyas re
laciones con la función beta mayúscula quedan dadas por la expresión 4.3142. 
De acuerdo con ella, la función beta mayúscula de dos cantidades A y B, es i
gual a la relación que e~te entre el producto de las ~unciones gamma mayúscu
la de cada una de ellas, y la función gamma mayúscula de la suma de esas dos 
cantidades. 

La sustitución del equivalente de la función beta mayúscula de (m+l) y 
de (M+l) será, por tanto, el cociente que resulta de dividir la gamma mayúscu
la de m+l multiplicada por la gamma mayúscula de M+l, entre la gamma mayúscula 
de (m+l) + {M+l), o sea, entre la gamma mayúscula de m+M+2. 

Como la función beta mayúscula figura en el denominador de la expresión 
4.3141, en la 4.3144 (obtenida por sustitución del valor de la función de beta 
en términos de las funciones gamma) aparecera en el numerador el producto de las 
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4.323 Tercer Cambio.- Si la tangente de al@'a es igual a equis sobre erre, se 
gún la 4.3231, al despejar a quis mayúscula se obtiene la 4.3232. Al diferen~ 
ciar los dos miembros de la 4.3232, se obtiene la equivalencia del diferencial 
de equis mayúscula (X) en la 4.3233 que, en cuanto diferencial de una constan
te por una funci6n, es igual a la constante )R) por la diferencial de la fun
ci6n (que, en este caso, es la tangente de alfa) (referencia 4.3234). 

Como la diferencial de la tangente es el cuadrado de la secante por la 
diferencial del arco, se puede escribir la 4.3241 que, en cuanto se considera 
que la secante es la reciproca del coseno, se transforma finalmente en la 4.32342. 

4.324 Cuarto Cambio.- Si integramos la 4.3235, obtendremos como primer miem
bro el efectivo de la distribuci6n y, como segundo, la integral de una serie 
de factores; de éstos, los dos primeros y" y R son constantes y pueden salir 
de la integral. La integral del resto tiene por integrando la potencia 2n de 
la secante de alfa,"e"elevado a ene mayúsc;:ula alta, y el equivalente de la 
diferencial de equis mayúscula tomado de la 4.3232. La integral se extiende 
desde "menos pi sobre dos" a "pi sobre dos". 

De la 4.3235, se puede pasar a la 4.340, sacando a R (del integrando) 
fuera del integrador, lo cual es posible por ser constante. Dentro del inte
gral, como la secante de ~ ángulo es el reciproco de su coseno, se puede sus
tituir la potencia 2n de la secante por la potencia "menos 2n" del coseno. Por 
otra parte, el coseno cuadrado, que aparece en el denominador en 4.32401, se 
puede cons~derar como la potencia 11menos dos" del coseno. Al efectuar la multi
plicaci6n de los cosenos del integrando de la 4.3217, se obtiene la potencia 
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func-iones gamma de (m+l) y (M+l), y en el denominador la función gamma de(m+M+2) 
Esta última expresión nos da, f.inalmente, el valor del parámetro· y 1 para el ca
so de la expresión de Pearson en el que las raíces son reales. 

4.32 Obtención de y 1 cuando las raíces son complejas. 

Transcribimos la fórmula del caso en la referencia 4.3211, en la que n y 
N representan las expresiones de las referencias 4.3212 y 4.3213. 

4.321. Primer Cambio.- Si dividimos el binomio del paréntesis ent2e R al cuadr~ 
do, esto equivaldrá a dividir la potencia correspondiente entre R elevada a la 
potencia n, O sea, que equivale a dividir entre R a la 2n. Para que la expresión 
no se altere, será indispensable multiplicar por esa misma cantidad {por R a la 
2n) como se inidica en la 4.3214. 

4.322 Segundo Cambio.- Si al "ángulo cuya tangente es equis mayúscula sobre erre 
mayúscula" lo representamos por alfa minúscula, como lo indica la 4.3221, "equis 
mayúscula sobre erre mayúscula" será igual a la tangente de alfa minúscula (refe
rencia 4.3221). 

La sustitución de los valores de la 4.3221 en la 4.3214 permite escribir 
la 4.32221. En ella la suma de 1 y de el cuadrado de la tangente de alfa es i
gual a la secante cuadrada (4.32222). La referencia 4.3223 da el equivalente del 
otro exponente :"ene mayúscula por el arco cuya tangente es equis entre erre". 

Las sustituciones correspondientes, en la 4.3214, nos permiten escribir 
la 4.3224 y la 4.3225. 

lOO lOO 
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(-2n- 2), conforme aparece en la 4.J2402. 

Si el ángulo alfa se sustituye por su complemento (que designaremos 
por beta minúscula) se producen las transformaciones marcadas con las refe
rencias 4.3241 y 4.3242 que producen 4.3243. Al pasar de la 4.3243 a la 
4.]244, se sacó a "e"(base de los logaritmos naturales) elevada a "ene mayús_ 
cula por pi sobre dos" fuera del integrador (por tratarse de una constante). 

En la 4.J245, el producto de este valor por y"'se representó por yiv 

A la integral se la representó ·como una función de los exponentes (menos dos 
ene minúscula menos dos, y ene mayúscula). Esta última transformación es con 
veniente porque ya hay tablas calculadas para dicha función. 

4.325 Fórmula de Y1 cuando las Raíces son complejas.-

Al despejar a y cuarta (yiv) se obtiene la referencia 4.325. Esta, en 
conjunción con las igualdades que relaciona a y cuarta con y tercera o tripri
ma (y1 v y y"') a ye triprima con ye biprima (y") y a ye biprima con ye prima 
(y 1 ) permiten el cálculo de esta última cuando las raices de la ecuación pear
soniana son complejas. 

4.4 PROCEDIMIENTO PARA LA INTERPOLACION DE LOS DOS TIPOS PRINCIPALES DE CURVA 
PEARSONIANA. 

El procedimiento de interpolación de los dos tipos principales de cur
va pearsoniana, útiles para la descripción estadístico social de muchas distri
buciones concretas consiste en los siguientes pasos: 

101 101 
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4.41.- Se calculan los momentos con respecto a 
la media aritmética 

4.42.- Se sustituyen los valores encontrases 
en las fórmulas de los parámetros de 
Pearson 

4.43.- Se calcula el cuadrado de be sub-uno 

y, por otra parte, el producto de cuatro 
por be sub-cero por be sub-dos 

y se comparan los resultados para determinar 
si es el primero o ~1 segundo tipo principal 
el que ha de emplearse. 

4.44.- Mediante la sustitución de los valores de 
los parámetros 
en las fórmulas correspondientes, se 
calculan 
as{ como yt, en el primer tipo de curva; 
se calculan 
así como y 1 , en el segundo tipo de curva. 
En el segundo tipo, yt implica el cálculo 
directo de--~----------------------------
y, por pasos sucesivos, los de 

4.45.- Sse sustituyen estos valores en la fórmula 
del tipo principal de curva pearsoniana 
que se haya elegido. 

{a,b0 ,b1 ,b2 ) 

(R, m y M) 

(R, n y N) 

{yiv) 
(Y"", Y", Y') 

102 
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4.41 Procedimiento Práctico para la Interpolaci6n de una Curva Pearsoniana 
del Primer Tipo Principal. 

Un procedimiento práctico para el éalculo del primer tipo principal de 
curva pearsoniana es el siguiente: 

103 

4.411.-Calcúlense los valores 
del tercer momento sigmático (gamma-3) 
y del cuarto momento sigmático{gamma-4) 

4.412.-Sust.itúyanse esos valores en la f'6rmula de 
B2 (que es más práctico escribir simplemen-

te como B) (B) 

4.413.-Calcúlense,' sucesivamente, los siguientes 
valores, agregando al resultado anterior 
2 unidades 
3 unidades 
4 unidades 
y elevando nl cuadrado el último valor 
encontrado 

4.414.-Sustitúyanse esos valores en las f'6rmulas 
de la suma de las aes, 
de las es o sean los exponentes 
y de y 

o 

¡B+2l B+3 
B+4 

(B+4) 2 

103 
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4.415.- Sustitúyanse los valores de las aes, las es 
y y0 en_la ecuaci6n del primer tipo de curva 
pearson1ana e o n o r i g e n e n 
e 1 m o d o • 
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T I P O S P A R T I C U L A R E S. 

5.i El Subsistema de Curvas Mesocúrticas. 

Así como reconocimos anteriormente la existencia de un sub-sistema simétri 
co, dentro del sistema pearsoniano de curvas, podemos reconocer también, dentro 
de esta sistematización, la existencia de un subsistema mesocúrtico. 

2 
El subsistema simétrico ha aparecido cuando gamma-tres al cuadrado (y3 ) 

(o sea la beta-uno de Pearson, ~1 ) ha sido nula. 

El subsistema mesocúrtico aparecerá cuando gamma-cuatro (y4 ) (o sea la be

ta-dos de Pearson, ~2 ) sea igual a J. 

Aquí nos ocuparemos de las curvas mesocúrticas del primer tipo. La deriva
ción de la fórmula específica para ellas es igual al proceso de derivación de 
la fórmula genérica. Para ser más consecuentes en la simbología, puesto que con
viene usar desviaciones s i g m á t ::¡.. e a s, representaremos a la variable por 
delta minúscula (& ) y a los parámetros por betas minúscula ( ~'s). Un desarro
llo paralelo al de las referencias 4.1 a 4.1Jl6 nos conduce a la fórmula que nos 
interesa. 

Las fórmulas de los parámetros alfa minúscula (~) y betas minúsculas (~0 
' ~1 ,~2 ) las obtendremos mediante un desarrollo paralelo al de las referencias 

que van de la 4.2 a la 4.244. Este desarrollo no sólo es útil específicamente 
para el subsistema mesocúrtico sino que lo es para todo el sistema cuando se 
opera con valores sigmáticos, en la fórmula general del primer tipo de curva 
pearsoniana. 
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La diferencia específica del desarrollo del subsistema mesocúrtico apare
ce tan pronto como se hace que gamma-cuatro (14 ) sea igual a J. Así se obtiene: 

D = 10 x J 
2 2 

18 - 12 YJ = JO -18 - 12 1J 

2 
=( 12 - 1J )/D 

= 12 
2 

12 YJ 2 = 12 (l - fJ ) 

Si en las fórmulas de los parámetros auxiliares sustituimos los valores 
recién encontrados y ejecutamos las operaciones indicadas, obtendremos sus fór
mulas específicas dentro del subsistema mesocúrtico. Como en este momento nos 
interesa más la generalidad del sistema pearsoniano que uno de sus subsistema 
específicos, dejaremos que el lector-estudiante obtenga las fórmulas específi
cas de esos parámetros auxiliares y, en caso de desearlo, también la que podría 
ser f6rmula específica de las.curvas del subsistema mesocúrtico (por substitu
ci6n de las equivalencias de los parámetros auxiliares específicos en la fór
mula del primer tipo principal de curva pearsoniana). 
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5.2 Caso Particular: Cuando la Ecuación de Segundo Grado tiene Dos Raíces 
Reales e Iguales. 

Este caso se presenta cuando R es igual a cero. El trinomio, en este 
caso, se puede descomponer en tres factores (referencia 5.21}: 

1.-el coeficiente del cuadrado de equis (b2 ) 

2.-la diferencia de equis menos B (primera raíz} (x-B) 

J.-la diferencia de equis menos "menos B" (segunda) (x+B) 

Lo anterior se puede reducir al producto de dos factores; 

1.-el coeficiente del cuádrado de equis 

2.-el cuadrado de "equis más :S" 

conforme lo establece la referencia 5.211. 
La forma derivada de la curva por interpolar será, entonces, la de la 

referencia 5.22. 

Si en el numerador del segundo miembro de esa expresión agregamos y qu~ 
tamos B, la expresión no se altera (5.221). 

Si a equis más Be (x+B) lo representamos por equis mayúscula (X) y a 
"a menos Be mayúscula" (a-B) lo representamos por A mayúscula, tendremos la 
expresión 5.22J. 
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Al integrar e·sa expresión obtenemos como primer miembro, el logaritmo 
natural de ye (integral del cociente de la derivada de la función entre la f~ 
ción) y, como segundo miembro, una integral (5.23) en la cual el facto constan
te 1/b puede salir del integrador (5.231) . 2 

El integrando es una fracción que puede ser descompuesta 2n dos fraccio
nes-sumando, de denominador común equis mayúscula al cuadrado (X ) y de numera
dores equis mayúscula (X) y a mayúscula (A) (5.232). La primera fracción se re
duce al reciproco de equis mayúscula. 

La integración del reciproco de equis mayúscula (1/X) produce el loga
ritmo natural de equis mayúscula (Log X) y la in~egración del quebrado "a ma
yúscula entre equis mayúscula al cuadrado) (A/(X )) produce "menos a mayúscu
la sobre equis mayúscula" (-A/X) (5.233) 

Finalmente, al tomar antilogaritmos naturales de los dos miembros de la 
expresión resultante, se obtiene la expresión del caso particular, dada por la 
referencia 5.24. En ella Y1 (ye prima) procede del antilogaritmo natural de la 
constante de integración ce minúscula (e); equis mayúscula elevada al recípro
co de be-dos (l/b2 ) procede del altilogaritmo de "uno sobre be-dos, por el lo
garitmo natural de equis mayúscula" (l/b2 ) Log X. Finalmente, e (base de los 
logaritmos naturales) elevado ~ "menos a mayúscula sobre be-dos por equis ma
yúscula" (-A/(,b2X)) es, pura y simplemente, el antilogaritmo natural de "menos 
A mayúscula sobre be-dos equis mayúscula" ( e elevado a -A/(b 2X) 
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1.1 

1.10 

1.11 

1.110 

1.111 

109 

L A S C U R V A S S I M E T R I C A S. 

L a B i n o m i a 1 S i m é t r i 

FRECUENCIA de la BINOMIAL. 

PENDIENTE de la BINOMIAL SIMETRICA. 

Frecuencia de la Binomial Simétrica. 

M-S 
p = 

Frecuencia Inmediata Superior. 

M 
p 

M 
p 

e a. 
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~.112 

1.113 

110 

Incremento 

.A.(s) = f' (s + 1) f' {s) = 

M M M M 
= ( S+l) p <s> P = 

[<s~l) <~>] M 
= p 

Frecuencia Intermedia del Intervalo. 

f' ( S +0 • 5) =f'~( S;;;,.._..:+_,.;;;;l""'") _+;...._...;;;;.f'___.( S;;:;..)'---= 
2 

+ 

= ---------------------
2 

110 

• 

6200
Rectángulo

6200
Rectángulo

6200
Rectángulo

6200
Rectángulo



----·-------

_____, 
i 1.114 PENDIENTE 

~ f'(S) 2 PM [<s~l) - (~)] 
= 

f'(S+0.5) 
PM [is~1) + {~)] 

1.1141 

<s~1) {M) M - S = S S + 1 

1.1142 

A f'(S) 2_p M (M) (~ - 1) = S S-1 

f'(S+0.5) = 

111 111 
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1.1143 

.A. f( S) 

= 

1.1144 

= 

= 

= 

= 

112 

M - S - S - 1) 2 ( 
S + 1 

2 

2 

2 

( M -

( M 

( M 

{ M 

M -

-
-

-

4 

S + 
S + 

S 

S 

2 

M 

S 

M + 1 

- S 

+ S 

S 

+ 1 

- 2 

4 S + { 2 M -2) 

M + 1 

1 

+ 1 

- 1 

= 

= 

) -= 
) 

) 
= 
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1.115 

1.116 

1.117 

113 

------ ~--- ' 

SiJ!lplif'icaci6n 

Derivada 

x + a 

b 

D y 
X 

y 

"---~----~-~--------------------o--

Forma Diferencial de la Curva Continua 

D 
X 

y 

y 

= 
x + a 

b 

113 
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1.2 

1.21 

1.211 

1.212 
1.2121 

1.2122 

1.213 

114 

L a CUrVa N o r m a 1 • 

EXPRESION INTEGRAL 

I 
X 

I 
X 

D y 
X 

y 

D 
X 

y 

y 

Log y 

= 

= 

= 

I 
X 

x + a 

b 

Log y 

I 
X 

x + a 

b 
= 

1 [x2 + ax] 
b . 2 
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1.214 

y = e 

-

1.215 

y = y' e 

·-

-
115 115 
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~.22 PARAMETROS EN 

1.221 N = Efectivo 

1.22101 

1.22102 

1.22103 

1.22104 

1.22105 

116 

FUNCION DE MOMENTO S. 

de 1a distribuci6n. n 
X 

V n = N 

n 
X y 

V = n N 

n 
V = I X y n 

X 

----------------------

b D y = y (x + a) 
X 

b n D y =Y xn(x a) X + 
X 

116 
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1.22106 

I bxn Dxy = X 

1.22107 
= 

1.22108 

= 

1.22109 

1.22109 b 

= 

117 

I yxn(x + 
X 

( n+1 I yx + 
X 

I 
X 

n+1 yx + I 

V 1 + n+ 

V 1 + n+ 

a) 

".ayxn) 

n 
X 

ayx 

117 
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1.22110 

I 

1.22111 

,.· 1.22112 

'' 
1 

1.22113 

1.22114 

118 

n b 
n 

D y b X D y = Ix X = 
X X X 

[ n 
= b X y - n-1 J Ix nx Y 

= b [ nv 
n.-1 ] = 

= -b n v 1 n-------------------------------------
-b n v 1 n-

= V 1 + n+ 
a v 

n 

v = -a v - bnv 1 n+1 n n-

-vn+1 = a v + b n v 1 n n-

118 
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1.222 

1.2220 

1.2221. 

1.2222 

1.2223 

1.2224 

1.223 

1~2231 

1.2232 

. l. 2233 

1.2234 

119 

~- ... -

Determinaci6n de los Parámetros 

a V + b n v 1 = -v n n- n+1 

a V o + b( o.)v = -vl -1 

a vl + b(1}v0 = -v 2 

a = -v 1 

a v1 + b V = ·-V2 o 

F6rmulas de 1os Parámetros 

a = -v1 
a v 1 + b = -v 2 

2 b -vl + = -v2 
2 

b = -v2 + vl 

119 
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1 

11 
1.22.311 

1.22.312 

1.22.313 

120 

11 

y = y e 

rr r 
y = y e 

FORMULAS BASICAS DE LA NORMAL 
1.22.314 

y 
o = 

N i 
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2 

2.1 

2.11 

2.110 

2.111 

2.112 

--------- -«· '· ... ~ 

EL SISTEMA ASIMETRICO 

La B i n o m i a 1 A s i m é t r i e a • 

PENDIENTE DE LA ASIMETRICA 

Frecuencia de la Binomial Asimétrica 

M 
f( S ) = ( S ) 

S M-S 
p (1-p) 

Frecuencia Inmediáta Superior 

S+l M-( S+l) 
p (1-p) 

Incremento 

A (s) = f(S+l) - f(s) 
2.113 Frecuencia Intermedia 

f(s+o.s) =(f(S+l) + f(s)=f¡ 2 
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2.112 b 

2.11.3 b 

2.114 

2.115 

122 

Incremento 

Frecuencia Intermedia 

Pendiente 

Incremento 
Frecuencia Intermedia = 

A f( S ~ 
f(S+0.5 = 

2 II- Mp(1-p) + S(1+p(1-p)l7 

1 + Mp(1-p) + S(1-p(1-p)) 

122 
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2.115 

2.1151 

2.1153 

2.1154 

2.1155 

2.116 

123 

PENDIENTE 

Dy x + a 
X 

= y bx·+ e 

D6y = 
6 + q 

y ~1o+·~o 

Dc5y D -<~o/~1) + a 
= 1) -(~O/t'1) t'o y + 

Da Y D + A1 D 
= 

t\D =en y 1 
F6rmu1a Diferencia1 de1 

na y 
y 

2.1152 

Ddy d+A 
--y Bd + e 

A' 1 A' 
+ ~1D. = 

"1 
+ 

e1n 
Sistema 

·1 A' 
= T" ( 1 + ]) ) 

1 
.. ·.·:. 

123 
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2.2 L a s e U r V a s A S i m ~ t r i e a s 

e o n t 1. n u as 

2.21+ EXPRESION INTEGRAL 

If ID 
DDy 1 

~ = ~1 + 
""y 

2.211 

= ~lfn ~ Log y 1 + ID 

2.212 

·- Log y --L( 
- ~1 

D + ALog D) + e 

2.21.3 

y = y ( 
D. A l/~1 

e D ) 

+ En esta expresidn, la D como subíndice del integrador (I) y del deriva~ 
dor indica la variable respecto de la que se integra y deriva. La otra 
Des el o erador "Derivada de ••• " 

124 
124 
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Cálculo de Y 

2.215 

2.2151 

2.216 

2.217 

2.218 

2.219 

l 
125 

oo oo D A 1/61 
I y *y I ( e D ) 

o o 

N 

=Y I 
o 

=YI 

00 

z=O 

N 

y = -------:. 
C-~, )R r-(R) 

zar - t 

.~ 

125 
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:J 
2.22 PARAMETROS EN FUNCION DE MOMENTOS. 

i 2.220 
¡1 

<fln - n f>oYn-1 - (n-1) e1Yn = -yn+1 '1 
': 
1 2.2201 

• i' 
1 ccyo - 0 ~oY-1 1 ~1Yo = -y1 

l 2. 2202 

ay1 - 1 ~o Yo 2 e1Y1 = -y2 
,, 
¡, 2.2203 ¡ .1 
1 

ccy-2 - 2 ~oY1 3 ~1Y2 = -y3 
11 

:! 2.2204 
1', - el o ,1 = o 

:i 
2.2205 

o ~o o = -1 
2.2206 

d o 3 e>1 = -yJ 
2.2207 ~ = -t\ 
2.2208 ~o = - 1 

'! 2.2209 
l' > 

~1 Y3l 2 -l' - ... = 

1 i, 
f¡ 

¡, 
126 126 

11 

;i' 

~· "'' ·< 

(i~ • 
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2.2210 

2.2211 

2.2212 

2.2213 

127 

Fórmulas de 1os Parámetros Auxiliares (D, A, R) 

1 
D = 3 -

f!l 

1 
A = ~1 -

~1 

R 1 = 2' 
~1 

127 
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3-5 

3 

3.1 

3.10 

3.101 

3.1010 

129 

EL SISTEMA DE PEARSON 

LA 

EL 

HIPERGEOMETRieA y 

SUBSISTEMA S I M E T R I e O. 

L a e U r V a H i p e r g e o m é t r i e a. 

FORMULA DE LA HIPERGEOMETRieA. 

Utilizaci6n de un solo Paquete '!'-':! Cartas 

Probabilidad de obtener cero espadas en el paquete 

Paquetes 

Espadas 

Probabilidad 

I (único) 

o (no hay) 

129 
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3.1011 

130 

' 

Probabilidad de obtener una espada en el paquete 

Paquetes 

Espadas 

Probabilidad 

I (único) 

x (hay) 

13 
52 

130 
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3.102 Uti1izaci6n de dos Paquetes de Cartas. 

3.1020 Probabi1idad de obtener cero espadas en ambos 

Paquetes I II 

Espadas o o 

Probabi1idad 
"' 

39 2! 
52 51 

Probabi1idad tota1 

..l2.x.J.-ª. 
52 51 

3.1021 Probabi1idad de obtener una espada de uno de 1os paquetes 

Paquetes I II I II 

Espadas X o o X 

Probabi1idad 
,13 39 12 1:2. 
52 51 52 51 

Probabi1idad tota1 

.u 22. 
52 X 51 

2..2. .u 
52 X 51 

131 131 
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3.1022 

132 

Probabilidad de obtener una espada de cualquiera de los dos 
paquetes. 

13 X 39 2 
52 X 51 X 

Probabilidad de obtener un~ espada de cada uno {dos en total) 

Paquetes 

Espadas 

I 

X 

II 

X 

Probabilidad 
!.1 12 
52 51 

Probabilidad total 

132 
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, 5 doS 

i, 1 

' 1 

1 

:¡ 
1, 

1 

11 

3.103 

3.1030 

133 

--· -- ---- ~----- -- ----:----~~~---

Uti1izaci6n de tres Paquetes de Cartas 

Probabilidad de obtener cero espadas en los tr~s 

Paquetes 

Espadas 

I 

o 
Probabilidad 

39 

52 

II 

o 

38 

51 
Probabilidad total 

III 

o 

21. 
50 

39 X 38 X 37 

52 51 50 
Arreglos posibles: (1) 

Probabilidad del arreglo: 

39 X 38 X 37 

52 X 51 X 50 
X 1 

133 
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,3.1031 

134 

Probabi1idad de obtener una espada de uno de e11os 
Paquetes I II III I II III I II III 
Espadas X o o o X o o o X 

Probabi1idad 
·.!.1 22 ~ J2 !..1 2§. 22 2ª- 1l 
52 51 50 52 5Jt 50 52 51' 50 

Probabi1idad tota1 \ 

.!.1 22 2§. X X 22x1lx2ª- 39 2§. .u -X X 
52 51 50 52 51 50 52 51 50 

Arreg1os posib1es ( 3) 

Probabi1idad de 1os tres arreg1os 
o probabi1idad de obtener una espada de cua1quiera de 1os 
tres paquetes: 

13 X 39 X 38 X 3 
52 X 51 X 50 

... 

134 

• 

6200
Rectángulo

6200
Rectángulo

6200
Rectángulo

6200
Rectángulo



3.1032 

--------

B lB L 1 OT EC A--~t.f}úv E R S 1 DA D ti A C -1 Ú N A L 

Probabilidad de c.•btener dos espadas de un par cualquiera 
los tres paquetes. 

Paquetes I II III I II III I II III 
Espadas X X o X o X o X X 

Probabilidad 

u 12 39 13 39 12 22 13 12 
52 51 50 52 51 50 52 51 50 . 

Probabilidad total 

13 X g X 39 Deberá suplirlas el lector 
52 51 50 

Arreglos posibles ( 3) 

Probabilidad de los tres arreglos 
o probabilidad de obtener dos espadas de cualquier par de 
paquetes: 

13 X 12 X 39 X 3 
52 X 51 X 50 

d 
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.3.10.3.3 

' 1 

'1 ''11 

.,·! 
' 1 
' ' 
'l 

1.36 

Probabi1idad de obtener una espada de cada uno de 1os tres 
paquetes. 

Paquetes I II III 

Espadas X X X 

Probabi1idad 

.!J. 12 11 -
52 51 50 

Probabi1idad tota1 

1.3 X _g X 11 
52 51 50 

Arreg1os posib1es (1) 

Probabi1idad de obtener tres espadas de 1os tres paquetes 

1J X 12 X 11 

52 X 51 X 50 
X 1 

... 

1.36 
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3.104 

3.1040 

137 

Utilización de cuatro Paquetes de Cartas. 

Probabilidad de obtener cero espadas 

Paquetes I II III IV 

Espadas o o o o 
Probabi~idad por paquete 

2§. 12. 2& ..12. 
52 51 50 49 

Probabilidad total, igual al producto de las parciales: 

~ X 21. X 
36 

X 
35 

52 51 50 49 

Arreglos posibles (1) 
Probabilidad de no obtener espadas de ninguno de los cuatro 
paquetes: 

38 X 37 X 36 X 35 

52 X 51 X 50 X 49 
X l 

137 
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---- --·-· -~-- ~7,-

1. 

).1041 Probabilidad de obtener una espada de uno de los cuatro 
paquetes 

Paquetes I II III IV 

Espadas X o o o 
Probabilidad por paquete Probabilidad total 

13 39 38 

* 
13 X 39 X 38 X 37 

52 51 50 52 X 51 X 50 X 49 

Arreglos posibles <i> = 4 

1 Paquetes _, I II III IV I II III IV 
·' /. 

Espadas (x) Probabilidad total 

).10411 A Primero X o o o .u 22 38 

* R 52 X 51 X. 50 X 

3.10412 
R Segundo o o o 39 13 38 xij E X X 51 X. 50 

'i 
52 

1 G 

3.10413 L Tercero o o X. o 39 X 2§. X 13 X* o 52 :51 50 

3.10414 
S Cuarto o o o 39 X 38 1Z 13 X X X. 

52 51 50 '49 
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0uattO .:).10415 Subsunci6n de 1as expresiones especificas de 1as 
1 ' 

probabi1idades tota1es en una expresión genérica 

13 X 39 X 38 X 37 

52 X 51 X 50 X 49 
;s.l 

¡, 
1 

3 .10416· Posib1es arreg1os: (4) = 4 
9 1 

Probabi.1idad tota1 de obtener una espada de cua1quiera 
de 1os cuatro paquetes: ,. 

13 X 39 X 38 X 37 4 

52 51 
x(1) 

:t 
X X 50 X 49 

i [! 

9 .· ;1 
1' 

1' ,. 1 ... 

~ ' 
'i 
11 

'í 
'li 

t 
1· 

'i 139 139 
~ 

¡' 

• 
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3.1042 

3.1042 

3.1042 

3.10421 

3.10422 

3.10423 

3.10424 

3.10425 

3.10426 

3.1o427 

3.10428 

140 

• 1 

Probabilidad de obtener dos espadas de un par de los cuatro 
~aquetes disponibles 

Proba~ilidad por 
Esquema: 13 X 12 

,52 X ,51 
X 

Contribución de:las espadas; 

Esquemas o Arreglos Posibles: 
Paquetes: I II 

X X 

o X 

o o 
X o 
o X 

X o 

39 X 38 
,50 X 49 

las no-espadas 

III IV 

o o 
X o 
X X 

X o 
o X 

o X 

1 

2 

3 
4 

.5 
6 

"'<4 Esquemas posibles: 6 = 2 ) 

Probabilidad total de obtener dos espadas de dos(cualquiera) 
de los paquetes: 

13 X 12 
.52 X .51 

39 X 38 
X ,50 X 49 X 

140 
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:L 

z 
1 

/}) 
~ (~ 
~ ,.. 

; ( ot19- 1 

3.105 

3.1051 

3.10511 

3.1052 

3.1053 

3.1054 

141 

Generalizaciones 

Probabilidad total de obtener UNA espada de uno de los 

CUATRO paquetes: 

E N N - 1 N - 2 
T X T 1 X T - 2 X T - 3 

Probabilidad total de obtener UNA espada de cualquiera de los 

CUATRO paquetes: 

( p E N ( N 1 )(NT 
S) x T x(T - 1)( T - 2 ){ 

Probabilidad de obtener DOS espadas 

{~) X ~ f~ - 1~ N 
2 H~- ~~ - 1 x:(T 

Probabilidad de obtener TRES espadas 

(p E f~ - i~ f~ - ~~X T 
N 

S) x. T - 3 
Probabilidad de obtener CUATRO espadas 

( p) E fE - 1~ fE - ;~ fE - 3) 
S x T T - 1 T - ~ T 3) 

141 
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J.l06 

J.l061 

3.1062 

J.l06J a 

3.1063 b 

3.1064 

3.1065 

3.1066 

3.1067 

i42 

Obtención de la Fórmula de la Hipergeométrica 

(p) E(E-l) .•• (E-8+1) N(N-1) ••• ~N- P+S+1) 
S T(T-1) •.. (T-P+1 

(~) = 

E(E-1) •.. (E-S+1) = 

T(T-l) .•• (T-P+1) = 

1 ------=------- = 
T(T-1) .•. (T-P+l) 

Equivalencia de la J.1061 

P! Et 
St(P-S)! (E-S)1 

(T-P)t 
Ti 

P! 
St (P-S)! 

E! 

N! 
(N-P+S)! 

T! 
(T-P)! 

( T-P)! 
Tt 

142 
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3.10691 

3.1069:2 

., 1 

.. 3.10693 

! 1 3.10694 

3.10696 

PK 
SS (P-S)! = 

ElNl 1 
(E+N) 1 - ¡E+Nl1 

E!Nt 

(T-Pl! 
(E-S)IN-P+S)! = 

(p) 1 (E+N-P) 
S (E+N) E-S 

E 

(p) 
S 

1 1 
(E+N) 

E 
(E+N) 
.E 

1 = . 

Probabilidad de la Hipergeométrica 

(p)(E+N-P) 
S E-S 

(E+N) 
Proba~ilidad de la Hipergeométrica 

(E+N-P) 
E-S 

,., 

"" 

• 
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3.11 

3.111 

3.1111 

3.1112 

3.11121 

3.11122 

144 

PENDIENTE DE LA HIPERGEOMETRICA 

Frecuencias 

Probabi1idad de obtener S espadas 

(P)(E+N-P) 
S E-S 

(E+N) 
E 

Probabi1idad de obtener S+1 espadas (frecuencia inmediata) 

Equiva1encias 

( P )(E+N-P) 
y S+1 E-S-1 

x+.l: E+N 
( E ) 

P-S (p) 
S+i" S 

Transformaci6n de 1a segunda combinatoria de1 numerador de 
3.1112· : 

.., 
Nuevo e1emento: E-S Diferencia: E+N-P-E+S+1 =N-P+S+1 

(E+N-P) = 
E-S-1 

144 
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1 

1' 

,1 
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J.112 

J.11J 

J.114 

Incremento 

( P-S E-S 
AY = S+1 N-P+S+1 

Frecuencia intermedia 

1(P-S E-S ) =2 S+1 N-P+S+1 + 1 yx 

Determinac'i6n de la Pendiente de 1a Hipergeométrica: 

Pendiente = Incremento 
Frecuencia Intermedia 

= 
Yx+0.5 

!. 

• 
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' 1 
1, 

,, ' 
1' 

1 

•1 

'¡ 1 

1 1 

1 ! 
1 1, 

. ' 

i' 

,;, 
1 . ¡ 
' 1 

•' 
¡, .. 

• 1 
1 

'1 
i 

1 
. 1 

1 

'1 
• 1 

1' 

.3.1141 

.3.114.3 

.3.1144 

.3.1145 

,3.1146 

146 

-~-r. . .. --~~ ----· -- --- ---------------- ___ -----:;_----. 
-./ 

Re1aci6n incrementa1 

= 
(P-S)(E-S)-(S+1)(N-P+S+1) Yx 

0.5(P-S)(E-S)+(S+1)(N-P+S+1) yx 

=---=2::J.(.::..P~-::::.S )w(~...::E::....-.:::.S.L.;.) -..:..l(b::S::.:..+.:1.~-) ~( N:.:...-..=.P..:..+.:::.S+..:..:1::..~)~ = 
(P-S)(E-S)+(S+1)(N-P+S+1) 

= 

::;:; 2(PE-PS-ES+S2-SN+SP-s2~S-N+P-S-1) 
PE-PS-ES-S2+SN-SP+S2+S+N-P+S+1 = 

2 LPE+P-N-1-S(E+N+gll 

2 L,PE+P-N-1-S( T+2 'J7 .. 
(PE-P+N+1)+SL{N-E}-2P+E7+ 2s2 

Divisi6n entre 2(T+2},de1 numerador: 

NUMERADOR = PE + P ... N - 1 
T + 2 -S 

... 

146 
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3o1151 

3e11510 

3.1152 

Numerador 

PE +P-N-1 

T+2 
-X + 

--.......----X 

1 

2 

1 

2 

= 

= 

PE+P-N-1+T+2 

T+2 

P(E+1)+E+1 

T+2 

Numerador= x + a 

(PE-P+N+1)+SL{N-E)-2P+EJ + 282 

1 
X -

2 

1 
X -

2 

Equiva1ente de1 término en s 2 : 252= 2(x-f) 2=2(x2-2.fx+ t 2)= 

= 2x2 -2x + ~ 
Equiva1ente de1 término en S: sLfN-E)-2P+~= 

(x-f)L{N-E)-2P+~= 

1T ) ,.,7 (N-E) -2P+2 xL.\N-E -2P+E¡- 2 
E1 término indepertdiente de S queda incambiado. 

, .. 

147 
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3.11522 

1 ' 

1 1 

3.11523 

3.1153 

• 

148 

\' 

2 Términos en x 

Términos én x : 

-·-- -~--- -~-------~~--:-r--

. _/ 

2x2 

-2x (procede del término en s 2 ) 

xLfN-E)-2P+Y 
-(procede del término en S ) 

Términos independientes de x: + t (procede del t~xmino en s 2 ) 

[(N-E)-2P+Y/ 2 
{procede del término en S ) 

PE-P+N+l 
{procede el término inde -
pendiente de S) 

Representación simplificada del denominador: 

b0 + b1x + b 2x 2 

Pendiente 
x + a 

148 
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3.110 

~----- -- ------ ----------~---

EXPRESION GENERAL DEL SISTEMA PEARSONIANO 

D y 
X 

y 

x + a 
= 

, . 

... 

• 
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--------------- -----

J.l2 

.3.121 

3.1211 

.3 .. 1212 

.3 .. 1213 

.3.121.31 

.3 .. 121.32 

PARAMETROS Y MOMENTOS 

Relaci6n Genérica 

= 

Multiplicaci6n por x elevada a la n· 

Integraci6n 

I 
X 

= 

= I 
X 

= I 
X 

y (x + a) 

yxn (x + a) 

c. n+1 
LYX + 

De aquí en adelante, por comodidad, se pueden suprimir los subíndices"x" 
que han servido, hasta aquí, para indicar la variable de referencia en 
la derivaci6n v la inte~raci6n 

150 150 
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.3.12131 Integraci6n de1 primer miembro 

I xn(b0+b1x+b2x 2 )Dy = 

1 

b2x:J 
! 1 

xn(b0 +b1x+b2x 2)y I ydffin(bo b1x = + + 

Idem I yd{b0xn + b n+1 b n+2 = - 1x + 2x ,~ 

1 

= Idem I ¿r;. n-1 y b0x + (n+1)b1xn + ( ) n+1-n+2 b 2x ':.J 

Aproximadamente igua1 a:· ... 

- I 
¡¡;. n-1 y b0x ( ) n ( ) n+1-+ n+1 b1x + n+2 b 2x :J 

151 
151 
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Continúa 1a integracidn de1 primer miembro 

- I ( b n-1 n 0x y + (n+1)b1xn (n+2) b 2xn+1 ) 
3,¡214 

+ = : 

I 
n-1 

• I (n+1)b1xn I ( ) n+1 = nb0x n+2 b 2x = 

= ... nbor~-1 (n+1)b1p~ (n+2)b2\1~+1 

3.12132 Integracidn de1 segundo miembro 
i 3.¡~ 

S 
IX ( n+1 n ) I yxn+1 I n yx + yx b = + yx a = X X. 

... 
= (1~+1 + f~ 

152 152 
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1 
( j 

3.1214 

3.12 5 

153 

Substituci6n en ambos miembros de la ecuaci6n originaria 

(3.1213) 

= + 

F6rmula Genérica para la Obtenci6n de los Parámetros del 
Sistema Pearsoniano 

153 
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:j 
'1 ., 
,, 
,1 

'i 
; .¡ ~ 0, 

'1 
·1 
'f 

1 .!: 

3.122 

3.1221 

3.1222 

3.12221 

3.12222 

154 

Relaci6n Especifica para el Sistema 

(1) 

( 2) 

( 3) 

{4) 

Sistema de ecuaciones obtenidas por especificaci6n 
de la f6rmula pearsoniana¡ 

a\1' O + Oboll'-1+ lblp'o + 2b2\l'l = -~'1 
a\l'l + lbo\l'o + 2bl\l'l. 3b2\1 1 2 = -p" "2 
8.{1'2 + 2bo\1' 1 + 3bl\1'2 + 4b2V'3 = -F'3 
a\1'3 + 3 bo\l' 2 + 4blp 1 3 + 5b2\1'4 = -\'-' 4 
Simplificaci6n cuando se emplean momentos 
a la media aritmética • 

P'o = 1 • 
\1'1 - pl = o . . 

Transformaciones de: 

a + = o 
3b2\l 2 = -\'-2 -+ 

~ 2 

a~ 3 

+ 

+ 

+ 3bl\l 2 + 4b2p'3 = -~3 
3bo~'2 + 4b1~ 3 + 5b2~ 4 = -~4 

respecto 

154 
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3.1223 

J.122Jl 

3.12232 

( 1) 

( 2) 

( J) 

( 4) 

155 

Empleo de los momentos con respecto a la media 
en unidades de la desviaci~n cuadr~tica media 

r 2 se convierte en 

p3 se convierte en 

l-12 (:12 
Y2 = ~ = 

~ ~2 
2. 1/2 

Y3 =(~) 
~ 

= 1 

p4 se convierte en 14 = {1-4 
7 = ~ 2cte PearsoiJ 

Transformaciones de la: 

+ ~1 = o 

~o + 3~2 = -1 

~ + 3f\ +4~2Y' 3 = -y 3 
<q 3 + 3~0 + 4~1Y;3 + 5r2Y 4 = -y 4 

155 
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J.l220 

J.l224 

].1225 

156 

-- ----------------~--~- -- ------ ----------- -- ---- -

- -~ 

F6rmulas de los Parámetros 

Subsistema de 

Ol + r1 = o 
oc, +J~.n.:-: = -0 

Despeje de los 

= -C\ 
= o 

= o 

= o 

••• <t=-~1= o 

curvas sim~tricas {v J = o) . 
( 1) 

( J) 

valores de 

to + J~2 = -1 

3\'o + 5P2l4 = -y4 
los parámetros 

~o = -l - J~2 
JC-1-3~2)+5~2Y4 = -y4 

-J-9~2+5~2Y'4 = -y4 

~2(-9 +5 Y4> = -r4·+ 3 

~2 = .::X4 + ¿ 
-9 +5y4 

-y4 + J 
"2 =• 

5y4 '::.. 9 

~oc::- 1 - J --r4 + J 

5y4 - 9 

"--· ---- ~ -·--------

( 2) :l. a 
(4) 

3.~1 

156 
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¡- 5 

~ 
514 

¡- 5 
/ 
fl 9 
r 5 
~ ,. 

( 2) 

( 4) 

' ' 1' 

'i 
; 1 

3.21 

157 

EL SUBSISTEMA DE CURVAS SIMETRICAS 

D5y S + « 
- = 

y ~o + ~1~ + ~2s2 

nsy S 
--

y e o + t>2S2 

Integraci6n 1 [ J 
Log y = 2~ Log(~+D) + Log(S-D) 

Forma Antilogarítmica 2 

y= [(S+D)(~-n)JI/2~2 ec 

F6rmulas Fundamentales 
2 2 l/2~2 

y =Y 1 (S -D ) 

+ e 

1/2~2 = a (para comodidad) 

157 

• 

6200
Rectángulo

6200
Rectángulo

6200
Rectángulo

6200
Rectángulo



1 '· 

' 1 .í 

1 

1 

1 

3.211 F6rmula del parámetro y' en el Subsistema de Curvas Simétricas 

y = y'D2a (1-

00 

Sf = y'D2ai(l-

Cambio de variable: 

Limites: Si ~ infinito, 
Si & nulo, 

Valor del factor diferencial 

o 

(1-

2 a 
<X ) d~ 
D2 

s2 
)a deS 

D2 

~2 a a 

D2 
) = z 

z = o 
z = l 

-c:\2 = n2(z-l) 

~2 =-~2(z-l) m 

J2 = n2 (l-z) 
1 

& = D (l-z)2 

d~ = ~ (1-z)i(-l)dz 
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1 -2 
S f' = yrn2a+1(-1) I za{1-z) dz 

o 

S f' = y'D2a+1(- 1 ) BLfa+1), { tl7 

S f' = y'D2a+1(-1 ) I" ( a+1 )I" ( t) 

r (a+1t ) 

S f' y'D2a+1 r fa+1~¡GL ,, = r a+12 

S f' I" ( a+1f) 
yr = ----- ----

... 
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1 1 
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4 EL S I S T EMA G E N ERAL D E PEAR S O N 
-4-.1 L o S D o S T i p o S P r i n e i p a 1 e s 

d e e u r v a p e a r s o n i a n a. 

4.10 PENDIENTE 

4.11 

X + a 
Dy = 2 X 

bo + b 1x + b 2x 

4.12 TRINOMIO DEL DENOMINADOR 

b0 + b 1x + b 2x 2 o = 
, .. 

4.1J RAICES DEL TRINOMIO 

b1 
,¡.. 

jb12 - 4 b0b2 -
X = 

2_b2 
... 

4.14 
... 

b 2 /: 4 b 0 b 2 1 
(1 

161 161 
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4.110 

4.111 

4.112 

4.113 

4.114 

162 

DESCOMPOSICION DEL TRINOMIO EN FACTORES 

b2 

-b .y' b 2 - 4 b0b2 
X 

1 1 
+ 

2b2 2b 
2 

-b1 .,¡ b 2 
1 - 4 b0b2 

X 
2b2 2b2 

b1 
B = 

2b2 

,. 

162 

1 
1 

i 
'1 

1 

/: 
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4.1142 

--------------- = R 

4.115 

= b2(x + B- R)(x + B + R) 

/ 

16J 
16J 

• 
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i 

4.12 

4.121 

4.122 

4.123 

4.124 

4.125 

4.126 

4.127 

4.128 

4.129 

164 

DISCUSION DE LA FORMULA 

bo + b 1x + b 2x 2 

bo + b 1x + b 2x 2 

b 0 + b 1x + b 2x 2 

X + a 

si se de:fine: 

= b 2(x+B-Ri)(x+B+Ri) 

= b2( X - R) ( X + R) 

= b 2( X -Ri)( •. X +Ri) 

X = X + 

R = 

= x. + B B + a =-

= X - B + a = 

= X + A 

A = a - B 
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i, 

4.1.3 

4.1.301 

4.1.302 

4.1.31 

4.1.311 

4.1.312 

INTEGRACION DE LA FORMULA 

I (D Log 
X X 

Log 

y)= I 
X 

y = I 
X 

Cuando 1as Raíces son Rea1esi [ X+ A 

x b (X .. R) (X 
2 

1 X·+ A 

b2 (x - R)(x + R) 

... 

.. 
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¡1 .! ... ¡· 
J .: 

( j 

¡ 1 

1 1 

;¡ 

)J 

1: 

'. ffl lt 

~ 1 

' 1; 

4.1313 

4.13131 

4.13132 

166 

Descomposición en .Fracciones Parciales para lntegrar 

X+ A 

(x - R) (x + R) 
Equivalente de X + A 

D 
=--~ 

X + R 

E 
+ X - R 

X + A = D(X-R) + E(X+R) = DX - DR + EX + ER = X(D+E)+ER-DR 

D+E = 1 

Equivalente de E 

ER - DR = A 
R(E- D) = A 

E- D 

E-l+E 

2E-1 

2E 
E 

= A/R 

= A/R 

= A/R 

=(A/R)+l=(A+R)/R 
= (A+R)/2R 

X + A 
(x - R) (x + R) 

4.13132(2) 

R- A 
= 2R(X + R) 

D = 1-E 
Equivalente de D 

D = 1'::.. E 

D = 1 - (A+R)/2R 
D = 2R- A+R)/2R 
D -:( R- A ) '¡ 2R 

R +A 
+ 2R(X - R) 

166 
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4 .. 1314 
,¡ ,, 

4.13141 

167 

BilB!LIOTECJl = UNIVER8IDf.iD np~TONAL 

Integraci6n de las Fracciones Parciales 

I (D Log y ) 
X X 

Log y 

=- I + 1 [ R .. A 
b2 X 2(X + R)R 

1 = --¡;--
2 

R+A ] 
2(X - R)R 

• 
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4.131.5 
4.131.51 

Resultados en Forma Antilogaritmica 

l 1 R-A ( ) R+JL e elevada a Log y = e elevada a b 2 ~Log X+R + 2R~og 

4.131.52 

= e el.evada a ! 2 R~og (X+Rj [ Sl.evada a ! 2 R~Log(X-R)I ~ el.evada a J 

168 168 
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4.13153 

4.1316 

Equivalencias de las exponenciales 

e elevada a Log y = y 

1 R+A ( ) e elevada a ~ 2RLog X+R = 
2 

1 R-A ( ) e elevada a -- ---Log X-R = b 2 2R 

(X+R) elevado a 

(X-R) elevado a 

~----

1 R-A ----
b2 2R 

e elevada a C = Antilog C = y' (por convención) 

FORMULA DE PEARSON CUANDO LAS RAICES SON REALES 

!_ R+A 1 R-A 
b 2 2R b 2 2R 

y = y' (X + R) • (X - R) 
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4.317 F6rmu1as A1ternativas de1 Primer Tipo de Curva 
4.)1' 

4.31711 4.31712 

_L~A-R~ _L~-A-R~ 
b2 -2R b 2 -2R 

4.3171 

(A-R)jb2( -2R) ( -A-R)jb2( -2R) 

y = y1 (X-R) (X+R) . 
4.31720 4.31721 4.31722 4.31723 

A = -a - B . A-R = -a-B-R; -A-R = +a+B-R; X·= x - B ' 
4.3172 

( -B-R-a)jb2( -2R) (+B-R+a)jb2( -2R) 
y = y1 (x-B-R) (x-B+R) 

4.31731 4.31732 4. 317'3'3 .. 

-B-R = A 1 ; -B+R = A2 ; A1 + A2 = -B-R+B-R = -2R 

4.3173 
(A1-a)jb2(A1 +A2) (A2+a) jb2(A1 +A2) 

y = y1 (x+A1 ) (x-A2) 
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4.31761 

1 

4.J176 

171 

X' 
Y = Yo ( 1 + 

= y o 

) 

---~~~~- ·--~-----~-~ 

X' 
( 1 - ) 

171 
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, 
4.2 F6rmu1as d e 1 o S P a r á m e t r o S :k,,22) 
4.21 EL SISTEMA DE ECUACIONES 

1 
1 4.211 o 1, a + b1 = 

li 
4.212 bo 3b2p2 !: + = -p2 

4.213 ap2 + 3b1p2 + 4b2F3 = -p3 
~.aa~ 

4.214 ap3 + 3boP2 + 4b1f-3 + 5b2fl4 = -f!4 4.a~4: 

4.22 EQUIVALENCIAS DE a y b0 4,~~~ 
4.221 a = -b1 ~.~~l 
4.222 bo : - =-3b2F2 = -p2 

4,j 

4,~~ 
~ 

=-p2(3b2 + 1) 
4 
·~· ~ 

172 
172 

t)J 
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t r o s 
4.223 

4.224 
4. 2241 

4.3 
4.231 

4.232 

173 

2 2 ) 3b1F3-3~2 + b2 (-9~2 + 5p4 = ~~4 
EQUIVALENCIAS DE b 1 Y b 2 

2b1~2 + 4b2~3 = ·~3 
2 2 

3b1~3 + b2 ( 5~4 - 9~2 ) = -~4 + 3~2 

173 
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4.240 

4.241 

4.,2411 
4., 2412 

4.,242 

174 

.. _;/ 

FORMULAS DE LOS CUATRO PARAMETROS 

2t-t2 
.. 

3p.3 

Valor de 

.. \13 

3F2•P.4 

2p2 

3p 3 

D 

D 

4p.3 

5l;14-9ll2 
2 

b1: 

4\13 

5\:14•9{1-2 
2 

= 

= 

= 

2 2 
b1 = •5P3~4+9P3~2 •l2p3~2 +4P3~4 

-D 

b1 = •\:13(~4+3~22 ) 
D 

3 2 
b2 = 

6ll2 -~2~4 -3~J 
D 

174 

1 ' ;' 
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' ,, 
11 

1: 
¡' 

4.243 

4;..244 
4.2441 

4. 2442 

175 

= - [ -t>;¡Ct>:+~2 2) J 
a = ~3(p4+3~22) 

D 

+ J 6t>23·2F;l'4+Jt>J:J 

3 2 3 6 2 = ·P2 1Qp2~4·18~2 ·12~3 +18~2 • ~2e4+9~3 
D 

175 
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4.132 Cuando 1as Raices son Complejas 
11 4,¡3~2 

4.1321 
1 

Forma Derivada 
1 
1 
1 

4,¡3~21 
4.13211 

1 

1' X+ A 
D Log y = b 2(x +-Ri) (x - Ri) = 

X ) 

11:¡' 

Ir' 

X+ A '' 
~' : 

b2(x2 + R2) 
1, 

.!1' 
'il, 1 

4.1322 Integración 
'r¡ 

4.¡3 

] 
~~3 

1 X A 
Log y = 

I [ 2 
= 

+ R2 
+ 

x2 + R2 
b2 X X 

= 

176 
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4.1J22 

4.1J221 
4.1)222 

X Log (X2+R2) A A 
-1 X 

X2+R2 = 
X2+R2 = -tan ~ 

2 R R jÍi) 

4.1J22J 

Log y 
+ 

( J , 
177 

177 
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4.13230 Antilogaritmos: ~,.) 

~·31. 
Antilog y ( o e elevado a Log y) = y 

4.31.() 

_ Antilog __!_ 
( 2 2 (X2+R2) 

1 1 
Log X +R ) = e1evada a-x 

b2 2 b2 2 
4·311 

Antilog ....!..... A tan -1 X e1evada a 
1 .A tan -1 X 4·31 

= e 

b2 R R b 2 R R 
l¡ 

4.1323 FORMULA DE PEARSON CUANDO LAS RAICES SON QOMPLEJAS 

1 A -1 X 4 
- tan 'Jll;¿ 

2b2 Rb 2 R 

y ::;: y' • (x2 + R2) . e 

178 
178 
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4.3 E 1 p a r ámetro Y' 
4.31 Y' CUANDO LAS RAICES SON REALES. (!) 

4.310 

y = y'(X + R)m(X- R)M dX 
4.311 Efectivo de 1a Distribuci6n: 
4.3111 R 

S f' =I Y' (x + R)m(X - R)M dX 

-R 
l ·~ 
;¡,- ll 

4.3112 
"~ 

rPJ-6 R 

S f' = y'I (x + R)m(X - R)M dX 
-R . i 

.. 

179 
179 
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1 

1 

1 

lil 

1 

,, 
' 

1, ·, 
1' 
i 

1 

4.312 

4.3121 

4.31211 
4.31212 

4.31213 

4.31214 

4.31215 

4.3123 

180 

---
Cambio de Variable 

Equivalente de X+R 
0 

X+R z X+R ~= 

Equivalente de dX 

X= 2RZ-R . dX • . 
Equivalente de X-R 

X-R=X-R+R-R=2RZ-2R= 

(z) 
4.3122 

= 2RZ 

= 2RdZ 

2R(Z-l 

S f' 
t M =Y (-1) 

Limites para X=2RZ-R 

R:2RZ-R 

-R'=R-2RZ 

. . . 

. . . 
Z=2R/2R = 1 

Z= 0/2R = O 

180 
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181 

4.313 

4.3131 

4.3132 

4.31321 

4.Jl322 

Intervenci6n de la Funci6n Beta Mayúscula 

l 
m+M+l m M 

{2R) Z (1-Z) dZ 
o 

l 
1 M m+M+1 

=y (-1) {2R) I 

o 

1 

I zm(1-Z)MdZ = B(m+l)(M+l) 
o 

1 

181 
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4.314 

4.3141 

4.3142 

4.3143 

' ' 

182 

i Despeje de y 

i S f' 
y = -e -1)M ( 2R)m+M+1 

Equiva1encia ac1aratoria 

1 

B¿"[m+1), (M+117 

BL A BJ = 

i S f' • ~ (m+1)::r (M+1) 
y = 

(-1)M (2R)m+M+1 • rLfm+1)+(M+117 

!"' (A)r 

:r (A + 

(e) 

e) 
1 

,>~ 
; ·r~:~--
i,r: 
1 • 

3lls:¡_ 
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x + a - a = X'- a; 

4.31744 

4.317511 

1.1..,31751 

el X' al el el 
(x + al) = (- +- ) (al) al al 

4.31752 e X' a2 e e 
(X'- ) 2 '' (- ) 2 (-a ) 2 a2 = --a2 -a2 2 

4.Jl75 
X' el X"' e2 el e2 

y= yl{l + -) 
al 

·~ .. (1 - -) 
a2 al (-a2) 

183 183 
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. ' 
4.315 

184 

i F6rmu1a de y cuando 1as raices son rea1es. 

i 
y = S f I"' (m+M+2) 

(-1)M{2R)m+M+1 ~ {m+1)I"' (M+1) 

184 
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1 

¡ 1 

4.32 

4.321 

4.3211 

4.3212 y 
4.3213 

4.3214 

4.322 

4~3221 y 
4.4222 

185 

Y' CUANDO LAS 

Primer Cambio 

n = 1/2b2 

RAICES SON COMPLEJAS 

y = y' (X2+R2)n N tan-1 (X/R) e 

N = A/Rb2 

X2 n· 2 n Ntan-1 (X/R) 
y = yl (2+1) (R ) e 

R 

(X/R) = tan e( 

185 
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4.3223 

4.3224 

4.3225 

4.3226 

4.323 

4.3231 
4.3232 

4.3233 
4.32341 
4.32342 
4.3235 

186 

N tan -l.(X/R) = N ~ 

y = y' R2n ( sec 
2 )n N~ O( e 

y = yr R2n ( sec O( ) 2neNC( 

y = Y' r ( sec ·.e( ) 2neN~ 

Tercer Cambio 

tan ex = X/R . . X = R tan « 

=R d tan o = R sec 2 ~ do( = 

dX =d(Rtan « ) = 

=R( coseno ~ ) "" 2 d C( 

y = y' r I 

186 
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4.324 Cuarto Cambio 

4.J401 '!'! 
2 

'! 
-2n N oc 

y = y"R I {cos ot l e d<X 
(cos O( ) 

2 
.Jl'1 

2 

'' ' 

4.J402 

'tt 
1' 
:1 

2 

-2n-2 N<X 
y = y" 'I (cos ~) e dO( 

-~ 
\\ 2 

187 187 
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" 4.J25 

4 • .3251 

4 • .3252 

4 • .325.3 

4 • .3254 

4.3255 

188 

--. ·-· ~ ____ .., ___ _ 

- -------------- _- -

Quinto Cambio 

si oc + l' = n/ 2 , ~ =(fl'/ 2) - ~, 

d~ =d/I'fi/2)-Jfl= -db 

~~ -
-2n-2 N(n/2-~) 

y= y 11 'I (sen fJ) e d{'(-1)~ 

O..__ -
n 

N('l'l/2) -2n-2 NfJ 
= y" 1 e I (sen{') e d~ 

o 

.... 
y= yiv F /I-2n-2),~_7 

188 
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4.326 

189 

Fórmula de y 1 cuando las raíces son complejas (yr=yiv) 

y 
y'=---------

F.Lf-2n-2), NJ 

El valor de la fUnción F puede encontrarse en 

tablas que han sido preparadas especialmente 

para facilitar los cálculos 

" 

189 
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.. FORMULAS PARA LA INTERPOLACION DE LOS TIPOS PRINCIPALES DE CURVA DE PEARSON 

Primer Paso: 

Segundo paso: 

P2( 4ll2P4 
2 

bo = 31;1J ) 
D 

-pJ(f-14 + 
2 ) 

b1 
3(-12 

= = -a 
D l 

'' 
6p23 + 

; 'tQ 
- 2fl2P4 + 3p3 

2 
b2 = 

D 

190 190 
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Tercer paso: ... 2 2 
¿b1 > 4b0b2? 1 ¿b1 < 4b0b2? 

Cuartb paso: 

• 1 .j b12 1 4b0b2 -~ R = A = a 

2 b2 2b2 

m = 1 R - A M = 1 R+A 

b2 2R b2 2R 

n = 1 N = ....Lx A 

2b2 b2 R 

Quinto paso: 

" 
y = Y'(X + R)m(X- R)M y = y' (x2 + R2)n eNtan-1 (X/R) 

191 191 
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- _:____ __ =-==-- ---
.< ~----~----·------.- ----···-- -------~--------

•• FORMULAS PARA LA INTERPOLACION DE LOS TIPOS PRINCIPALES DE CURVA DE PEARSON 
.. 

Primer paso: 

v1, ~2' y3; Y4 
0 

Segw1do paso: 

D = 10 18 -12y3 
2 

Y4 -

(4 
2 

6o 
Y4 - Y3 ) 

= 
D 111 

--y3(y4 + 3) 
(>1 = = - a 

D 
){ 

-2 6 313 
2 

Y4 + + 
l\ ~2 = 

D 
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Tercer pasq,: 
2 

4ro~2? 1 2 
4~0~2? ¿~1 ¿p1 

Cuarto paso: 

R = .¡ ~1 2 - 4~0~2 
A = a b1 

; - -
2 ~2 2~2 

m=__.!__ R- A 
n = ......L_ 

p2 2R 
2~2 

M=__.!__ R +A 1' xA N=-
~2 2R 

~2 R 
Quinto paso: 

y = T(:X + R)m(X- R)M 
1 . 

y ='Y ('K2 + R2)n 9 Ntan- ()(/R) 

•.1 

193 
193 
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4.4 Procedimiento Práctico de Interpolación (curva I) 4.414. 

4.411 \1¿ ~4 

Y3 = 
~3 

Y4 = 64 

4.4121 
4.4¡4 

2 
- 6 2 Y4 - 3 Y3 

b2 = 

2( 5 Y4 - 6 
2 

- 9 ) 
Y3 4,41.4 

4.4122 

1/b2 = B 

4.41:3 4 

B + 2 B + 3 B + 4 (B + 4) 2 
·4l.s 

' u 

194 
194 
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-------- -elJ <r~-
<-. 

4.4141 
tJ /y/ 2 

al + a2 = -- (B + 4) + 16 ( B + J) 
2 

4.4142 

1 (B + 2) (B + 4) 
+ 

el ' e2 = B -
2 2 ( al + a2 ) 

4.4143 el e2 
N el e2 l -( e 1 + e 2 + 2) 

Yo = el+ e2 
al + a2 (el + e2) I-(el + 1) I- ( e 2+ 1) 

4.415 

el e2 
X X 

y = Yo (_ 1 + ) ( 1 - ) a a2 H 1 -

195 
195 
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,¡¡ 

1 

\' 
1 1 

1 1 ,, 
i 
1: 
! 

¡, 
,¡1 

1 

.. 
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5.2 

"5.21 

5.211 

5.22 

5-221 

5.222 

197 

Caso Particular: Ecuación con Dos Rafees Reales e Iguales 

D y 
-L = 

y b2 

X + 

= 
b2 

X 
\1 = 

b2 

b 2 (x + B) (x + B) = 

= b 2 (x + B) 2 

X + a 

B)2 
= 

(x + 

B - B + a 

= 
(x + B)2 

+ A 

x2 
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•• 

5.23 S.a4 

Log•y = Ixt1 X+J 
b2 x2 

5.231 

~I [ X + 
A J b X x2 

2 

5.232 

1 [ I~ +I~] 
b2 _ x x2 

5-233 
t.\ 

1 A 
Log X -- + e 

b2 b 2X 
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1 
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1. 2 2 4 INTERPOLACION DE UNA CURVA NORMAL 

1. 2 2 4 o 1. 2 2 4 1 e á 1 e u 1 o d e 1. 2 2 4 2 

Datos de 1a P2 e á). e u 1 o 
Serie por 

. Interpo1ar 1.22411 1.,22412 1.,2241.3 d e Yo 

M f' M f' d d2 d2f' Yo+ 

60 9 540 -90 8 1000 72 900 

81 20 1 620 ... 69 4 761 95 220 N i 
= = 102 .3 ,366 -48 2 304 76 

o 33 0.32 
~2 !! P2 \\ 

12J 47 5 781 .. 27 729 .34 26.3 

144 55 7 920 - 6 .36 1 980 

201 201 

• 
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M f' M f' d d2 d2f' Yo= 

165 52 8 580 15 225 11 700 

186 39 
Q 

7 254 36 1 296 50 544 300 X 21 l. 

= = 207 26 5 382 57 3 249 84 474 2.5 X 46 

229 12 2 748 79 6 241 74 892 

249 5 1 445 99 9 801 49 005 

270 2 540 120 ~4 4oo as 800 

300 45 176 1 
55 ryo = 

o 

1.22411 
-
X = 150.39 a 

202 =202 

-- .... -. ..,.. ..... ·~ .• ~-·-- ·-···- ·-··- - . 
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1. 2 2 •4 INTERPOLACION DE UNA CURVA NORMAL 

1 .. 2 2 4 .3 - d 2/2 - ~2/2 
Y = Yo e = 55 e 

1. 2 2 4 4 

e ~t 1 e u 1 o de las y e s t e eS r i e a s 

e) cJ2 -<12/2 -~2/2 -~2/2 
e Yo e 

-1.96 .3.8416 -1.92 ' 0.146607 8 

-1.50 2.5500 -1 .. 1.3 0.32303.3 17 

-1.04 1.0816 -o.54 0.582748 .32 

-0.58 0.,3.369 -0 .. 17 0.84.3665 46 

203 20J 

----- ... ---- --------------------------,;' 
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.. ¡, ~2 2 -d2/2 -~2¡ 2 -6 /2 
e yo e 

-0.1.3 0.01.69 -Oo08 0.990050 54 

Oo33 Ool.089 -0.05 0.951.229 52 

Oo79 0 0 6241. -0.31. Oo733447 40 

1..24 1..5376 -0.87 0.41.8952 23 

l.o72 2o9584 -1..43 0.239309 1.3 

2.1.5 4.6225 -2.31 Oo099261 5 

2o61 6.8121 -3o41 0.033041 1 

TABLAS 
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"· 2 4"1 2. INTERPOLACION DE UNA CURVA ASIMETRICA 

Valores de p 2 y. de p.3 de la serie por interpolar 

J12 = 1.41787 p3 = 3.606622 

2.2411 

1 

• 1 13 fl3 3.606622 
= 

3/2 
= = 2.08331 

P2 1.731200 

2.2412 

,1 -T.J -2.08~~1 -1.0417 = = = 
2 2 

2.2413 Cálculo de D 
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205 
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•·• 2.2413 Cá1cu1o de D 

2.241.31 
1 = 1 -0.959969 -- = 

'1 -1.0417 

2.24132 
1 

D = eS - = 0+0.959969 
~1 

2.2414 
1 

A·= -f1 - 1.0417-.959969 
f1 

2.2415 

R 1 = -0.959969 = 0.92157 = 
f1 2 -1.0417 
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-.------ !" ., 
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2 . 2 h 1 INTERPOLACION DE UNA CURVA ASIMETRICA 
. 

" 2.2416 Cálculo de Y 

N 251 

y= = 

R 0.92157 
(-~1) r<R> 1.0417 r (o.92157) 

207 207 

-- -- -

; 
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' 
2.24161 r (R - 1) = (' (R)/ (R.,.1) 

. 

r (0.92157) (1.92157)/(0.92157) 
' 

= = 

= 1.05302 

2.24162 
0.92 

1.04 

1og 1.04 = 0.01703 

X 0.92 = 0.01567 . 
anti1ogaritmo de • 01567 = 1.04 

251 251 
y = = 

1.04 X 1.05 1.09 

y 230.2 
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2.241 INTERPOLACION DE UNA CURVA ASIMETRICA 

2.24171 Substituci6n en 1a F6rmu1a Genérica 

y = y (e D X 

y [ ~+0.96 o.oal -0.96 
= 192 e (~ + 0.96) _ 

209 209 

-..........----- • ---=:; ~-----' 
---- ·- -·- ------------------ - ------- ---·· ----~ ., ... ' 1 -··--·-···."'' 

••• I_-~-~· 1 
..... 
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2.24181 Transf'ormaci6n de los datos a desviaciones sigmáticas+K 

Datos de la serie Calculo de las Transf'or- . 
desviaciones maci6n 

X f' d ~ S + o.96 

1 44 -1.3346612 -1.11 -0.15 

2 135 -0.3336612 -0.28 0.68 

3 45 0.6653388 0.55 1.51 

4 12 1.6653388 1.39 2.35 

5 8 2.6653388 2.22 3.18 

6 3 3.6653388 3.05 4.01 

7 1 4.66.53388 J.88 4.84 

8 J 5.665JJ88 4.72 5.68 

210 210 
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" -·· . ,, 
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2.241 

2.2472 

211 

INTERPOLACION DE UNA CURVA ASIMETRICA 

Transformaci6n de la F6rmula Gen~rica 
en Forma Logarítmica. 

F6rmu1a Gen~rica: 

[ J -0.96 
6 +0o96 0.08 

192 e (6 + 0.96) y = 

Forma Logarítmica 

1og Y= 1og 192 - 0.96 [(6+0.96)1og e + 0.08 1og (b + 0.96j 

211 

6200
Rectángulo

6200
Rectángulo

6200
Rectángulo

6200
Rectángulo



2.24182 Cál.cu1o de 1as yes tecSricas 

I II III 0.96 por (V)1og192 
menos y 

D 1og e 1og D o.os 1og D 1 ( I + III) .96(I+III0 . 

0.2953172 1.83251 -0.0143992 0.269681280 2.01462 103 

0.6557779 0.17898 0.0143184 0.643292448 1.64ooi 44 

1.0205815 0.37107 0.0296856 1.008256416 1.27504 19 
\1 

1.3810422 0.50245 0.0401944 1.364387136 0.91891 8 

1.7415029 o.é0314 0.0482512 1.718163936 0.56514 4 

2.1019636 0.68485 0.0547880 2.071481536 o. 21282 2 

2.4667672 0.75435 0.0603480 2.426030592 -0.14373 1 

-
1.85627 
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J. 2 4 ~ INTERPOLACION DE UNA CURVA DEL SUBSISTEMA SIMETRICO 

Valor de y4 en .la serie por int.erpo1ar 

3.2411 
Y4 = 2.548313 

J. 24.121 

~o 
- 2 Y4 -2x2.548J1J 

= = 
5y4-9 5x2.548J1J - 9 

J.24.122 t!l 

,2 = - Y4 + J -2.548J.lJ + J 

sy4 ... 9 5x2,548J1J - 9 

2.13 213 

.. 

6200
Rectángulo

6200
Rectángulo

6200
Rectángulo

6200
Rectángulo



3.24131 

~o - 2 l4 5l4 - 9 
D2 = X = = 

~2 5-y4 - 9 -y4 + 3 

- 2 14 
- 5.096626 

-11.2835348 = = 

--y4 + 3 0.451687 

3.24132 
\ti 

2.548313 - 9 3.741566 1 5 X -
. i 

a = = = = 
2~2 2(- 2.548313 - 3) 2 x0.451687 

3.241,26~ 
0.90337 =4.1417670 
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J. 2 4-1. INTERPOLACION DE UNA CURVA DEL SUBSISTEMA SIMETRICO 
' 

Cálculo de Y 

3.241.4 

<il 

~ f' I" (a + 1..5) 
y X 

D2q--1. ~ I" (a + l. ) 

21.5 215 

• 
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(!) = 

3.24142 

216 

::E: -r ::E: -r 1 

-
~-=---= -- -----

---X 
D2a-1 ~ - D ~ - = D2a 

= 1683 X 1 = 
4.54308 X 1.77245 11 •283534.14177 

209 

I" {a + 1.,2} = 
I" .(a + 1 ) 

= 

= 

= 

X 0.44 

r {4.141z6z + 1.,2} = 
I" (4.141767 + 1 ) 

I"f5.641Z6Z} 
I" 5.141767 = 

4.64 X 3.64 X 2.64 X 1.64 J' (1.64)" 
4.14 X 3.14 X 2.14 X 1.14 J' {1o14)-

Z3.12,2212 X 0.84864 
31.713824 X 0.93642 = 2•212756 

216 
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,3.2415 

217 

Y = 209 X 0.44 X 2.212756 

= 462.479 X 0.44 = 20,3.49076 

y = y (3 2 - D 2) a 

4.14177 
= 462.479 X 0.44 ( 6 2 - 11.28J53) 

y = 20,3.49076 ( eS 2 -.• D 2) a 

4.14177 
y= 203.49076 ( S 2 - 11.28353) 

217 

r·.· .. l ~~.~,,~~-~~-~-··-~~----~-----~b--~~-.r~-~~~-----~------·-~-----
fJ:::·j 

.. ':,;:1 
,;¡ 

i,l:j 
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4. 4 l INTERPOLACION DE UNA CURVA PEARSONIANA DEL PRIMER TIPO 

Valores de y3 y de Y4 en la serie por interpolar 

4.411 

Y3 = 0.7123 - Y4 = 2.93511 

4.412 

2(5 Y4 6 y3 
2 9) 

' l - -
B2 --- = - - 2 

b2 2 Y4 - 3 Y3 - 6) 

= 2{2x2.2J2ll-6x0.20Z2225-9} 
2x2.935ll-3x0.5072955-6 = 

= 2(14.6Z2.2.2 - 3.04JZZZ- 2) = 5.87022 - 1.5221887-6 

= 2.26J2~6 
1.6516-65 = 3.186815 
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4. 4 1 INTERPOLACION DE UNA CURVA PEARSONIANA DEL PRIMER TIPO 

4.413 

B2 = 3.186815 
' 

B2 + 2 = 5.186815 

B2 + 3 = 6.186815 

B2 + 4 7.186815 (B2 + 4)2 2 = = 7.186815 

=51.650309 

219 219 
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4. 4 1 

4.4141 

, 

4.4142 

220 

INTERPOLACION DE UNA CURVA PEARSONIANA DEL PRIMER TIPO 

~ 
a1+a2 --

2 

=2.z68 
2 

= 1.384 

1 
=·--

2 

m=0.40688 

-lr.:/ (B + 4)2 + 16(B2 + J) 

,/.5072955x51.650309 + 16x6.186815 

~125.191009 = 1.384 X 11.189 = 15.48557 

J 
[3-186815 

! ~-768x0.712Jx5.186875x7.1868~ J 
2 X 15.48557 

M = 2.77983 
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------- ----------- - -- ----------------~~-- ---. 
---- -------=----- ;_ __ . _ _;,;_=:::z Z:::!t::: ___ ~--

:J 

4.4143 

al + a2 15.48557 
al= m = 0.40688 = 1o9772 

m +M 3.18671 
, 

al + a2 15.48557 
a2 =M = 2.77983 =13.50836 

m ·+ M 3.18671 

4.4144 
., 

Yo = 150.808 (véase el cuadro anexo) 

4.4145 

0.40688 2.77983 
150.808 (1 + X ) (1 - X ) y = . 1.9772 13·. 50836 

,, 
V 

221 221 

-~-~~-·--

6200
Rectángulo

6200
Rectángulo

6200
Rectángulo

6200
Rectángulo



'. 

222 

4.4143 ~ CALCULO DE YO EN EL PRIMER TIPO DE CURVA PEARSONIANA 

4.41430 

N 

= X 

4.41431 

N 

, .... ,, .... , •.... ,. 

X 

l 000 
= 

15.485.57 

r (m + M + l) 

r (m+l)r(M+l) 

64.55 

. 222 

..,, .. ,Dlf 
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4,41432 

m+M 
(m +M) 

0.40688 1og 0.40688 

2.77983 1og 2.77983 

-3.18671 1og 3.18671 

= 

• 
= 

• 
= 
• 

0.406880.40688 2.779832.77983 

3.186713.18671 

0.4069 X. 1.60949 = -0.406900 
+0.248001 

2.780 X 0.44404 = +1.234431 

=-3.1867 X 0.50338 = -1.604222 

+1.482432-2.011172 

= -0.528740 

=+10 -10 -0.529740 

= -10 +9.471260 

= I.47126o 

Anti1og 1.471260 = 0.2960 
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4.41434 

224 

r(m+M+2) 

r ( m+1f (M+1) 

r 
. ( 5 .19) 

= r ( 5o18671 ) 

r (3.77983) r (1.40688) 

4.19 X 3.19 X 2.19 X 1.19 r (1.19_} 
2 o 7 8 X 1 • 7 8 X r t 1. 7 8 )f t 1 o 41 ) 

FUNCION r EN TABLAS. 

= 
X 

2.6061 X 0.92088 = 0.88676 
X 

.9484 

= 34.8JJ39 X 
0.88676 
o. 92088 = 4.58335 X 

= 7.89241 = 

• 
= 

224 
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---------· 
-~~-~-~-------- ----------

4.414J5 Valor de Y0 cuyo equivalente pasa al cuadro principal 

N 
m ifl (m + M + 1 ) m r 

Yo = X X 

al + a2 (m + M)m+M r (m+l)r (M+l) 

1 

.1 

• 
Yo = 64.557 X 0.296 X 7.892 = 

1150.808 
,, • 

= 19.109 X 7.892 = 

-
225 225 
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4. 4 

1 

INTERPOLACION DE UNA CURVA PEARSONIANA (TIPO I) 

4.41 Valores de y3 en la serie por interpolar Y Y4 
o 

P2= 7.66237 ; Y3 = 0.71224 ; Y4 = 2.935110 

4.420 2 D = lO Y4 - 12 Y3 - 18 

= l0x2.9355ll0 - l2x0.5072955 - 18 = 

= 29.35110 - 6.08755 - 18 = 

..-

= 29.35110 ... 24.09755 = 

= 5.26355 
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y 

227 

4.421 

4.422 

4.423 

. --- ______ ,.._ ___ --- -~~~_;;-~---

= 7.66237(4x2.935110 - 3x0.5072955)/D = 

= 7.66237( 11.74044 - 1.52189 )/D = 

= 7.66237( 10.21855)/D = 

= 7.66237 X 1.94137 = 14.87545 

= 2.767(2.935110 - 3)(-0.71224)/D = 

= 2.767(5.935110) X (-0.71224)/D = 
- 2.767(-4.22722)/D = 2.767 X 0.80J11 = 

b - 1-2 2 -\ + J 13 
2 

+ 6) /D 

t2x2.93511 + 3x0.5072955 + 6) /D = 

= 1.65167/ D = 

2.22221 

0.313793 

227 

' ¡~ . ~.~.·.·.· ... ~' WiP¡ 

-=- ---- - --~-~ 

1 

¡ 
\ 

'\ 
1 

:;¡ ---.: --_ ~ ................ 
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4.441 _¡ b 2 + 4 bo b2 1 R = = 

2 b2 

-/2.22212 + 4x14.87545x0.313793 
= = 

2x0.313793 

1 15.47451 
15.4745 

= 7. 73725 2R= = 2 ' 

4.442 

A=- b1 
b1 - = 

2b2 

- 2.2221 
= - (2.2221)- -

2x0.313793 

= 2.2221 + 3.5407 = 5.7628 
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~J· 
- ·.--_{ 

11 

4.443 
1 R + A -

m+ M = 
b2 2 R 

' 
1 

1' + 5.7628 + 5.7628 1 7.73725 - 7-73725 -= = 
0.313793 15.4745 4.85578 

m = 1a 12ooo.2 
.85578 = 2.7802 

M = 1. 2z442 
4.85578 0.40661 

4.444 
yr = 8.2614 (para su cálculo, v~ase el anexo)· ,¡ 

4.445 
o.4o661 2.7802 

y = 8.2614 ( X + 15.4745) (x - 15.4745) 
!1 
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4.444 CALCULO DEL PARAMETRO ya DEL PRIMER TIPO DE CURVA 
i . ._____ 

::E: f (m + M + 2) 

Y•=-----~~ ---------------m+M+1 
( 2R) (m+1) (M+1) 

! 
,¡ 
¡ 

1 000 1 000 
= -----:2=-.-=7~8:-:::o-+'='o-. 4r:"":o:::-:6;o"":6~1~+"':'1- = ----.4,_...~1~8~6--8~1 

15.4745 15.4745 
m+M+1 

( 2R) 

4.18681 1og 15.4745 = 4.18681 x 1.18949 = 4.98017 

Anti1ogaritma 4.98017 = 95536 

1 000 = 0.104672 = m+M+1 
(2R) 95 5.36 

230 2.30 
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r(m + M + 2) r(5.1868) . 
= = 

r(m+1) (M+1) r( J. 7802) r (1.4060) 

r ~5.19) = = 
r (3.78 r (1.41) 

4.19 X J.19 X 2.19 X 1.19 r (1.19) 
2.78 X 1.78 X r (1.78) r (1.41) = 

1a.3661 X 2.6061 X 0.22088 
0.92623 0.88676 = .9484 X . X 

J4.8J¿9 X 0.2202 ¿2.oz8.2 
4.58336 0.88676 = 4.o64J X 

= Oo78927 

yt = 0.104672 X 0.78927 = 8.2614 
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4.4 INTERPOLACION DE UNA CURVA PEARSONIANA (TIPO II) 

4.41 Valores de p2, y3 y y4 en la serie por interpolar 

4.41 

P2 = 4.527608; y3 = 0.0053656; Y4 = 3.169897 

4.420 ' 

D 2( 5 6 2 
- 9 ) = 1'4 - Y3 = 

= 2( 5x3.169897 - 6x0.0053656 - 9 ) = 

= 2( 15.849485 - 0.0321936 - 9 ) = 

= 2( 6.849485 - 0.032194 ) = 13.634584 

232 
232 
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4.421 

4.422 

4.,423 

2JJ 

- 3 

= 4.527608(4x3.169897 - 3x0.0053656)/D = 

= 4.527608( 12.679588 - 0.016097 )jD = 

= 4.527608( 12.663491)/D =57.335323 jD 

+ 3) j D 

=..J'4.527608 ..;;.0053656 (3.169897 + 3) j D = 

=-1 o~o242933 (6.169897) 1 D = 

= (0. 1 5 5 9 X 6.169897) j D = 

- 3 - 6) / D = 

= ( 2x3.169897 - 3x0.0053656 - 6) / D = 0.323697/D 

2JJ 

• 
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5. 2 1 INTERPOLAC10N DE UNA CURVA DEL CASO PARTICULAR 2 

Valores de p2' y3' Y4 en la serie por interpolar 

5.210 (;12 = 3-573346; Y3 = o. 7 o 3 3; l4 = 3-996134 

2 
0.4950399 Y3 = 

\ 

5.210 D = 10 12 2 18 
l4 - Y3 - = 

= 10x3.996134-12x0.4950399-18 = 

= 16.020861 

[ D = 16.020861 
1 
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-- ---~- '~ _:__;.T 

5. 212 

b2 = ( 2 3 
2 

6) 1 D Y4 - Y3 - = 

= (2x3.996134 - 3x0.4950399 -6) 1 D = 

= ( 7.992268 - 1.4851197 -6) 1 D = 

= (7.992268 - 7.4851197) 1 D = 

= 0.507148 1 D 

5.221 
D 1 

--¡;-- = 0.507148 = 
2 

16.020861 
0.507148 = 31.590608 
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5.2221 
b1 1 

A = -b1 - = -b ( 1 + 2b2 
) = 

2b2 
1 

9.~02165 ( 1 16.020861 ) - 16.020861 + 2 X 0.507148 = 

= - 0.580628 ( 1 + 
16.020861 

1.o14296 ) = 

= - 0.580628 X 16.795054 = -9.7516786 

5.2222 

A -9.7516786 X 31.590608 308.061456 --¡;- = = 
·2 

5.23 

31.590608 308.061456/X 

1 

y = yr X. e 

1 f 
1 
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T A B LA S DE LA FUNCION GAMMA 

n Gamma de n Gamma (n+1) n r..amma (n) Gamma fn+1) 
1.00 1.00000 1.00000 1. 20 .91817 1.10180 
1.01 .99433 1.00427 1. 21 .91558 1.10785 
1.02 .98884 1.00862 1.22 .91311 1.11399 
1.03 .98335 1.01285 1.23 .91075 1.12022 
1.04 .97844 1.01758 1. 24 .90852 1.12656 
1.05 .97350 1.02217 1.25 .90640 1.13300 
1.06 .96874 1.02686 1.26 .90440 1.13954 
1.07 .96415 1.03164 1. 27 .90250 1.14618 
1.08 .95973 1.03651 1.28 .90072 1.15292 
1.09 .95546 1.04145 1.29 .89904 1.15976 

1.10 .95135 1.04685 1.30 .89747 1.16671 
1.11 .94739 1.05160 1.31 .89600 1.17376 
1.12 .94359 1.05682 1.32 .89464 1.18092 
1.13 .93993 1.06212 1.33 .89338 1.18819 
1.14 .93642 1.06752 1.34 .89222 1.19557 
1.15 .93304 1.07300 1.35 .89115 1.20305 
1.16 .92980 1.07857 1.36 .89018 1.21060 
1.17 .92670 1.08424 1.37 .88931 1.21835 
1.18 .92373 1.09000 1.38 .88854 1.22619 
1.19 .• 92088 1.09585 1.39 .88785 1.23411 

-
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TABLAS DE LA FU N C 

n Gamma (n) C:.RmmR( n -1- 1) 

1.40 .88726 l. 24216 
1.41 .88676 1.25033 
1.42 .88636 1.25863 
1.43 .88604 1.26704 
1.44 .88580 1.27555 
1.45 .88565 1.28419 
1.46 .88560 1.29298 
1.47 .88563 1.30188 
1.48 .88575 1.31091 
1.49 .88595 1.32007 

1.50 .88623 1.32935 
1.51 .88659 1.33875 
1.52 .88704 1.34830 
1.53 .88757 1.35798 
1.54 .88818 1.36780 
1.55 .88887 1.37777 
1.56 .88964 1.38784 
1.57 .89049 1.39807 
1.58 .89142 1.40844 
1.59 .89243 1.41896 

238 

I O N GAMMA 

n C:.RmmR fn) 

1.60 .89352 
1.61 .89468 
1.62 .89592 
1.63 • 89724 
1.64 .89864 
1.65 .90012 
1.66 .90167 
1.67 .90330 
1.68 .90500 
1.69 .90678 

1.70 .90864 
1.71 .91057 
1.72 .91258 
1.73 .91466 
1.74 .91683 
1.75 .91906 
1.76 .92137 
1.77 .92376 
1.78 .92623 
1.79 .92877 

Gamma (n + 
1.42963 
1.44043 
1.45139 
1.46250 
1.47377 
1.48520 
1.49677 
1.50851 
1.52040 
1.53246 

1.54469 
1.55707 
1.56964 
1.56236 
1.59528 
1.60835 
1.62161 
1.63505 
1.64869 
1.66250 
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TABLAS DE LA FUN C I O N GAMMA 

n Gamma (n) Gamma (n+1) n Gamma (n) Gamma ( n+1) 
1.80 .93138 1.67648 1.90 .96177 1.82736 
1.81 .93408 1.69068 1.91 .96523 1.84359 
1.82 .93685 1.70507 1.92 .96878 1.86006 
1.83 .93969 1.71963 1.93 .97240 1.87673 
1.84 .94261 1.7344o 1.94 .97610 1.89363 
1.85 .94561 1.74938 1.95 .97988 1.91077 
1.86 .94869 1.76456 1.96 .98374 1.92813 
1.87 -95184 1.77994 1.97 .98768 1.94573 
1.88 .95507 1.79553 1.98 .99171 1.96359 
1.89 .95838 1.81134 1.99 .99581 1.98166 
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En la Imprenta Universitaria, bajo 
la dirección de Rafael Moreno, se 
terminó la impresión de Curvas So
ciográficas, el d(a 30 de abril de 
1969. Se tiraron 500 ejemplares. 
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FECHA DE DEVOLUCION 

El lector se obliga a devolver este libro 
antes del vencimiento de préstamo señala
do por el último sello. 
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